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Existencia y unicidad para un sistema acoplado de ecuaciones de onda con
término disipativo débil
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Resumen: En este trabajo se estudia la existencia, unicidad y regularidad de la
solucién de un sistema acoplado de ecuaciones de onda via el método de la teoria de
semigrupos de operadores lineales.
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Existence and uniqueness for a coupled system of wave equations with weak
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Abstract: In this work we study the existence, uniqueness and regularity of the
solution of a coupled system of wave equations by the method of the theory of linear
operators semigroups.
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1. Introduccion

En el presente articulo vamos a establecer la existencia y unicidad de solucién del sistema
acoplado de ecuaciones de onda formulado por el siguiente modelo:

ug — Au+up + a(u—v) =0 en Q x ]0,00[ (1)
v —Av—a(u—v) =0en Q x]0,00] (2)
con condiciones de frontera
u=wv =0 sobre I' x ]0, oco[ (3)
y condiciones iniciales
u(x,0) =ug () ,u (2,0) =up () en Q (4)
z,0) = vy (z) ,v (z,0) = vy (x) en Q (5

donde €2 es un conjunto abierto, acotado de R™;n > 1 con frontera I' = 92 bien regular y « es
una constante real positiva

El modelo dado en (1)-(5), puede usarse para describir la evolucién de un sistema que consta
de dos membranas eldsticas sujetas a una fuerza elastica que atrae una membrana a la otra con
un coeficiente a > 0. El término u;, actiia en la primera membrana como estabilizador, mas
detalles al respecto, ver [3].

Los términos disipativos internas, ayudan bastante para que la energia de la ecuacién tenga
un comportamiento asintético, como también los efectos térmicos o la memoria actiian como
términos disipativos, es de observar, cuando se tiene un sistema de dos ecuaciones de tipo ondas,
se requerird de dos términos disipativos uno en cada ecuacién para asegurar un decaimiento
exponencial; pero si solo tiene un solo término disipativo interno en una de las ecuaciones, es
posible que tengan solo un decaimiento polinomial. En [4], F. Alabau et al., trabajaron un
sistema acoplado de dos ecuaciones de ondas con un solo término disipativo en forma general
dado por,
ugy — Aju + Bug + av =0 en Q x |0, 00|

vy — Agv + av =0 en Q x ]0, 00

u=wv =0 sobre I' x ]0, o[ (6)
u(x,0) =ug (z),ut (2,0) =uy (x),z €

v(z,0) = v (z),v (2,0) =01 (z), 2 €

donde A1, Ay y B son operadores lineales auto-adjuntos positivos, B operador acotado.

Los autores muestran que el sistema acoplado (6) es disipativo; pero el semigrupo correspon-
diente no es exponencialmente estable. Ademads, prueban que la solucién del sistema anterior
decae polinomialmente a cero a medida que el tiempo tiende al infinito.
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2. Preliminares

Enunciamos resultados esenciales de la teoria de semigrupos lineales, que seran ttiles en el
desarrollo de este trabajo. Omitimos las demostraciones, sin embargo el lector interesado puede
hallar las demostraciones respectivas en [5] y [6]. Con referencia a los espacios de Sobolev ver

[1] y [2].
Definicién 1 Sea X un espacio de Hilbert y T : D (T') C X — X un operador lineal; no acotado
en X, el conjunto resolvente p (T') se define como
p(T) = {)\ €C : (M —T) es invertible y (A\I —T)™" es un operador acotado en X}
El operador lineal acotado
R\T) =W\ -T)"
con A € p(T), se llama resolvente de T.

Teorema 1 (Hille-Yosida) Sea X un espacio de Hilbert y A un operador lineal no limitado
es generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones, si y solo si

i) A es un operador cerrado y D(A) = X

1
i) RT € p(A) y H(AI—A)”H <1 VASO.
Demostracién. Ver [6].

Teorema 2 (Lummer-Phillips) Sea A un operador lineal con dominio denso en un espacio
de Hilbert X.

i) Si A es disipativo y existe A tal que Im (Al — A) = X, entonces A es un generador infini-
tesimal de un semigrupo de clase Cy de contracciones.

ii) Si A un generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cy de contracciones sobre el
espacio X, entonces Im (A — A) = X para todo A > 0, y A es un operador disipativo.

Demostracién. Ver [5].

Teorema 3 Sea X un espacio de Banach y A un operador lineal (no acotado), disipativo y con
dominio denso en X. Si 0 € p(A), entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo C
de contracciones S(t) = e sobre X.

Demostracién. Ver [6].

Definicién 2 Sea X un espacio de Banach, A un operador lineal no acotado, D (A) C X y
Uy € X un dato inicial. El Problema de Valor Inicial

au = AU, t>0
dt

U©) = Uy

(7)

se denomina Problema Abstracto de Cauchy.
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Teorema 4 Sea ‘H un espacio de Hilbert y el operador lineal A : D (A) C ‘H — H el generador
infinitesimal de un semigrupo de clase Cy.

i) Si Uy € D (A), entonces el problema (7) tiene una tnica solucion U (t) = S (t) Uy satisfa-
ciendo
U € € ([0,00);H) N C ([0, 00); D (A))

ii) Si Uy € H, entonces el problema (7) tiene una tnica solucion U (t) = S (t) Uy satisfaciendo

U € C([0,00);H) N CH ((0,00);H) N C ((0,00); D (A))
Demostracién. Ver [5].

Teorema 5 Sea X un espacio de Hilbert y A: D (A) C X — X un operador lineal disipativo

con Im (I — A) = X. Si X es reflexivo, entonces D (A) = X.

Demostracién. Ver [5].

3. Existencia y unicidad

Efectuando el cambio de variable ¢ = wu;, ¥ = vy y denotando con U = (u,us,v,vt) y
Uy = (up, u1,v9,v1) el sistema (1)-(5) se puede reescribir como el problema de Cauchy

d

—UZAU, parat >0

dt (8)
U (0) = Uy.

donde A: D (A) C H — H es el operador diferencial definido por

0 I 0 0
A—al -1 ol 0

A= 0 0 0 I ()
ol 0 A—al 0

siendo 0, I, y A los operadores nulo, identidad y Laplaciano respectivamente.

Con el fin de efectuar la formulacién del semigrupo asociado al sistema (1)-(5), definimos la
energia del sistema

1 1 1 1
E() ::2/9\ut|2d:c+2/Q|vt|2dx+2/Q|Vu\2dx+2/g|VU|2dx+3/Q|u—21]2d:n (10)

a fin de poder determinar el espacio de Hilbert H.

Proposicién 1 Si E (t) es la energia asociada al sistema (1)-(5), entonces
TE0 == [ fud (1)
— =— [ |u|” dx.
dt ol

Demostracién. Multiplicando formalmente la ecuacién (1) y (2) por ug,v; € L% () respecti-
vamente e integrando sobre {2, obtenemos

/ Upp U dT — / Avupdr + / ururdx + a/ (u—v)udz =0, (12)
Q Q 0 0
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/ VU dT — / v Avdxr — a/ (u —v) vdz = 0. (13)
Q Q Q

Aplicando el Teorema de Green, y teniendo en cuenta que u, v se anula en I' = 90, obtenemos

/!ut\ dx—l—/VuVut da?—i—/ Jug|? dx—a/(u—v)utdxo (14)
2dt o

/|Ut] d:v—i—/VvVvt d:p—a/ (u —v)vdr = 0. (15)
2dt Q

Sumando (14), (15) y agrupando convenientemente se obtiene

d d
5 Ll doe 55 [ ufdos 5o [ wuldos 54 [ veras

+2dt/ u— o) do = — /ut| de.  (16)

teniendo en cuenta que

1 1
E(t) ::2/9\ut|2dx—|—2/ v|? dac + = /|vu\ dz + = /|Vv|2da:+3/9|u—v]2dx (17)

de (16) y (17) se concluye

d

g = / w2 da < 0, V> 0. (18)
dt Q
Por tanto, la energia del sistema es decreciente.

Observacion 1 Del resultado de la proposicion 1, para que la energia esté bien definida, se
establece que la solucién U = (u, ¢, v, 1) debe satisfacer

UcHY(Q) x L*(Q) x Hy () x L*(Q)
De este modo se define el espacio de fase asociado al sistema (8) dado por
H = H (Q) x L? (Q) x Hj () x L? (Q). (19)

El espacio H, provisto del siguiente producto interno
<U,ﬁ> - / vu-vadx+/ @&dx+/ Vv-Vi?daer/ zpizdﬁa/ (u— ) (@ — ) da (20)
H Q Q Q Q Q

Con U = (u,p,v,7), U= (u, @, v, {/;) € H; es un espacio de Hilbert, con la norma dada por
U113, = HVUHH(Q) + H‘P||L2(Q) + va”m(g + H¢HL2 +oaflu— UH%?(Q) : (21)

El dominio del operador A es el conjunto sobre el cual el operador estd bien definido sobre el
espacio de fase, esto es,

DA ={UeH | AU € H}
teniendo en cuenta el operador A definido por (9) y el vector U = (u, ¢, v, 1) se deduce

2

D(A) = [(H*(2) N Hy (Q)) x Hy ()] (22)

De las inmersiones de H} () N H2(Q) < HY (Q) y HY () < L2 (Q) se tiene que D (A) = H.
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De este modo con los resultados anteriores, el sistema (1)-(5) es equivalente a mostrar el pro-
blema de Cauchy dado por (8) sobre el espacio H, con U = (u, ug, v, Ut)T y Uy = (ug, u1, vo, vl)T €
D (A) donde “T"”denota la transpuesta de U y Up respectivamente siendo A el operador dife-
rencial definido en (9).

En lo que sigue se probard, usando el Teorema 3, que A es el generador infinitesimal de un
semigrupo de contracciones {S (t)},~, de clase Cy sobre el espacio de Hilbert #. Con este fin,
desarrollaremos los siguientes resultados con respecto del operador diferencial A.

Proposicién 2 El operador A : D (A) C H — H es disipativo.

Demostracién. En efecto, sea U = (u, gp,v,w)T € D(A), y el operador A definido por (9),
entonces
AU = (¢, Au— ¢ — au+ o, ¥, Av + au — aw)’ € H. (23)

Luego

(AU, U}H:/V¢Vudx+/ goAudx—/@godx—i-/VwVvdx—i-/v,/JAvdx. (24)
Q Q Q Q Q

Aplicando el teorema de Green, se obtiene

(AU, T, = — / ol da
Q

de donde
Re (AU, U),, = —/ lp|? dz < 0
Por tanto, el operador A es disipativo. )
Proposicién 3 0 € p(A)
Demostracién. Dado F = (f, g,h,q) € H = H} () x L? (Q) x H} () x L2 (Q), por demostrar
que existe un tnico U = (u, @,v,w)T € D (A) tal que
AU = —F (25)

De (25), en términos de sus componentes se tiene

p=—f€Hy () (26)
Au—¢—oau+av=—gcL*(Q) (27)
) =—he Hy(Q) (28)
Av+ou—av=—qec L*(Q). (29)
reduciendo variables en (26)-(29) se obtiene el siguiente sistema equivalente
Au—outov=—f—geL*(Q) (30)
Av+ou—av=—q € L*(Q) (31)

Pasando a su formulacién débil, esto es, multiplicando (30) y (31) por z,w € H{ (€2) respectiva-
mente, integrando sobre 2 y aplicando Green, se obtiene

/Vz-Vudx—i—/auzdx—/cwzdx:/fzd:c—l—/gzd:c (32)
Q Q Q Q Q
/Vw-Vvdac—/auwdm—i—/ avwdx:/qwdx (33)
Q Q Q Q
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Sumando (32) y (33), obtenemos la siguiente ecuacién

/QVZ-Vudx—i—/QVw-Vvdx+a/£)(u—v)(z—w)d:n=/Q((f—l—g)z—l—qw)d:v. (34)

A fin de garantizar la solucién del sistema (26)-(29), para ¥ = (u,v) y & = (z,w) con
9,& € HY (Q) x HE (92) definimos la forma bilineal

B: [HY(Q) x H ()] —R

donde
8(19,6):/QVZ-Vud:v%—/QVonvdx%—a/Q(u—v)(z—w)dac, (35)

y la forma lineal
L:HN(Q) x H () =R

definida por

L(z,w) :—/Q((f—i—g)z—i-qw)dx—/Q(f—i-g)zdac—l—/ngdx. (36)

Afirmacién 1 En el espacio W = H} () x H} (Q) con la norma dada por

||(u,w)||%/V:/QVu|2dx+/Q]Vv|2d3:—|—a/ﬂ|u—v|2dx; V= (u,v) €W

la forma bilineal B (¢, &) definido en (35) es continua y coerciva.
En efecto,

i) B(9,£) es continua

Sea ¥ = (u,v),& = (2,w) € H}(Q) x HL(Q), aplicando la desigualdad triangular y
Cauchy-Schwarz se obtiene

]B(ﬁ,ﬁ)]g/\Vz-Vu]dw—i—/[Vw-Vv\daH—a(/ \u—sz—w\d:r)
Q Q Q

. [( / Wuedx) < /| |vz\2df)]l/2 ”
Al (et
. o (o) (-]

VM AV A+ VA <nvVA + Aa+ -+ Ay, para todo n € N.

obtenemos

1/2
B (0,6)] gs(/ |Vu|2d:1:—|—/ |Vv\2d:n+a/ |u—v|2dx)
Q Q Q

1/2
X (/ ]Vz\2dx—|—/]Vw|2d:c+a/\z—w\2dx> :
) ) Q

B (0, )] < 3119l [1€lly -

Por tanto

PESQUIMAT 22(2): 75-83 81



Andrés Guardia y Alfonso Pérez

ii) B(9,€) es coerciva

En efecto,
B(¥,9) =B ((u,v), (u,v))
:/Vu-Vuda:+/ VU'VUd:L‘-i—Oé/ (u—v)(u—wv)de
Q Q Q
:/ ]Vu|2d$—i—/ ]Vv|2d:c+a/ i — of da = |92, -
Q Q Q
de donde

B(9,9) > 1-|[9|l3 -
Con lo que queda establecida la afirmacion.
De modo similar para z,w € H} (Q) el funcional
L:H(Q) x H () - R
definida en (36) es lineal y continua.
Luego, por el Lema de Lax-Milgram, existe una tnica solucién
€ = (z,w) € Hy (Q) x Hy ()

para el problema variacional
B(9,8) = L(¢)

Esto es
B((u,v),(z,w)) = /QVZ . Vudx—F/QVw : Vvdm%—oz/ﬂ (u—v)(z —w)de,
es decir, ¥ = (u,v) satisface el sistema (26) y (29).
De este modo se concluye que existe un tnico
U = (u,0,0,9)" € D(A),

tal que AU = F, asf el operador A~! existe. Y mas atin existe una constante C' > 0 que depende
solamente del dominio de A, tal que

AT E||,, < CIIF|ly, VF eH.

de donde se sigue que

A
luego A~! es acotado, por tanto 0 € p(A).

ly<c

Teorema 6 El operador A definido en (9) es un generador infinitesimal de un semigrupo de
clase Cy de contracciones sobre H.

Demostracién. En efecto, tenemos que D (A) es denso en H. De las Proposiciones 2 y 3 el
operador A es disipativo, 0 € p (A) . Luego teniendo en cuenta el Teorema 3, se concluye que el
operador A es un generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cy de contracciones sobre
el espacio H. En el siguiente teorema establecemos el resultado sobre existencia y unicidad de
soluciones.

82 PESQUIMAT 22(2): 75-83



Existencia y unicidad para un sistema acoplado de ecuaciones de onda...

Teorema 7 Si Uy € D (A), es decir, ug,vo € H? (Q) N Hg (Q) y ui,v1 € HL(Q), entonces el
problema (8) posee una tinica solucién U (t) = S (t) Uy tal que

UeC(RYDA))NCH (R H).
esto es,
w(t),v(t) € H(Q) N HY (), (1), v, (1) € HE(Q) v ue (1) v (1) € L2 (9).

Demostracién. La demostracion, se sigue a partir del Teorema 4.

4. Conclusion

En este articulo estudiamos un sistema acoplado de ecuaciones de ondas que consiste en dos
membranas elasticas sometidas a una fuerza eldstica, que se unen entre si a través del coeficiente
a. Utilizamos la teoria de semigrupos lineales para demostrar que el sistema (1)-(5) es bien
puesto.

El método usado para obtener la existencia y unicidad del sistema acoplado de ecuaciones de
onda con término disipativo débil, es uno de los muchos métodos que existen, sin embargo este
método es mas conveniente por su facil manejo y ademas nos ayuda con los calculos adicionales
con el fin de estudiar la estabilidad del semigrupo asociado al sistema.

Por otro lado el estudio del sistema planteado nos indica que con sélo un término disipativo
en una de las ecuaciones es suficiente para obtener una solucién fuerte al sistema planteado.
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