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Resumen: En este articulo daremos una demostracién del Teorema de Malgrange
sobre un subcuerpo K de los complejos, esta demostracién es debido a Moussu.
Este resultado es importante en la teoria de foliaciones y demuestra que todas las
foliaciones holomorfas de codimension uno con un conjunto singular pequefio tiene
integral primera holomorfa.
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About of Malgrange Theorem

Abstract: In this article we will prove of Malgrange Theorem on a subfield K of
the complex numbers, this demonstration is due to Moussu. This result is important
in the theory of foliations and shows that all holomorphic foliations of Codimension
one with a small singular set has holomorphic first integral.
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1. Introduccién
Este trabajo es desarrollado a partir de la tesis de maestria: El teorema de De Rham- Saito
y el Teorema de Frobenius Singular [1], donde mostramos en detalle la demostracién del

Teorema de Malgrange sobre un subcuerpo K de los complejos
Sea w un germen en 0 € C" una 1-forma diferencial holomorfa de codimensién uno con coefi-
cientes en K{z}, que verifica:

i) wAdw=0
ii) Codim(Singw) > 3.

Entonces w es K-integrable si existen dos gérmenes f, g € K{z} tales que w = gdf con g(0) # 0.

Nuestro principal objetivo es realizar la demostracion del Teorema de Malgrange sobre un
subcuerpo de los nimeros complejos [6].

2. Preliminares

En esta seccién presentaremos algunos conceptos previos sobre el anillo de series de po-
tencias, dominio, anillo local, ideal maximal los cuales no demostraremos, el lector interesado
puede encontrar las pruebas en [2]. Por otro lado, demostramos el Lema de Poincaré relativamen-
te graduado, ademds usaremos el Lema de Poincaré graduado clésico [4], también enunciaremos
el teorema de funciones compuestas [7] y utilizamos los conceptos de singularidades, transversa-
bilidad y explosiones.

Anillo de Series de Potencias

Sea K un cuerpo, Xy, ..., X, indeterminadas sobre K y denotemos por
R =K[[X1,...,X}]]

al conjunto de todas las sumas formales de tipo

o0
f:ZB:P0+P1+P2+---
i=0

donde cada P; es un polinomio homogéneo de grado i en las variables X1, ..., X, con coeficientes
en K, consideraremos al polinomio cero como un polinomio homogéneo de cualquier grado.
Sean f=Py+P+--,9=Qop+ Q1+ --- elementos de R.

Por definiciéon f =g & P, = (); para todo ¢ € N.

En R definimos las siguientes operaciones:

f+g9 = D (P+Q)
i=0

fg = D> PQiy
i=0 j=0

Con estas operaciones, R es un anillo con unidad, llamado el anillo de series de potencias
formales en r variables con coeficientes en K.
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El anillo R tiene como subanillos al campo K y al anillo de polinomios K[X7,...,X,]. Los
elementos de R tienen la forma:

1=0 i1+-+ir=1

SiK es el cuerpo de niimeros reales 6 complejos, podemos asumir al subanillo A = K{X;,..., X, }
de R que consta de las series de potencias absolutamente convergentes en una vecindad del origen

o0

(0,...,0) € K". En otras palabras, los elementos de A son las series Z Z ail,,,,JTXfl e Xﬁ”
i=0 i1 4-ip=i

para las cuales existe un niimero real positivo p (dependiendo de f) tal que las series

o0

y +‘..+ y
> ) @iy, [P
=0 i1+ +ip=i

son convergentes. Ademads

[e.e]
= Kl elemento f = Z P; en R es invertible si, y solamente si, Py # 0.
i=0

= Dos elementos f y g en R son asociados si existe una unidad, esto es, un elemento invertible
u tal que f=wu-g.

Definicién 2.1 Sea f € R\{0}. Suponga que
f:Pn+Pn+1+"'

donde cada Pj es un polinomio homogéneo de grado j y P, # 0. el polinomio homogéneo P, es
llamado la forma inicial de f. El entero n es llamado la multiplicidad de f y es denotado por
mult(f). Si f =0, tendremos que mult(f) = oc.

» f € R es invertible si y solamente si mult(f) = 0.

= Sea f,g € R, la multiplicidad de series de potencias tiene las siguientes propiedades:

i) mult(f - g) = mult(f) + mult(g),

i1) mult(f + ¢g) > min{mult(f), mult(g)}, la igualdad se da cuando
mult(f) # mult(g).

s FEl anillo R es un dominio.

Denotemos por R al anillo K[[X1,...,X,]] y por Mg su ideal maximal, M%, la i—ésima
potencia del ideal My, y ponemos M% =R, Ademads se tiene:

= R es un anillo local.

= El ideal My es el tnico ideal maximal de R y es tal que

(M5 = {0}.

€N
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= Sea p > 1 un numero real y considere la siguiente aplicacién

d:RxR — R
(f.9) = d(f.g)=p multli-9)

El par (R,d) es un espacio métrico completo.

= Si (R,d) es un espacio métrico completo entonces (R x --- X R,d’) es un espacio métrico
—_——

n—uveces

completo, donde d' = > d;, i=1,...,n.

Corolario 2.1 M € K[[X]]P*P, M = Mo+ M; + --- . Si det My # 0; existe N € K[[X]]P*P tal
que NM =1 donde I es la matriz identidad.

Demostracién. Ver [1]. [ |

3. El Teorema de Frobenius Formal sobre K

Proposiciéon 3.1 La sucesion X = My, ... My con My = I+ Uy donde I es la matriz identidad,

Uy = (uf]) es una matriz de K[[X][P*P y ufj son polinomios homogéneos de grado k, con la
métrica definida anteriormente, es convergente.

Demostracién. La prueba que realizaremos es similar a la demostracién de la proposicién 4.2.5
([1], p. 59), para verificar la completitud usaremos una definicién equivalente a la de sucesién de
Cauchy, es decir, para todo € > 0, existe k € N tal que n > k entonces | Xy, — Xi| < €, donde
Xy = My, ... M. Para ello necesitamos verificar que

mult (Mgap - Mgor MpMy_—q ... My) — (MiMy_—1... M) > k+1, k>1, n>1,

esto quiere decir que todos los términos de la matriz X, — X} tienen multiplicidad mayor o
igual que k + 1.

1. Casok=1yn>1
mult(Mn+1...M1 —Ml) > 2

de esto se obtiene lo que queriamos.

Mn+1...M2:(I+Un+1)...(I+U2)

:I—i—Z Z Ui;Ui; -+ Uiy

J=1i1<<ij

n
Myt ... MMy = My + Z Z Ui, Uijr - Usy M
Jj=1 i< <
{i1,i; }C{2, . n+1}

restamos My
(Mn+1...M2M1) —M1 = Z Z UijUij—l ljz1 Ml

j=1 i1 <o <ij
{#1,4;3C{2,...,n+1}

luego

mult((Mn+1 . MQMl) — Ml) > 2.

88 PESQUIMAT 22(2): 85-105



Acerca del Teorema de Malgrange

2. Caso general

k+n—1
My - - Myyr =T+ Y > U, Ui,y ... U
7=1 i <o <ij

{’il,...,ij}C{kJ+1,...,k+n}

multiplicando por My, ... M; y restando My ... M,

(Mitn - Mg M .. My)— (M. M) = | 2 2 UyUsi Un

j=1 i1<"'<ij
{i15esi5 3 C{k+1,....k+n}

My, ... M,

tomando multiplicidad obtenemos el resultado

mult(Mgsp ... Mgy My ... My) — (Mg ... My)) > k+ 1.

k

Si las entradas de X}, son z7;, esto es Xj, = (acfj) tenemos

mult(zFm — xfj) >k+1 Vi,j

v

luego

k+n
(x5, ) = p Il ) < ek s

entonces

[ Xin — Xi| =Y d(af",2f;) < p?p~ ) = e

Por lo tanto la sucesién (X}) es de Cauchy. [ |

Ahora probaremos un lema que nos servird en la demostraciéon del Teorema de Frobenius
Formal el cual nos ayudaréd a demostrar el teorema de Frobenius Clésico sobre K.

Para la demostracion del siguiente lema usaremos el teorema de De Rham - Saito demostrado
en [2, p. 45].

Lema 3.1 (Lema de Poincaré relativamente graduado) Sea o € Q¥(K) tal que

dxiNdzaA. . ./\dﬂfp/\dOék = 0, entonces existen polinomios homogéneos de grado k, u’f, ug, e, U

ng y uktl e QISH tales que o = duF*+1 + ulfdxl 4o+ u];dxp.

k
D €
Demostracién. Haremos la demostraciéon por induccién en el par (p, k) considerando el orden
lexicografico!.

0

Para k =0, o0 es cerrada, es decir, si existe u' € Q(l) tal que a® = a1dry = d(ayz1) = du'.

Suponemos que el lema es verdadero para los pares (p', k') < (p, k) y dzqi AdxaA. . ./\d:cp/\dak =0.
Usando el teorema de De Rham-Saito [2], existen 7~ € Q¥ 1(K) tales que:

do¥ = BT Adar+ B85 Adag 4+ BET Aday, (1)

LEl orden lexicogréfico es usado para ordenar el modo en que las palabras aparecen en el diccionario
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tomando la derivada exterior
d(do®) = dBy ™" Aday + (=1)'BY 7 Ad(day) + -+ dBETH Aday + (—1)'8E ! A d(day)
haciendo producto exterior con dxa A --- A dx)
0 = daxy Adoa A Adxy, ANdBY (2)

La hipdtesis inductiva del lema aplicada a 5{“_1 muestra que existen polinomios v}“_l € Q’g_l
y oF € Q]g tales que ﬂ]ffl = dvF + vlffld:vl + -+ vg_ldxp reemplazando esta igualdad en la
ecuacién (1), obtenemos:

dof = (dvk + vf_ldml) ANdxy, sip=1y
P p
dof = ( do* + vffld%' ) Adxy + Zﬁffl Ndxj, sip>1.
j=1 =2
Sip=1,
do® = (dv* + o lday) A day
do* = dvF A dzx
da® — dvF ANdxy = 0

d(a* — dvfdz)) = 0

k

la igualdad muestra que o — v*dz; es cerrada. Segin el lema de Poincaré graduado clésico,
k+1

existe uf Tt € QLK) tal que
ok — vkdzl = dugJrl
ok = dulgJrl + vkdxl.
Si p > 1 escribiremos:
p p
k—1 fo—
d(a* —vFdr,) = ( Zvj dx; ) Adxy + Zﬁj A dx;.
Jj=2 j=2
Asi, haciendo el producto exterior con dxa A - - - A dx), obtenemos
d(o/’C — vkdarl) Ndxa A -+ Ndx, = 0.
oy YRR . : k k k+1 k+1
Utilizamos la hipétesis p’ < p, es decir, existen v; € QG(K) y 0" € Q57 (K)
o — vkdxl = doFtt+ U§d$2 + -+ v];dxp

of = doFt 4+ vkd:zl + védmz + -+ v;fdxp

Teorema 3.2 (Teorema de Frobenius Formal sobre K (No singular)) Sea
O = {wi,wa,...,wp} C Qi (K) verificando las condiciones:

i) wiAwa A+ Awp Adw; =0 parai=1,...,p. (Integrabilidad)

i) w1(0) Awa(0) A--- Awp(0) # 0. (Regularidad)
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Entonces © es formalmente integrable sobre K, esto es, existen f;, Gij € K[[z]] parai,j=1,...,p
tales que §;(0) = 0; 5,
wi = gindfi + gigdfa + -+ gipdfp, parai=1,...,p.

Demostracién. Por un cambio K-lineal de coordenadas, podemos asumir w;(0) = w) = dz;
parai=1,...,p.

Construiremos los a; ; € K[[z]],7,7 = 1,...,p, tales que a;;(0) = J; ; y las 1-formas

~

W; = Qw1 + - - - + a; pwp son cerradas; es decir: w; = dfi, fi € K[[z]]. La matriz
M = (@i )i j=1,..p s un elemento de GL(p, K[[z]]) de inversa (g; ;)i j=1,. p. Por construccién de
los a;; € K[[2]], 6;,;(0) =05 ¥
wi = Gindfi + -+ Gipdfy.
Suponiendo que existe k > 0 tal que para ¢ =1,...,p, la forma
w; = w? + wil + - 4w + - verifica dw; = 0 para s < k. Esta condicién se cumple para k = 1.
De la i-ésima condicion de integrabilidad
wi Awa Ao Awp Adw; =0

(@0 4o o) A A (b wh 4 ) A (df ) =0

nos quedamos con el primer producto no nulo

d:nl/\d:vg/\~--/\dxp/\dwf:0

Segun el lema 3.1, existen los uf] € K[[z]] y u**! € K][[z]] tales que:

wf = duftt + uﬁldm +- uﬁpd:rp
k k k k+1
wi —ujdry — - —u,dr, = du *
k k k _ -k
wi —ujdry — - —ug,dr, = @
la 1-forma (Df = wf + uﬁldfcl 4+ + uﬁpdxp es exacta para ¢ = 1,...,p. Puesto que los uf”j

son homogéneos de grado k, de la proposicién 3.1 la matriz M = ka (MgMy_q...Mp), con
—00

M, =1+ (ufj) estd bien definida con M(0) = I. Es un elemento de GL(p,K[[z]]) de inversa
(Gi,j)i j=1,...p- Por construccion, los a; ; verifican las propiedades requeridas. |

Para el siguiente teorema necesitamos fijar algunas notaciones.

Sea X un germen de espacio analitico irreducible de dimensién pura n; Ox denota al anillo
de germenes de funciones holomorfas en X, si X = C", escribiremos O,, en lugar de Oy,
[ (fi,..o, fp) + X = (CP,0) un germen de aplicacién analitica y definimos por Sing(f) al
conjunto de puntos donde f no es una sumersién. Observe que Sing (f) es un germen de variedad
analitica en X.

Denotemos por prof(Sing (f)) la profundidad del ideal Iy = (f, df) de Ox asociado a Sing (f)

Ahora enunciaremos el teorema de funciones compuestas que nos servird para terminar la
prueba del teorema de Frobenius clasico sobre K omitiremos la prueba, sin embargo, para una
prueba detallada ver [teorema 2 ,[7], p. 1237].
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Teorema 3.3 Con las consideraciones anteriores sea ¢ un elemento de Ox. Si
prof (Sing(f)) > 2, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. dp Ndfi A ... Ndfp, =0 en X\Sing(f);
2. Eziste ¢ € O tal que ¢ = of;

3. Existe un germen de aplicacion ¥ en 0 € CP tal que p = of.

4. FEl Teorema de Frobenius Clasico sobre K

Sean wi,ws, .. .,wpy € Q1(K) que verifican las condiciones:
" wi Awa A Awp Adw; =0 parai=1,2,...,p

» wi(0) Awa(0) A... Awp(0) # 0.

Como vimos anteriormente podemos elegir las coordenadas (z1,z2,...,zy,) del punto z € C"
tales que w;(0) = dx; para i =1,2,...,p y escribimos:
/ " / "
= (x1,22,...,2p), T = (Tpy1,Tpg2,...,Zn), x = (z',2")

Segun el teorema cldsico de Frobenius [Teorema 4.1.4, [1], p. 55], el sistema de Pfaff
wi=wy=---=wp,=0

define una foliacién holomorfa F de codimensién p, en un polidisco A centrado en 0 € C™, que
es transverso a los espacios afines 2’ = cte. La hoja L, € F pasa por el punto (2/,z”) €A corta
2’ = 0 en un dnico punto (#’,0). Las funciones h; :A— C definidas, para i =1,...,p, por:

hi(x) = hi(2,2") = x;

son integrales primeras holomorfas de F en A . Notemos todavia que h; € C{x} son gérmenes
en 0. Evidentemente, para i =1,...,p:

hi(IL‘/,O)ZZL‘i, w1 /\WQ/\.../\(/JP/\dhi:O.

Diremos que los h; son las integrales primeras naturales del sistema de Pfaff en las coordenadas

(x1,x2,...,2y). Reformulamos el teorema principal como sigue:
Teorema 4.1 (de Frobenius clésico sobre K) Sean wi,ws, ..., w, € Q1 (K) que verifican las
condiciones:

Wi Awa A Awp Adw; =0 parai=1,2,...,p
» w;(0)=dz; parai=1,2,...,p
Entonces las integrales primeras naturales h; pertenecen a K{x}.
Demostracién. Segin el teorema 3.2, existen f; € K[[z]] para i =1,2,...,p tales que:
w;i(0) = df;(0) = dx;

wi =301 guidf, w2 = 30 goidf, .. wp = 301 gpjdf; como el producto exterior

wi Awa AL Awp = Det(gm)m:L_,_,p dfi A... A\ dfp tenemos w1 Awa A ... Awp A df; = 0.
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A~

El elemento ¢(z') = (¢1(2'),da(a’), ..., Pp(x")) definida por ¢;(z') = fi(z',0) que pertenece a
K|[[2/]]P*P y él verifica Dy1)(0) = I, donde I es la matriz identidad, en efecto,
Q)ZA)(‘T,) = (,(&1 (:U/)7 22)2($,), O 7¢p(m/)) = (fl (:LJ’ O)a ey fp(m,’ O))
haciendo p(z') = (2/,0) ) ) R
U(a) = (frop(@), ... fpop())

derivando

Dyp(0) = Dﬂc’fi ° 90(55/) = Dx’fi o ‘P(xl)'Da:’SO(J:’/)

o o 1 0 ... 0
o e(0) . 5re(0) 01 ... 0
= : 0 :
of of
| aee(0) o gmEe(0) ] 10 0]
= 0 4 nxp
[ 0 0
G2e(0) .. §Re(0)
of of
| 3 2(0) o Fe(0) |

~
N

es decir, existe ¢ € K[[2/]]P*? tal que ¢ o ¢p(2’) = 2/, donde ¢ = (¢1,...,%p), los hi(x) poseen
las mismas propiedades que los f; puesto que

hi(r) = @i(fi@),..., folx) = @i(fi(2),0),..., fu(a’,0))
= Gi(W1(a), (), ..., Pp(a"))
= ¢uh(a))

hi(z',0) = z; y wy /\wg/\.../\wp/\dﬁi = 0, en efecto,

oh; Z 0p; Of;

ox; Fl@y]ﬁxi
P
- Oh;
dh; = dx;
-y [y ok,
- oy; Ox !
=1 \j=1 791 9"
P o P af P oaa
0p; 3fj i
= dx; = df ;
;83/];8$Z z;ay] J
Luego,
R P o3,
Wi A Awp Adh; = wl/\...Aprza—S;dfj
j=1 77
P oaa
0p;
_ Zatp'wl/\ Awp A df;
j=1 %Y
=0
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Las integrales primeras naturales h; de wi,wo,...,w, verifican igualmente:
hi(z',0) =z, wiA...Awp Adh; =0
luego parai=1,...,p:
hi(z',0) = hi(z',0) = 2, dhy Adha A ... Adhy A dh; = 0.

Del teorema de funciones compuestas ([7], p. 1237) en K[[z]]P*? tenemos que existen
U, € K[[2]]P*P tales que:

hi(z) = Ui(hy(2), ha(), . . . hp(z)) para i =1,...,p.

Puesto que h;(z',0) = hi(z',0) obtenemos (\Tll, T, ..., \Tfp) =Iyh;=h;parai=1,....,p. A

5. Blowing-up

Espacio Proyectivo Un espacio proyectivo de dimensién n sobre un campo K es un conjunto
P con una aplicacién exhaustiva 7 : F' — {0} — P, donde F es un K-espacio vectorial (n + 1)-
dimensional y m(v) = w(w) si y solo si v = Aw para algin A € K. A menudo decimos que 7
define una estructura de espacio proyectivo en P. Una vez que se ha fijado una base en F' las
componentes de un vector v no nulo serdn tomadas como las coordenadas homogéneas de 7 (v),
las coordenadas homogéneas de un punto siendo determinadas por una constante multiplicativa.
Usualmente se denota por [zg : - - : xp] para el punto de coordenadas homogéneas zg, . . ., Tp.

Si P; es un espacio proyectivo unidimensional y zg, 21 son coordenadas proyectivas en Py la
aplicacién inyectiva
Pl — Cu {OO}
20
[20:21] — —
21

asumimos que envia [1 : 0] en oo, serd llamada una coordenada absoluta en Py.

Singularidad Simple Sea F un germen de foliacién en (C2,0) y w = a(z,y)dz + b(x,y)dy
un generador de F. Supongamos que el origen es un punto singular de F. Podemos decir que el
origen es una singularidad simple de F si la matriz

ob da
—%(0) %(0)
JO(WQl'yy) = b da

—a—y(O) 8—y(0)

A
tiene dos valores propios A # u, u # 0, tales que — ¢ Q.
I
La definicién no depende de la eleccién de w ni de las coordenadas elegidas.

Una vez que un punto 0 sobre una superficie (suave) M es fijado, escogemos coordenadas
locales x,y en 0 y asumimos que ellos son analiticas en una vecindad abierta U de 0. Tomamos
una recta proyectiva compleja Py, con coordenadas homogéneas zg, z; y sea U una subvariedad
de U x Py definida por la ecuacién xz1 —yzo = 0. Sean las rectas afines Ay : 29 20y A} : 21 # 0,
con coordenadas z = 21 /29y 2/ = 29/21, respectivamente, un cubrimiento abierto de P;; entonces
tenemos U x P; = U x Aj UU x A y el trazo de U en cada pieza U x A1 y U x A} es definido
por las ecuaciones

zz2—y=0y z—yz =0

respectivamente. Podemos establecer:
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Lema 5.1 U es una superficie(suave y conexa). La proyeccion U x Py — U induce un morfismo
analitico m: U — U cuya restriccion a U — 77 1(0) es un isomorfismo sobre U — {0}.

Demostracién. Ponemos V = UNU x A; y V! = UNU x A}. Que U sea una superficie
suave y conexa se desprende de las ecuaciones para V y V' dadas anteriormente. Para el resto
es suficiente decir que los morfismos

U-—{z=0 — V
(@,y) — (z,y,y/7)
y
U—{y=0 — V'
(@,y) +— (z,y.2/y)
uniendolos para dar la inversa y obtener el isomorfismo pedido. |

Observacion 5.1 Ya que en el conjunto abierto V' tenemos y = xz, es claro que z, z pueden
ser tomados como coordenadas analiticas en el conjunto V. Similarmente, ¥, 2’ son coordenadas
analiticas en el conjunto V' dados por (z,z) — (z,2x) y (y,2') — (y2’,y), y las coordenadas
de un punto en ambos V' y V'’ estén relacionados por y = zx, 2’ =1/z.

El morfismo 7 : U — U que acabamos de definir, 0 mas bien su correspondencia inversa,
tenemos en 0 el efecto local que queremos. Todo lo que necesitamos es extenderlo a todo M, lo
cual no es dificil puesto que T —x—1(0) €5 UN isomorfismo.

Notemos primero que la gréifica mg_.-1() es igual a la traza en U x (M —{0}) de
{(p,q,p)| p € M,q € P1}, claramente un subconjunto cerrado de M x P; x M.

Luego la grafica de my_.—1(g) es cerrada en U x (M —{0}) y podemos definir:
Definicién 5.1 Sea M la superficie obtenida de la union de U y M — {0} por el isomorfismo
7TU_7|.71(0) : (7 X (M — {0}) ~U — {0}

y atin denotaremos por m al morfismo m extendido por la identidad en M — {0}y asim: M — M
es llamada el blowing-up de 0 en M. También decimos que M es obtenido M por blowing-up del
punto 0y que 0 es el centro del blowing-up.

Es claro que, después del blowing-up 0, M — {0} esencialmente no fueron modificados mientras
que el correspondiente a 0 en H es una recta proyectiva, decimos E = 7~(0) = {0} x Py. Tal
recta E es llamada el divisor excepcional de 7. La restriccién de ,

mli g M —E— M—{0}

es un isomorfismo. se puede notar que el divisor excepcional E estd contenido en V U V' y las
ecuaciones z = 0 en V e y = 0 en V’. Esto en particular muestra que F es suave en todos sus
puntos y por esto es una subvariedad unidimensional de M, claramente isomorfo a una recta
proyectiva compleja y por eso es compacto y conexo. Note también que M — E es denso en M, lo
cual serda muy util. La siguiente proposicién nos muestra que la explosion de 0 en H no depende
del subconjunto abierto U y las coordenadas locales x, y que hemos usado en la definicién.

Proposicién 5.1 Sea 7’ : M' — M wuna sequnda explosion de 0 en M, obtenida de una
vecindad abierta U’ de 0 y coordenadas x',1y' en él. Entonces existe un tnico M -isomorfismo
©: M — M'. Ademds @ restricta a la recta proyectiva entre E y E' = 7'~1(0).
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Demostracion. Desde que ambas z,y y 2, ¢’ son coordenadas locales en 0, podemos determinar
una tercera vecindad abierta de 0, U” C U N U’, y funciones analiticas definidas en U”,

aij, i,7 = 0,1, tales que

g = agox+ a0,1Y

!
Yy = a1o0r+ a1y

y det(a; j(p)) # 0 para todo p € U”. entonces es fécil ver que

U” x P — U” x Py
(p,20,21) +—— (p,ao020 + ao,121,01,020 + a1,121)

es un U"-isomorfismo que restricto a un U”-isomorfismo 1 de 7=1(U") en 7/~1(U"). Asf ¢ es
obtenida al extender v a M usando (7'| ) " tor| iy -

Para la unicidad de ¢ es suficiente recordar la condicién que determina el M-isomorfismo ¢
en M — FE, el cual es un subconjunto denso de M.

Por ultimo es claro de la definicién de ¢ que ¢|g es una recta proyectiva. |

Corolario 5.2 Supongamos quen: M — M y# : M' — M’ son las explosiones de los puntos
0y0 en M y M, respectivamente. Si o : W — W' es un isomorfismo analitico entre vecindades
de 0y 0"y ¢(0) =0, entonces existe un tinico isomorfismo @ : 7~ -(W) — 7~ L(W') tales que
g007T|7r—1(W) = op. Ademds @ restricta a una recta proyectiva entre los divisores excepcionales
E=7"Y0) y ' =7Y0).

Demostracién. La condicién @or| -1y = #o@. determina ¢ en 71 (W) — E es denso en
-1
T (W).

Para la existencia de ¢, sean x,y coordenadas locales en una vecindad abierta U C W de 0, y
tomamos zop ! e yop ! como coordenadas locales en U’ = ¢(U).

Usando tales coordenadas para construir las explosiones, es claro que p x Id : U x Py — U’ x Py
restricta a un isomorfismo 7~ 1(U) ~ #~1(U’) cuya extensién obvia a 7~ '(W) es @. La tltima
parte se sigue de la definiciéon de ¢ dada. ]

Observacién 5.2 En particular del corolario 5.2 se sigue que para cualquier vecindad abierta
W de 0 en M, 7~ 1(W) puede ser canénicamente identificado con la superficie W obtenida de
W por la explosién en 0.

5.1. Transformando Curvas

Sea m: M — M la explosién de 0 en M y sea x,y, como antes, un sistema de coordenadas
locales en 0. En adelante, para evitar confusiones, si f es una funcién analitica definida en algin
conjunto abierto U C M, denotemos por f a la funcién for la cual es analitica en 7=(U). Esto
aplicado en particular a las funciones zom e yom que hasta ahora hemos denotado por x e y.

Sea ¢ una curva en un subconjunto abierto W de M: denotaremos por ¢ al pull-back de &
por m, & = 7*(£), y lo llamaremos el transformado total de ¢ (después de la explosién en 0).
Como es de esperarse, si 0 € &, entonces E = 71(0) necesita estar contenida en & = 7*(£). Més
precisamente:

Lema 5.3 El transformado total de £ tiene la forma
E=EC+mult (O E

donde & es una curva en (W) con un nimero finito de intersecciones con E.
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Demostraciéon. Supongamos que x, y son coordenadas locales en 0 y f una ecuacién de &, todas
definidas en una vecindad U de 0. Consideremos, como en la seccién anterior, 71 (U) cubierta
por subconjuntos abiertos V' : Z # 0y V' : 4 # 0. Escribimos f = fe + fex1+ -+ fi + -+,
donde e = mult (&) y los f; son formas de grado ¢ en las coordenadas locales xz,y. Usando en V
las coordenadas Z y z = /7, tenemos las ecuaciones de £ en V :

[ = fl@,22) + for1(Z,22) + -+ fi(Z,72) + - - -
2fo(1,2) + 2 for1 (1, 2) 4+ + 2 fi(1,2) +--- .

Luego f = f/x¢ define una curva en V con un niimero finito de intersecciones con E, es decir,
los puntos (0, z) para los cuales fe(1,z) = 0. Un célculo similar muestra que también 3¢ divide
fenV'y f’ = f/y° define en V' una curva con un nimero finito de intersecciones con E. Desde
que f/f" = y¢/x° no tienen ceros en V N V', estas curvas unidas dan una curva en 7~ (U),
la cual puede ser extendida a la curva & deseada en el conjunto 7~ (W) usando las ecuaciones

locales de é en W — E. |

6. Criterio de convergencia de Mattei - Moussu

En esta seccién veremos la prueba en el campo de los niimeros complejos del teorema de
Malgrange, veamos algunos resultados.

6.1. Transversalidad

Sea F un germen de foliaciones en el origen de C". Un germen de inmersién i : (CP,0) —
(C™,0) es transversal a F si

Sing(i "1F) = i~ !SingF
Codim(Sing (i~ F)) = inf(p, Codim(F))

Cuando p = 2, la inmersién i : (C2,0) — (C",0) es transversal a F si y sélo si Sing(i =1 F) = {0}.
Aqui describiremos bajo que condiciones una inmersién lineal general de C? en C" es transversal
a F (en el origen).

Seaw =Y.' | a;dz; una 1-forma definiendo F. Supongamos que el coeficiente a; no es idén-
ticamente nulo (siempre es posible suponer esta condicién mediante un cambio de coordenadas

lineales). Sea B € C"2, con B = (Bs, ..., B,) consideremos la inmersién lineal
B - (:Ul,xg) — (xl,l“g, ngg, cey Bnl‘g)
Tenemos
7’*B = a1 (a;l, X9, ngg, ey Bnl’g)dl’l + GQ(JIl, 9, Bg%g, . ,Bnl’g) +

as(x1,x2, Bsxa, ..., Byra)Bsdra + - - - + ap(x1, 22, Bsxa, . .., Byra)Brdxs
1(

= a $1,$2,Bg$2,...,Bn$2)dx1+

n
+ |az(21, w2, Bswa, ..., Bpwa) + Y Biai(w1, w2, Bawa, ..., Byws) | da

i=3
e ip no es transversal a F si y solamente si las dos curvas a(z1, z2, B3z, ..., Byxa) =0
as(z1, 9, B3xa, ..., Bpxa) + > 5 Bia;(x1, 2, B3xa, ..., Bpxe) = 0 tienen una componente en

comun. Se verifica que cada B € C"~2, las hipersuperficies de C"

a1 =0y asxo+ -+ apzy, =0
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tienen una componente en comun.

Introducimos la funcién P, (z) = > z;a;(x) ella no depende del sistema lineal de coordenadas
elegido, en ese sentido si ¢ : C* — C" es un isomorfismo lineal, tenemos

P,«,=P,o00

Se verifica que ig no es transversal a F para todo B si y sélo si a1 y P, tienen una componente
en comun.

Lema 6.1 En la situacion anterior, supongamos que P, #Z 0. Eziste un isomorfismo lineal
o:C" — C" tal que si:
(o)

o*w=a\"dx; + -+ al?

n ATy

(o)

entonces a; Yy Pyxy, no tienen componentes en comun. Ademds, uno puedo escoger o de la forma
0a(T1,. . 2n) = (21,2 + 02T1, ..., Ty + 1)

para o € C" 1,

.’ . ag . 2’ ag —
Demostracién. Si ag ) y Py, tienen una rama en comun para todo « entonces ag )o o1y P,
tienen una rama comun para todo «, es decir,

agg) = hP,«,

(@) o -1 _ -1
a;’ oo, = hPs;,00,

-1

= hP,o0o00,

= hP,

Pero

(o)

a; OO’EI(LL’M,..,:L‘n) = th(xlv"'vxn)

a/go—)<aj17$2 — Q2X1y...,Tp —O(n[]jl) = hzl-zaz(m)

= ho(xia1 + (x2 — agzy)ag + - - + (zy, — apwy)ay)(x)
= ho(xi(a1 —agag — -+ — anay) + x2a02 + - - - + zpay) ()
= ho(zi(a1 — azag — - — apay))(x)

= a1 —Q2a2 — - — Qplp

= a1 + Zaiai

i>2
T . . . .
Sea P{'...P,% la descomposicién en componentes irreducibles de P,,. Denotemos
1 q w

Uj={acC"; aga) oo,

07

! es divisible porP;}

Los U, son cerrados analiticos de C"~! que recubren todo C"~!. Pues si hay uno, digamos un
J y )
Uy, que coincide con C"~ 1. Deducimos que P; divide a1 + > .<, aja; para todo « ara cada
» 4 q i>2 1% y p
aj, se tiene un absurdo. |

Supondremos que P,, = 0. esto significa que F es proyectiva y se permite definir una 1-forma
homogénea W. Un céalculo elemental nos muestra que un cambio “cuadratico” genérico

og:x— x4+ Qx)

produce P"E)W # 0. Obtenemos luego el siguiente teorema.
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Teorema 6.1 Sea F un germen de foliacion en el origen de C™ definido en coordenadas lineales
n

por la 1-forma w = g a;dx; y consideremos la funcion P,(x) = E z;a;. Entonces tenemos
i=1

1. Si P,(x) # 0, el conjunto de inmersiones lineales i : C* — C™ transversal a F es un
abierto de Zariski no vacio.

2. Si P,(x) =0, el conjunto de inmersiones “cuadrdticas ”i : C*> — C™ transversal a F es
un abierto de Zariski no vacio.

Mostraremos que un germen de foliaciones en C? que posee una integral primera formal posee
una convergente, para cierto tipo de integrales primeras. Desarrollaremos el caso de singularida-
des simples y obtendremos el caso general por induccién a lo largo de la desingularizacién.

Lema 6.2 Sea F un germen de foliaciones con una singularidad simple en el origen de C2.
St F tiene una integral primera formal no constante f, entonces F tiene una integral primera

holomorfa f.

Demostraciéon. Como las componentes irreducibles de f son curvas integrales formales y F
tiene una singularidad simple en el origen, existe un sistema de coordenadas formales (Z,g) tal
que

f=avy,

donde p y g son enteros primos entre ellos. Por consiguiente, F es formalmente linealizable y es

dado por
. dz dy
Y\ p— +q—
& ¥

El teorema de Briot-Bouquet ([?], p. 166) asegura la convergencia de las curvas & =0 e § = 0.
Asi, existe un sistema de coordenadas convergentes (z,y) en el que F esta definido por

w = pydz + qx(1+ U(z,y))dy, U(0) =0

Se sigue que
[l y) = 2Py W (z,y) = 2Pg°

donde /W(x,y) es una unidad formal /W(O) = 1. Consideremos el campo de vectores (que es
definido por el germen de la foliacién F)

0 0
X :(Mc(l—i—U)% —pya—y

y sea ¢ (x,y) = exptX el grupo con un parametro de X. Tenemos
¢r(z,y) = (@e"V (z,y,1),ye™), V(0,0,t) = V(z,y,0) = 1

Supongamos X definido en una bola B C C? centrada en el origen. Si b es lo suficientemente
pequeno, la aplicacién (x,y,t) — ¢i(x,y) estd definida en B x D(0,1), donde D(0,1) C C es el
disco centrado en el origen y de radio uno. Como X f = 0, tenemos que f o = f para todo
t € D(0,1). En particular f o ¢oir = f

El difeomorfismo ¢oir(x,y) = (2V (x,y, 2i7),y) = (xVi(x,y),y) es tangente a la identidad y por
lo anterior

— —~

‘/117(:6’ y)W(x‘/l; y) = W(:L’, y)
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El teorema de la funcién implicita, aplicada a la ecuacién anterior nos conduce a Vi = 1y
¢2ix = ldc2. En efecto,

Vi(0,0) = 1
F(z,y,t) = zp/W(a:z,y) — W(w,y) =0, F(0,0,1)=0
OF — oW
il — p—1 _ 2
o) = p W wng) - P (w2,
oF

Notemos que D¢, (0) la diferencial de ¢; en el punto 0 e introducimos la aplicacién

1
Hiz,y) = /0 [Dr2int (0)] i (2, y) it

que es holomorfa en una vecindad del origen de C? y DH (0) = Id. Para un niimero real s cercano
al 0, tenemos:

1
H o ¢poins(z,y) = /0[D¢2mt(0)]_1¢2m(t+s)(%?/)dt
1
= /OD¢2ms(0)[D¢2z‘7r(t+s)(0)]_1¢zm(t+s)(ﬂf,y)dt

1
— Déuins(0) /0 Dbniner (O] bainer sy ()t

Como t — ¢o;nt €s periddica de periodo 1, podemos escribir

1 1
/0 [Din(t-+5)(0)] " boim(trs) (2, y)dt :/0 [Doint (0)]  poime(z,y)dt = H(z,y)

Finalmente H o ¢girs(x,y) = (D¢2irs(0) o H)(z,y) para todo s suficientemente pequenio y como
H es holomorfo, tenemos que
Ho ¢, = Dey(0) o H.

De esto decimos que H linealiza X. El campo X y luego w, posee una integral primera convergente
f, que evidentemente se puede elegir de la forma zPy9. |

Observacion 6.1 Sea f = xPy? como se desea. Entonces, § es una integral primera formal
de F, si existe 7 € C|[[t]] tal que g = 7o f. Ademds § es convergente si y solamente si T es
convergente.

El caso general Lo obtenemos a partir del caso de singularidades simples y del comportamiento
de las integrales primeras por explosiones.

Lema 6.3 Sea F € C[[z1,...,ap]] y m: N’ — (C",0) la explosion del origen en C". Si existe
un punto P € m=1(0) tal que (F o 7)p es convergente, entonces F converge.

Demostracién. Haciendo un cambio lineal de coordenadas, es suficiente mostrar que la con-
vergencia de la serie formal

i1 i
E a’i1,---,inX1 .. Xn”
es equivalente a
E : i1+ tin Y2 i
ai17._.7inX1 ”XQ .. .Xn"
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La parte directa es inmediata, por composicién, es decir,

F(X1, X0, X0) = D aiyipin X X2 X
For(X1,Xa,...,X,) = A(Xl,Xng,.. L X1X,)
= ) i i X (X1 X)L (X X))
= > ailz‘z...z‘nX?HQJ“'H"X;Z o X

Reciprocamente, la convergencia de la segunda serie da una constante A > 1 tal que

|y | < APFREF i)
seeertm

de lo cual |a;,,.. 4,| < (AQ)(i1+...+in)

(AQ)(i1+--~+in)
Anoit Anot2 | Anoin
(AQ)(i1+~~-+in)
Aol Tin)

(AZ)(z‘1+~~~+in)

@iy i || X[ X2 | X

N

(A2)n70(i1+'~+in)
1
(Az)(”%fl)(iw---ﬂ'n)

y por el criterio M —test de Weierstrass la primera serie converge. |

Proposicion 6.2 Sea F un germen de foliacion en el origen de C? posee una integral primera

formal f f1f2 donde f1 es irreducible y f1 Y f2 no tienen factores comunes. Si existe

or
7 € tCl[t], 8—1(0) % 0 tal que T o f converge. En particular, F posee integral primera

convergente.

Demostraciéon. Haremos induccién sobre el niimero minimo ¢ de explosiones necesarias para
desingularizarla. Cuando ¢ = 0, aplicamos el lema anterior y la observacién anterior. Supongamos
que el resultado es cierto para ¢—1 explosiones necesarias para desingularizar F. Sea w : N’ — C?
explosion del origen de (C2 y P € 7=1(0) el tinico punto del divisor excepcional por el que pasa el
transformado estricto fl = 0 de la curva formal ( h= 0) La induccién aplicada al germen en P
del transformado estricto 7*F de F y para (f om)p = flg; si existe 7 € C[[t]] tal que To (fo ) p
convergente. La convergencia de T o fse cumple por el lema anterior |

La transversalidad permite extender a dimensiones mayores los resultados relativos a la
existencia de integral primera convergente desde que hay una formal. El Algoritmo de Godbillon-
Vey produce una integral formal, completando la demostracion del Teorema de Malgrange.

Test de convergencia El siguiente lema permite reconocer la convergencia de integrales
primeras de curvas paramétricas [5].

Lema 6.4 (Mattei- Moussu) Sea F un germen de foliacion holomorfa en el origen de C",
posee integral primera formal f. Suponiendo que eziste v : (C,0) — (C",0) tal que f o~ sea no
constante y converja. Entonces f converge.

Demostracion. Sea m : N’ — C" las explosiones del origen y consideremos el levantamiento
7 :(C,0) — N’ de v por la explosién 7. Supongamos que 5(0) = P ¢ Sing(7*F). El teorema de
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Frobenius clasico asegura la existencia de un sistema de coordenadas yi, .. ., y, en P tal que 7*F
es dado por dy;; Por consiguiente (f o 7)p = £(y1) donde ¢ e C[[t]]. Como fomody =1Ly (7))
es convergente y no constante, [ es convergente; asi (f o 7)p también lo es. El lema 6.3 implica
la convergencia de f . Si P € Sing(m*F) se reduce al caso anterior por un numero finito de
explosiones siguiendo la direccién de la curva ~; si ambos cayeran en el conjunto de puntos
singulares entonces v es una curva integral y f oy seria constante. |

Definicion 6.1 Sea I C O, un ideal y consideremos el germen del conjunto analitico
X={f=0: fel}. La dimension dim X es dim X = n — prof(I).

Una foliacién holomorfa F de codimensién 1 en (C™,0) es definida por una 1-forma holomorfa
w definida en (C",0) por la distribucién

Ker(w(p)) con w(p) #0
El conjunto Sing(F) = {p € (C™,0) : w(p) = 0} es llamado el conjunto singular de F.

Teorema 6.3 Sea F un germen de foliacion holomorfa de codimension 1 en el origen de
(C™0). Si Codim( SingF) > 3, entonces F posee una integral primera convergente.

Demostracién. Segin el teorema de Frobenius formal, existe §y f € C[[z1,...,2,]] tales que:
w=ygdf, g(0) #0.

Sii:(C2,0) — (C",0) es una inmersién transversal a F entonces:

~

i*w=(goi)d(foi)

y ]?0 = foi satisface las hipotesis de la proposicién 6.2; en efecto si j?o no es reducida, la
codimensién de Sing (dfo) es 1. Por consiguiente existe ¢ € tC[[t]] tal que £ o f oi converja. La
convergencia de £ o f resulta del lema 6.4. Aplicando en v =i o y; elegido donde

7 : (C,0) — ((CQ,O)

es tal que fo 7 sea no constante. ]

7. Teorema de Malgrange sobre un subcuerpo K de los comple-
jos

Teorema 7.1 Sea w un germen en 0 € C" una 1-forma diferencial holomorfa de codimension
1 con coeficientes en K{z}, que verifica:

i) wAdw=0
ii) Codim(Singw) > 3.
Entonces w es K-integrable si existen dos gérmenes f,g € K{zx} tales que w = gdf con g(0) # 0.

Demostracién. Del Teorema de De Rham-Saito ([2], p.45) y la definicién 6.1 la condicién
Codim (Singw) > 3 implica que la 1-forma w posee la propiedad de la divisién en Q5(C): si
a € Q9(C) verifica a Aw = 0, si existe 5 € Q1(C) tal que a = w A 5. Més precisamente, si
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a € Q(K), podemos escoger 8 € Q;(K). En efecto los coeficientes de § en la base dz1, dxa, . . ., dz,
son soluciones lineales con coeficientes en K{x}, es decir,

w = Zajdxj

I
B o= > bz
1
o = ZZC}JdSE[/\dl‘J
I J
ci = aib;=0
Cij = (aibj—biaj), i<j, i,jzl,...,n

En particular, debemos dividir por ciertas determinantes A (z) € K{z} con A (0) # 0. La
inversa de tal elemento en K{z} es también un elemento de K{z}.

La 1-forma w posee un algoritmo de Godbillon-Vey {wy = w,w1,ws, ...} donde los w; € K{x},
es decir, w A dw = 0, existe w; tal que dw = w A wy, aplicando el diferencial exterior
d’w = dw A w1 — w A dw; reemplazando dw en la relacién anterior obtenemos
0=(wAw) Aw; —w A dwy
wAdw; =0

Existe wy tales que dw; = w A we, aplicando el diferencial exterior, 0 = dw A ws — w A dwy
reemplazando dw obtenemos 0 = w Awy Aws — w A dws = w A (w1 Aws — dws). Asi, existe ws tal
que w; A wy — dws = w A wg agrupando dws = w1 A wa + w A ws siguiendo inductivamente con
n > 0, w = wy obtenemos

n
dwn = wo N wpt1 + Z <k> Wk A\ Wp—k+1-

1<k<n

Ahora podemos anadir una variable ¢ y considerar la 1-forma diferencial formal

t2 tn
M = di+wttwr+—wy+-+—wp+-
2! n!
) m
n=0
o0 m n n o0 n—1
n=0 k=1 n=1
> n 2 /n > yn—l
n=0 n=0 k=1 n=1
o tn_l 0 tn_l 0 n o tn_l
=Y o et dtn> T > —wn | A > e
n=1 n=1 n=1 n=1
0 tn_l 0 tn—l o0 n—1 tk‘ tn—k‘—l
= —wA dt N —_— — AN| ————wp— .
D g e D e 32 (8 (o) (et

Se verifica que IIAdIl =0y H(AO) # 0. Segun el teorema de Frobenius Formal sobre K, existen
F, G € K[|z, t]] tales que Il = GdF', G(0,0) = 0. Haciendo ¢t = 0 en esta relacién obtenemos:

w = gdf con g, f € K[z]], §(0) # 0.
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Suponemos que f = fY+ frt1 4 ... con f¥ # 0. Si existe un vector v € C" entonces

df* (v) = vf* (v) # 0.

En efecto,
do " = gijdml + g‘;:dxg +ot gi;d:cn
d.f"(v) = a](;;(lx)da;l(v) + 8‘2;(5) dra(v) + -+ 8@;5? dxy(v)
= a‘](;x(lx)xl + agx(f)xg afax(:)xn
= vf(x) #0
Mediante un cambio de coordenadas K-lineal podemos suponer que v = (1,0, ...,0) y también
que:

~ ~

f(2,0,...,0) = fi(z1) = Az{(1 4+ ¢1(21)), @1 € K[[z1]], ¢1(0) =0, A € K.
filz1) = f(x1,0,...,0)
= fY(21,0,...,0) + f“"(z1,0,...,0) +---
= 2Vf7(1,0,...,0) + 2y TN 0,00 0) F 2T T2(1,0,.00,0) -
= x’l’)\—i—aﬁ(xlf’jﬂ(l,o,...,())+x%f”+2(1,0,...,0)+-~-)
= A{(1+ pi(z1))

Multiplicamos f por % y g por A (w = gdf = (A\g) (d (%f))) podemos suponer A = 1. El

elemento 1 + ¢ posee una raiz v-ésima en K|[[x1]] del tipo 1 + 9. Para terminar la prueba del
teorema, debemos verificar la siguiente afirmacion:

Ar)

Si existe ¢ € K[[z1]], £/(0) # 0, tal que lof) (x1) € K{z1}.

En efecto, si existe p > 0 tal que la foliacion F definida por w = 0 en 0 < ||z|| < p es
transversal a la curva z1 — (21,0,...,0),y Eof es una integral primera de w que posee las
propiedades requeridas. Para la prueba de la afirmacién A;) usaremos argumentos de [5].
Sea Hy(f1) el grupo de invarianza de fi en K[[z1]]:

Hic(f1) = {h € Klla]] : freh = f1, #(0) # 0}

mostraremos como en [5] la siguiente afirmacién:

Si Hg(f1) esta contenido en K {z;}, la afirmacién A;) es verdadera.

O Aj) es verdadera desde que f no es una potencia, y es el caso. En efecto, puesto que
w = gd f con §(0) # 0, el ideal generado por los coeficientes de las derivadas parciales
de f en K[[z]] es el mismo que el ideal engendrado por los coeficientes de w en la base
dxi,dxa,...,dz,. Con la hipdtesis Codim(Sing(w)) > 3 tendria altura 3, no seria el caso
si f fuera una potencia.
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8. Conclusiéon

El aporte del presente trabajo es de cardcter tedrico, se espera que este articulo sirva como
referencia para futuros trabajos de investigacion.
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