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Existencia de soluciéon y su comportamiento respecto a un parametro para un
modelo de ondas en un fluido viscoso
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Resumen: En este trabajo estudiamos la existencia, unicidad y dependencia conti-
nua de la solucién de la ecuacién lineal homogénea KdV-Kuramoto-Sivashinsky en
espacios de Sobolev periddicos. Realizamos esto usando la teoria de semigrupos y la
teoria de Fourier en distribuciones periddicas. También, usando las inmersiones entre
los espacios de Sobolev obtenemos propiedades adicionales de regularidad. Ademas,
probamos algunas afirmaciones hechas en [8]. Finalmente, analizamos el comporta-
miento de la solucion respecto a un parametro, probando que su limite es la solucién
de un problema de Cauchy cuyo semigrupo asociado es la restriccién de un grupo.
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Existence of solution and its behavior with respect to one parameter for a wave
model in a viscous fluid

Abstract: In this work we study the existence, uniqueness and continuous dependen-
ce of the solution of the KdV-Kuramoto-Sivashinsky homogeneous linear equation
in periodic Sobolev spaces. We do this using semigroup theory and Fourier theory
on periodic distributions. Also, using the immersions between the Sobolev spaces we
obtain regularity additional properties. Furthermore, we proved some claims done in
[8].Finally, we analyze the behavior of the solution with respect to one parameter,
proving that its limit is the solution of a Cauchy problem whose associated semigroup
is the restriction of a group.
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1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales parciales de evolucion tienen gran importancia dentro de la
matematica actual debido al papel que juegan dentro de la formulacion de modelos para describir
fenémenos dinamicos de las ciencias fisicas y naturales.

Uno de los aspectos de mayor interés en el estudio de las ecuaciones de evolucion es lo
relacionado con la existencia, unicidad, regularidad y dependencia continua respecto al dato
inicial de la solucién del problema de Cauchy o problema de valores iniciales (PVI) asociado a
la ecuacion de evolucién.

Empezamos recordando que la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky (K-S):
Ut + Uty + Ugg + Ugggr = 0

data de mediados de 1970. La primera derivacién fue hecha por Kuramoto en el estudio de
ecuaciones de reaccion-difusién modelando la reacciéon Belonsov-Zabotinski. Dicha ecuacién fue
también desarrollada por Sivashinsky en dimensiones mas altas en ldminas temperadas frontales.
Por otro lado, la bien conocida, ecuacién no lineal de KAV

U + Uy + Uggr = 0

asi como la K-S fueron estudiadas por muchos autores, podemos citar por ejemplo Bona J.L.,
en [1]. Kato T., en [3] y otros. Del acoplamiento de los dos modelos se deduce el modelo para
ondas en un fluido viscoso KdV-Kuramoto-Sivashinsky:

(P) Ut + Ugzy + B(Uzgze + Uze) =0 en H;e_r4 con u(0) =¢ € H,,,

considerando 8 una constante positiva, s un nimero real y H,., denotando por al espacio de
Sobolev periédico de orden s. Las derivadas de tercer y cuarto orden son los términos dispersivos
y disipativos respectivamente deducidos en [10].

Fisicamente es un modelo que describe, en una dimensién espacial, la propagacién de ondas
en medios viscosos. Nos preguntamos si el modelo posee solucién, y si existe, jes unica?. En
efecto, se consigue probar la existencia y unicidad de solucién del PVI (P), y ademads, que la
solucién depende continuamente respecto al dato inicial. Ademaés analizamos el comportamiento
de la solucién del problema de Cauchy a un parametro probandose que su limite es la solucién
de un problema Cauchy cuyo semigrupo asociado es la restriccién de un grupo.

Algunos trabajos de la existencia via semigrupos de operadores lineales fueron desarrollados
por Liu, Z. and Zheng, S. [5], Mufioz Rivera [6], Pazy, A. [7], Yolanda Santiago [8], [9].

El presente trabajo, en su totalidad, esta constituido por secciones que describiremos a
continuacién:

La seccion 2 recoge algunos resultados conocidos de la teoria de los espacios de Sobolev
periédico y teoria de operadores lineales que seran necesarios a lo largo del trabajo. En la seccion
3 se indica los teoremas del buen planteamiento global y la regularidad del modelo KdV-K-S de
manera intuitiva. En la secciéon 4 mostramos una version mas fina de los teoremas de la seccién
3 usando la teoria de semigrupos de operadores. En la seccién 5 se estudia el comportamiento
en el limite de la familia de soluciones {ug}g~o. En la secciéon 6 damos una versién mas fina
de la secciéon 5 via la teoria de grupos de operadores. Finalmente en la seccién 7 damos las
conclusiones de nuestro estudio.
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2. Preliminares

El objetivo de esta seccién es recoger algunos resultados conocidos acerca de los espacios de
Sobolev periddicos, Teoria de Operadores lineales y Teorfa de Semigrupos, que se usaron en el
trabajo.

2.1. Espacio de Sobolev Periédico

Para la prueba de los siguientes resultados, citamos [2] y [9)].

Definicién 1. Sea s € R. El espacio de Sobolev Hp,, = H,. ([, 7|) es el conjunto de todos
los f € P’ tal que:

12 =20 37 (L4 [KP)IF (k)

k=—o00

P es el espacio de las funciones periddicas infinitamente diferenciables de periodo 27w; P’
es el dual topoldgico de P, conocido como el espacio de las distribuciones periédicas de perio-

do 27. En otras palabras, una distribucién f esta en el espacio de Sobolev Hp ., si y sélo si:

((1 + ]k\2)3/2f(k¢)>kez € 12 = [?(Z). Denotemos por 12 = [2(Z) el espacio de todas las sucesiones

o = (ag)rez con
00 1/2

2 Y (L4 [k[*)|axl®

k=—o00

lexllsz =

Asi f € Hp,, siy sélo si (f(k))k € 12; en este caso, || f|ls = Hlez Es facil ver que para todo
€z

s € R, Hp,, es un espacio de Hilbert, con respecto al producto interno:

o), =20 S (1 + [P TR

k=—o00

En el caso s = 0, obtenemos el espacio de Hilbert que es isométricamente isomorfo a: L?([—n, 7)),
el conocido espacio de clases de equivalencia de funciones cuadrado integrables en el sentido de
Lebesgue. En lo que sigue ngr a menudo se denotard por Lfm

Proposicion 1. Sea: s,r tal que: s > r, entonces: HS.. — H! . ie HS estd inmerso

per per per
continuamente y densamente en Hp,, y

£l < 1flls, ¥ f € Hpey-
En particular, tenemos que si s > 0, entonces:

H;e,, C L2([—7T, 7).

Ademds, vale la identificacion isométricamente isomorfo

(ngr) H,., VseR,
donde la dualidad es implementada por el par:

<f,g>=2m Z F(k)§(k), ¥ f € Hyih g € Hy,. (1)

k=—o00
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Teorema 1. Si s > % entonces se verifican.

1. La serie de Fourier de f € Hp,, converge absoluta y uniformemente en [~7, 7], i.e., la
serie de Fourier de f

too '
Z f(k)ezk:x

k=—o0

converge absolutamente y uniformemente en [—7 , 7).

2. Lema de inmersion de Sobolev: Hp,. — Cper y hace corresponder a f € H,,, la funcion

g € Cper, donde g(x) = f(k:) e y satisface

k=—o00

9llco < 1flle < Cllflls: Y € Hper-

2.2. Familias de operadores acotados.

Daremos las nociones de semigrupos y grupos unitarios de operadores sobre espacios de
Banach. Estos operadores son muy ttiles al resolver el problema de Cauchy (PVI) abstracto
de tipo periédico. Una descripcion mas detallada de algunos contenidos de esta seccién puede
consultarse en [5], [6], [7].

Definicion 2. Sea X un espacio de Banach. Un semigrupo paramétrico fuertemente continuo
en X (o simplemente un semigrupo de clase Cp) es una aplicacién S : [0,00) — L(X) tal que.

1. S(0) =1 dondel es el operador identidad en £(X),
2. S(t+r)=5(t)S(r),vt,r € (0,00),
3. lim||S(t)p —¢|| =0,Vp € X

t—0t

y serd denotado por: {S(t)}+>o.

Observacion 1. Si {S(t)}+>0 es un semigrupo de clase Cy entonces satisface:
lim [[S(1) — S(r)o] = 0.9r € [0,00), %6 € X,

es decir, la aplicacion de [0,00) a X enviando t a S(t)¢ es continuo.

Definicién 3. Sea {S(t)}i>0 un semigrupo de clase Cy, si satisface:
1Sl cx) < 1,VE € [0,00)
entonces diremos que el semigrupo de clase Cy es de contraccion.

Definicién 4. Sea Hj,j = 1,2 espacios de Hilbert. Un operador T € B(Hy, Hy) es una isometria
si ||Th|lg, = ||hllg, para todo h € Hy (en particular T es inyectiva). T' es unitario si es una
isometria sobreyectiva.

Definicion 5. Sea H un espacio de Hilbert. Un grupo unitario uniparamétrico fuertemente
continuo en H es un mapeo t € R — T'(t) € B(H) tal que:

(a) T'(t) es unitario para todo t € R,

() T+t)=TWH)T({), Vit eR,
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(c) lim|T(6—T(E)olln =0, VteR

Observacién 2. De (b) deducimos que 7'(0) = I.
En efecto, haciendo ¢ = 0 en (b) tenemos: T'(t) = T(¢t)T(0). Luego T'(t){I —T(0)} = 0, esto es,
I =T(0).

La observacién 2, nos dice que un grupo unitario uniparamétrico fuertemente continuo es en
particular un Cy semigrupo.

3. El problema de Cauchy de la ecuacién KdV-K-S

En esta seccién obtenemos via inmersién de Espacios de Sobolev algunas desigualdades adi-
cionales comprendidas en el corolario 1 del articulo [8]. Tenemos.

Teorema 2. Sea s un numero real fijo, § > 0 y el problema:

u € C([0, +o0), Hp.,)
(P)| O+ O2u+ B(Otu+ 0%u) =0 € H;;;;l (2)
u(0) = ¢ € H3

er*

Entonces (P) estd globalmente bien puesto, esto es, Ilu € C([0,00), H,,,) satisfaciendo la ecua-

cion (P) y la aplicacion : ¢ — u, que a cada condicion inicial ¢ le asigna la solucion u del PVI
(P) es continua. Ademds, dicha solucion satisface la regularidad:

u(t) € H*, ¥Vt >0

con |lu®)|, < Cll¢|ls,YreR y ¢>0, donde

H>® := (" Hj,,.
reR

Ahora como consecuencia del teorema 2 obtenemos los siguientes resultados.

Corolario 1. Con las hipdtesis del precedente teorema obtenemos:
u € O([0,00), Hp,,. ), Vr < s.
También se satisface

lu@llr < liglls, ¥ 20,97 <5y supllu®)ll- < [|¢lls, ¥r < s.
t>

Sir > s entonces |[u(t)|, < VC*|||ls,Vt > 0 donde C* es tal que |G(k,t)| < C*,\Vk € Z,
vVt > 0, con G(k,t) = 325(162*1)1621‘/(1 + k),

Finalmente

lu®)|r < min{l, VC*}|¢|s,Vt > 0,¥r € R.
Corolario 2. La tnica solucion de la ecuacion (P) es:

+o0
u(z,t) = Z eik?’t—ﬁ(k2—1)k2t$(k)eik:p.

k=—00
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4. Enfoque via Semigrupos

En esta seccion presentamos una familia de operadores que forman un semigrupo de clase

Cy, como lo hacemos en el teorema 3. Finalmente, establecemos el teorema 4, que es una versién
fina del teorema 2, basada en el semigrupo {S(¢)}:>0 introducido.
Teorema 3. Sea f > 0 y s € R. La aplicacion S : [0,00) — L(H,,.,), que asigna a t el
operador S(t) = e~ OatBOAIN o5 decir, aplica S(t)¢ = {e@ T=FE =R DGV} {5(t)}i>0
es un semigrupo de clase Co de contraccion en H,,,.. Ademds las siguientes afirmaciones se
cumplen:

1. Si ¢ € H3,, entonces S(-)¢ € C([0,00), H?,,).

p per

2. La aplicacion ¢ — S(-)¢ es continua y verifica:

[S(t)p1 — S(t)p2lls < [l¢1 — d2ls, ¥t > 0,
«jggHS(t)cbl = S(t)g2lls < |1 — @2l

Demostracién. La prueba lo hemos organizado de la siguiente forma.

1. Primero observemos que

8(0) = {e OFETDOGR)Y = {5(k)} = ¢

asi S(0) = I. Ademas de la propiedad de linealidad de la transformada de Fourier y de

su inversa, tenemos que S(t) es lineal, es decir, S(t) € L(H,,,).

2. Si ¢ € H,,, probaremos que S(t)¢ € Hp., 'y [[S(t)9[]s < [|B]ls , esto es, [[S(t)]] < 1.
En efecto se tiene:

1S (t <z>||s—2wz 1+ [k[?)® &Rt P02 =Dk 4k

k=—o00

+oo
=21 » (14 [k}

k=—o00

_ 2 2
— o Z 1+ |]€“ )|2 28(k*—1)k=t

k=—o00

1.3
tek t

’672/3(1&’71)%

<o Z 1+ %)% |6(k)* = 6] < . (3)

k=—o00

Entonces:

S(t)¢ € Hpe, y |[S@)¢lls < |9lls, esto es, S(t) € L(Hp,,) con [|S(t)|] < 1.

per
3. Seguidamente probaremos que: S(t+r) = S(t)S(r),Vt,r > 0.

—+o00
S(t+r)f(r)=2m Z eIk ()= BUR =12 (t47) oy ik

k=—o00

—or Jio ez’k3t—6(k2—1)k2t{ ik3r—pB(k2—1)k 'rf( )}

k=—o00

= S(t)g(),
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donde g es tal que: g(k) = eikgT_ﬁ(kQ_l)kQ"f(k),Vk € Z. Ast

+oo
gla) =2m Y MTOETOR (R = S(r) f(x)

k=—oc0
en consecuencia S(t +r)f = S(t)S(r)f,Vt,r > 0.

4. Ahora, probaremos la continuidad de: ¢t — S(t)¢

|S(t+h)p —S(t)o|ls = 0, cuando , h — 0. (4)
En efecto:
HS(t+h)¢_s( o)
=2 Z (1+ K2)* | (W h)= 5("‘2‘1)’“2(”’1)_eik3te—5(k2—1)k2t)<$(k)’2
k=—o00
=2 E (1+k*)°|p(k)|* ‘ 2(ik?—B (K —k*) H (el =B k) _ ‘2
k=—o0
S 4_ k2 3 4 1.2 2
=om 3 (L RGP R (KB Ry |
k=—00
=2 30 (L KRGk Pe 2, )| (5)
ke oo ——
kot hi=
donde

H(k, h) := ek =BHE=R2)h _

Observamos que flll'm H(k,h) = 0. Ahora necesitamos otra vez la convergencia uniforme de
—0

la serie para el intercambio de limites. Para esto, tomemos el término I}, ; de la serie
y lo acotamos por una serie convergente, esto es:

Ieen = 2m(1 + k2)s|$(k)|2 e(z’k375(k271)k2)(t+h) _ e(z‘ktﬂ(k?q)k?)t 2

< 2m(1+K)°|o(k)(2)° = 8n(1+K)*|6(k) )%,

donde hemos usado la desigualdad triangular (propiedad de la norma) y la desigualdad
e ? <1 para 6 > 0. Asi

D Ikpn < 4lg]l7 < oo (6)
k=—00

entonces usando el M-test de Weierstrass [4, pag. 192] obtenemos que la serie converge
absoluta y uniformemente a una funcién continua en h luego podemos intercambiar los
limites, esto es:

lim [IS(t+h)g — S(B)¢|[< = Z ltm Ly s = 0

y de esto concluimos :
}Lll% [|S(t+ h)p — S(t)o||s = 0.
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Observacién 3. Tenemos que
lim [1S(8)¢ — 6], = 0.
t—0+

Observacion 4. De la observacién anterior 3 tenemos que: {S(t)}+>0 es un semigrupo de clase
Cy. Asi, por la observacién 3 y la definiciéon 3, de la seccién de preliminares, se tiene que
{S(t)}t>0 es un semigrupo de contraccién de clase Cp en H,,,. Sean ¢1 y ¢ datos préximos en
H,,,, entonces se prueba que sus correspondientes soluciones S(-)¢1 y S(-)¢2 son préximos.

En efecto, desde que {S(t)}+>0 es de contraccién para t > 0, tenemos:

15(E)p1 = S(E)dalls = [[SE) (1 — da2)lls < [ld1 — ¢alls-

Tomando supremo sobre (0, c0) obtenemos:

sup  [[S(t)pr — SE)P2lls < ll¢1 — ¢alls- (7)

te(0,400)
De aqui tenemos que si ¢1 — ¢o entonces: S(-)d1 — S(-)pa.
Corolario 3. Con las hipdtesis del precedente teorema obtenemos:

1. Si¢ € Hp,, , entonces S(t)p € Hp,. y[|[S(t)ollr < ||¢]ls, esto es, S(t) € L(Hp,,; Hpey),
Vi >0, r <s.

2. Si¢ € Hy,, , entonces S(-)¢ € C([0,00), Hp,),Vr < s.

er ’

3. La aplicacion ¢ — S(-)¢ es continua y verifica:

[S(t)p1 — S)dallr < [l¢1 — d2lls, ¥t > 0, Vr < s,
sup||S(t)p1 — S(t)dallr < |l¢1 — d2lls, Vr < s.

t>0

4. Sir > s, entonces

IS(t)ollr < VC*|lls, Yt > 0,50 € H,.

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4. Sea § > 0,s € R y {S(t)}+>0 el semigrupo de clase Cy del teorema 3, entonces
S(t)¢ es la unica solucion de:

u € C([0, 00), HE,,)

per

(P) luy = Au € HS?

per

u(0) = ¢ € Hp,,.

En el sentido que
S(t+h)g —S(t)¢
h

lim
h—0

— AS(t)¢

=0 (8)
donde: A := —02 — B(O% 4+ 02), y si ¢1 — ¢2 entonces S(-)p1 — S(-)¢p2 ademds, la siguiente
regularidad es satisfecha: Si ¢ € H,,,, entonces S(t)¢p € H>,Vt > 0 y existe una constante
C > 0 tal que ||S(t)o|]r < C||pl|s, ¥Vt >0 y Vr € R.

Demostracion. La prueba la hacemos ordenadamente en varios pasos.
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1. Primero probaremos que u(t) = S(t)¢ satisface la diferenciabilidad (8]

S(t+h)d— St 2
H ( )c}f; (t)o _ AS(t)o
s—4
=9 +Z°° (1+|k‘|2)5_4 S(t+h)¢_s<t)¢—AS(t)¢ NP
- Trk— [e%) h
(ik3—,8(k:4—k:2))(t+h)$(k) _ e(ik3—,8(k4—k2))t$(k,)
— L12)s—4|€
27Tk_z_:oo +| \ h
2
(K = B(k" = k) IE NG k)
+oo (ik3—B(k*—k2))(t+h) _ (ik3—B(k*—k2))t
_ 2\s—4|€ €
_2wkz_:oo(1+|k ) -
2
—(ik* — B(k* — k)l PE=RI 152 (9)
= N . (ik3—B(K*~k2)h _ |
_ 2\s—4 2| (ik3—B(k*—k2))t 2| €
2:2_: (1 + [k[7)* o (k)[|e | .
2
—(ik> — B(k* — k%))
=21 > (1+k2)|(k)[Pe 2P E R M (s, h) 2 (10)
k=- It pi=
donde
(ik3—B(k*~k2))h _
M(k,h) = {e - L wd — gt - k:2)} .

Usando la regla de I’'Hopital, tenemos que M (k,h) tiende a cero cuando h — 0. Para
intercambiar los limites necesitamos acotar el término Iy ; ;, de la serie en la igualdad .
Previamente observamos que para h > 0, se tiene:

ik?3— k:4—k22 h h
(iR —=B( Nh _ 1 :/ 10 <e(ik3—5(k4—k2))s) ds
h o hOs

h
:/ (h(lk:s ﬂ(kél_kQ))e(ik3—6(k4—k2))s) ds,
0
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tomando norma obtenemos:
(k3 =Bk —k2)h _
h

IN

h .
;‘L/ )(ZkS . /B(kA . k?))e(’ikdfﬁ(kAlka))st)
0

l\ik?*— — k%) \/ 1ds

(Ik!3+ﬁlkl4+ﬁ|k|
= |k|3+ﬁ(\kl4+|k| ), h>0. (11)

Considerando h < 0, suficientemente pequeno, tal que t + h > 0 con t # 0, acotamos el
término Iy ;5 de la serie . De @D se tiene:

(3 —BRZ=1)k2)(t+h) _ o(ik3—B(k2—1)k2)t
h

| N

o (Zkg o B(k4 o kZ))e(ik:‘fﬁ(szl)kQ)t

1 — (K3 —B(R2=1)k2)(~h)
h

_ e(ik3ﬁ(k21)k2)(t+h)|:

— (ik® — B — k2))6“k36(k21)k2)(m]

(ik3 =B~ 1)k?)(=h) _ q
—h

— | p(ik*=B(k>=1)k?)(t+h) {6

— (ik® — B(K* — kQ))e“’“Bﬁ(k“)kz)(h)]

por propiedad de norma y la desigualdad triangular se tiene:
(k3 =B(k*=1)k*)(=h) _
—h

_ ’e(iktﬁ(kzq)k?)(wh)

— (ik® = B(k" — k2))elh A DR =h)

(K3 =B ~1)k)(=h) _ q
—h

23 4 12\\ (ik3—B(k2=1)k2)(—h)
+ |(ik” — B(k* — k7))e .

De la desigualdad anterior pues —h > 0 obtenemos:

< {IEP + BUK[" + k%)) + {lik[® + B(Jik]* + k]*)}

= 2{|k> + B(k[* + |k[*)}. (12)
Usando las desigualdades y podemos acotar |M (k, h)|? como sigue:

|M (K, h)|? < 21k + (K" + [K1%)]}?

< {Culk"}?

< Cs([k|*)"*

< Cs(1+EHL (13)
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Ademas, esto es cierto en el caso t = 0, donde solo se usa (|10, luego mayoramos el Iy,
término de la serie ((10). Aqui usamos la estimacion ((13|)

Tnon = (LK) (k)M (k, ) Pe 200!
< (LK) G (R)P|M (k, )
< (LR 6(R) |05 (1 + k%)

y desde que

“+o00
21 Y (L+ [k)*[o(k)[* = [|6]3 < oo

k=—o0

para ¢ € Hp,, los Iy estan acotados, luego usando el M-test de Weierstrass, la serie
(10) converge absolutamente y uniformemente a una funcién continua en h y es posible
intercambiar los limites obteniendo :

—0 si h—0
s—4

HS(t+ h)¢ — S(t)é

N —AS(t)¢

que es lo que queriamos demostrar.

2. Ahora, veamos la dependencia continua respecto al dato inicial ¢, es decir, que si ¢1 — @9
entonces: S(t)p1 — S(t)¢p2. En efecto:

1S(t)p1 — S(t)al|?
+oo
=2m 3 (1+ KP) (561 — S(t)6) (k)

k=—0o0

=2 Z (1+ [k])?)*

K5 B —K2)ESE ) (ikS =B —K2)E S 2

k=—0o0
Con 3 (1 ke [o I [G1(k) — Gk P
k=—00

+oo
<2 30 (14 kP (61— ¢2)" (R)[* = llo1 — 2|2

k=—o00

luego si ¢1 — ¢2 entonces: S(t)p1 — S(t)pa.

3. Seguidamente veamos la regularidad de la solucién, es decir, que si ¢ € H
entonces S(t)p € H*,Vt > 0 y existe una constante C' > 0 tal que

per
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1S(t)olls < C|lolls, Vt,Vr € R. En efecto, sea t > 0. Para r > s

= . ~ 2
ISWO2 =2m D= (14 K[ B —kG)|
k=—00
. 2 <
Son 3 (=P 5 ) 2 (1 + [k )
k=—oc0

S(k)P(1 + |k[?)r—

— 9 Z 1+ |k\ 2ik3te—,8(k4—k2 t

k=—0oc0
— o7 Z (1 + |k[2)*|B(k)[2 e 2BE =R (1 4 |o[2)r—
k=—o0 F(k,t):=

se observa que: F(k,t) = e~ 28" =F)t(1 1 |k[2)7=* esta acotada, es decir, existe un C* tal
que |F(k,t)| < C*,Vk € Z,t > 0 y en consecuencia:

1S(1)gll7 < C*16]12 y S(t) € Hyep, para, r > s. (14)

Ahora, si r < s se sabe que H,,., C Hj,, y como S(t)¢ € Hp,,, entonces, S(t)¢p € Hp,, c

per

[|S(t)d|]- < ||S(t)éd||s y en consecuencia:

S()6 € HL,,, para, r <5, (15)
Por lo tanto, de (14) y (15) se tiene: S(t)¢ € H},,.,Vr € R,t > 0, es decir,
S(t)p € H®;Vt > 0 y tomando C' = maz{l,v/C*} se obtiene

1S(£)o|s < C||o|ls, ¥t > 0; Vr € R.

5. Comportamiento de u cuando 8 — 07"

Sea 3 > 0, la solucién del problema de Cauchy (P) lo denotamos por ug donde

o0

ug(z,t) = Z e(ik3—ﬁ(k4—k2))t(’b\(k)eikx7

k=—00

y denotamos por {ug}gso a la familia de soluciones de (P). Ahora, queremos conocer y analizar
el comportamiento de ug(z,t), cuando 8 — 0T. Usando otra vez el M-test de Weierstrass
obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. lm ug(z,t) =372 ekt (k)ethe.
B—0Tt

2. Tim Jus(t) — go(®)lls =0 donde golt) = {eF"G(k)}.
B—0t

3. 5li}rgl+HU5(t)Hs = [|¢]ls-

Por lo que es natural preguntarse si el limite de una familia de soluciones es una solucién de
un problema de valor inicial. La respuesta es afirmativa y podemos decir més: mantiene total-
mente las propiedades y parcialmente la regularidad de la familia de soluciones. A continuacion,
estableceremos estos resultados. Empezamos con
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Teorema 5. Sea s un numero real fijo y el problema

u € C(R, Hp,,)
(M) | O+ d3u=0e Hs.?
u(0)=¢ € Hp.,.

Entonces, (M) estd globalmente bien puesto, esto es, Jlg € C(R, Hp,,) verificando la ecuacion

(M), de modo que la aplicacion : ¢ — g que a cada dato inicial ¢ le asigna la solucion de (M),
es continuo. Ademds, la solucidn satisface:

g(t) € H),

per?

Vit e R,Vr <s,con |lg(t)|lr < C|¢|ls,Vr < s,Vt € R.

6. Enfoque via Grupos

La solucién obtenida g(t, x) es la serie limite del item 1 de la proposicién 2, cuando 8 — 0
en la solucién

“+o00
U5(Z‘,t)= Z eik"tfﬁ(kz71)k2t¢(k)eikw,
k=—00

y en consecuencia es afirmativa la aseveracion, de que el limite de una familia de soluciones es
una solucién de un problema de valor inicial. Observamos también que en el teorema anterior se
trabajé para todo t € R, por lo cual, introduciremos una familia de operadores verificando las
condiciones de ser un grupo unitario de clase Cj.

Teorema 6. Sea s € R. La aplicacion:

T:R— L(HS,)

per
t— T(t)

. g~ v
tal que T(t) = e*°t, esto es, la aplicacion T(t)¢ = {e’kgtqzb(k:)} Vo € Hy,,, entonces {T'(t)}ier
es un grupo unitario de clase Co en Hp,.. Es mds, se cumplen las siguienles afirmaciones:

1. T()¢ € C(Rv H;e'r)'

2. La aplicacion ¢ — T(-)¢ es continua y satisface:

|T(t)p1 — T(t)p2lls = |lp1 — P2l

sup [T'(t)p1 — T(t)dalls = lo1 — d2|s-

teR
3. T(t) € E(H;ger) Y ‘|T(t)¢HS = H¢H57v¢ € prer'
Corolario 4. Con las hipdtesis del precedente teorema 6, obtenemos

1. Si ¢ € Hp,, entonces T(-)p € C(R, Hp,,.), 7 < s.

er per

2. La aplicacion ¢ — T(-) es continua y satisface

1T(t)¢1 — T(t)¢2llr < llP1 — d2lls,Vt € R, Vr <s,

sup||T(t)p1 — T(t)gallr < ¢1 — P25, Vr < s.
teR
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5. T(t) € L(Hy Hyyy) y [T(08], < [|6]l.¥r < 5.Vt € RV € H

per

Ahora, enunciaremos la versién del teorema 5, en funcién del grupo unitario {T'(t)}er,
obtenido en el teorema 6.

Teorema 7. Sea s € R y {T(t)}ier el grupo unitario de clase Cy en el teorema 6. Entonces,
T(-)¢ es la unica solucion de :

en el sentido de:

i | TEFRO=TOS 4 ripe =0 (16)
h—0 h 5—3
donde A, = —03, y si ¢1 — ¢o entonces T( o1 — T()pa. Ademdas se tiene la siguiente

regularidad: Si ¢ € Hp,,., entonces: T(t)¢ € H,
tal que ||T()¢[lr < Cllolls, VI €R y Vr<s.

Vr < s,Vt € R y existe una constante C' > 0

per )

7. Conclusion

a) La transformada de Fourier es ttil para determinar, en forma intuitiva, la cara de la
solucién de una ecuacion diferencial de tipo periddico en los espacios de Sobolev periédico
dados; tal y como se hizo en la ecuacién KdV-Kuramoto-Sivashinsky.

b) Fué posible dar un enfoque via teoria de semigrupos y volver a reescribir los resultados
obtenidos para la ecuacién central (P) haciéndola mucho mas fina.

c¢) Estudiamos el comportamiento en el limite via la transformada de Fourier, de la solucién
ug con pardmetro 3 > 0, es decir, h’m+ ug, y que este limite es también solucién de un
B—0

problema de valor inicial.

d) La regularidad cldsica de la solucién u(t) = S(t)¢ € Cpe, es consecuencia de la regularidad

de dicha solucién en las normas de los espacios de Sobolev y usando el Lema de inmersion
de Sobolev.

e) Usamos la teoria de grupos unitarios y obtenemos resultados de existencia en el limite
B — 0% de la familia de soluciones {ug(t)}s>o del problema KdV-K-S.

f) Cabe mencionar que en los enfoques via semigrupos y grupos de las dos ecuaciones diferen-
tes diferenciales, a pesar de que los operadores diferenciales involucrados no son acotados,
no se necesité de los teoremas de existencia de Hille-Yosida (para el caso de semigrupos)
o el teorema de Stone (para el caso de grupos). Los teoremas de Hille-Yosida y Stone son
criterios fundamentales que proporcionan existencia de solucién, pero no muestran la cara
de dicha solucién. Estos teoremas no se usaron debido a que se trabajé directamente con
la forma que tenfan dichos operadores, evidenciando la cara de la solucién, gracias a la
transformada inversa de Fourier.
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