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Sobre foliaciones y formas diferenciables

Liliana Olga Jurado CerrénEI y Galindo Taza ChambEI

Resumen: En este trabajo pretendemos estudiar las foliaciones de codimensién arbi-
traria relacionados con las formas diferenciables, teniendo dos resultados principales.
El primer resultado prueba que a partir de una foliacién de codimensiéon ¢ en C"
obtenemos una foliacién en CP". El segundo resultado demuestra la caracterizacion
de las foliaciones afines transversalmente de codimensién arbitraria en términos de
matrices.
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About foliations and differential forms

Abstract: In this work we aim to study the foliations of arbitrary codimension
related to the differential forms, obtaining two main results. In the first result we
showed that from a foliation of codimension ¢ in C™ one can obtain a foliation in
CP". The second result shows the characterization of the transversely affine foliations
of arbitrary codimension in terms of matrices.
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1. Introduccion

La teoria de las foliaciones es una de las dreas de la Matematica que realiza la confluencia de
varios dominios distintos: topologia, sistemas dinamicos, topologia diferencial, geometria, entre
otros. Su grado de desenvolvimiento permitié una mejor comprension de varios fenémenos de
naturaleza matematica y de naturaleza fisico matematico, contribuyendo de forma importante
para el desenvolvimiento de las diversas areas arriba citadas, y que en el inicio la abastecieron con
la teoria. Hoy teoremas clasicos como los teoremas de estabilidad de Reeb, teorema de existencia
de holonomia no trivial de Haefliger, y de existencia de una hoja compacta de S. Novikov,
y estudio de foliaciones con crecimiento subexponencial desarrollado por J. Plante hoy son
buscados para situaciones mas generales: foliaciones con singularidades, foliaciones holomorfas,
etc. Matematicos renombrados comienzan a investigar tales fenémenos (por ejemplo E. Ghys,
M. Brunella, C. Camacho, D. Cerveau, A. Lins Neto, P. Sad, Bruno Scardua entre otros).

El sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

dy  P(z,y)
dr — Q(z,y) @)

donde P y () son polinomios de dos variables complejas, se dice que una funcién es una integral
primera para el sistema , si es constante a lo largo de las soluciones de , donde por la
Definicién 2.1, las soluciones son hojas de una foliacién de dimensién uno en C2.

En [§], el autor M. Singer caracteriza el sistema que posee una integral primera que esta
relacionada con la estructura transversalmente afin de la foliacién. Motivado por [§], el autor B.
Scardua en [7] extiende los resultados para foliaciones de dimensién uno y codimensién uno en

c™.

El objetivo de este trabajo es proveer los recursos necesarios para la investigacion de las
foliaciones de codimensién arbitraria, extenderemos asi algunas propiedades de foliaciones de
codimensioén uno en A. Lins Neto ([5], pag. 72) y algunos ejemplos para foliaciones de codimensién
arbitraria y mostraremos una caracterizacion del caso de foliaciones transversalmente afines en
términos de matrices.

2. Foliaciones y formas diferenciables

Definicion 2.1 Una foliacion holomorfa F, de codimension q, en una variedad compleja M, de
dimension m, donde 1 < m—q < m, es una descomposicion de M en sub-variedades holomorfas
mmersas conexas de dimension m — q, llamadas hojas de F, con las propiedades siguientes:

1. Para todo punto p € M existe una tunica hoja L, de F pasando por p. Si q € L, entonces
L,=1L,.

2. Para todo p € M, existe una carta local holomorfa (U,¢) de M con p € U, y tal que
¢ U = Vg x Vg, donde Vi—q y Vy son abiertos conexos de C™~ % y C4 respectivamente.
Para todo (x,y) € Vip—q X Vg la sub-variedad de dimensién m —q de U, ¢t (Vy—q % {y}),
es un abierto de Ly, donde ¢ = ¢~ (z,y).

En seguida veremos una de las maneras de definir una foliacién, equivalente a la anterior, y que
serd usado a lo largo del trabajo. La demostracién de dicha equivalencia puede ser encontrada
en A. Lins Neto - B. Scardua ([5], pdg. 13-16).
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Proposicion 2.1 Sea F una foliacion de codimension k de M, como en la Definicion|[2.1)], enton-
ces F es dado por un cubrimiento abierto M = UaecaUq y por colecciones {yata ¥y {gaﬁ}UaﬁUgyé(Z):
que satisfacen:

1. VYa€e A, y,: Uy — CF es una submersién.

2. Si Uy NUg # 0 entonces Yo = gap (yg) donde gos : ys (Ua NUs) C C*F — y, (Us NUg) C
CF es un difeomorfismo local holomorfo.
En este caso las placas de F en U, son conjuntos de la forma y, ' (q),q € V,.

ul e 3

F 3
w
F 3
L J

Figura 1: Aspecto local de una foliacién de dimensién uno en una variedad de dimensién dos.

Nuestro interés es un tipo particular de foliaciones, que son las foliaciones transversalmente
afines, veamos a seguir la definicion.

Definicion 2.2 Una foliacion holomorfa de codimension q sobre M"™ es llamada transversal-
mente afin, si existe una familia {Y; : Uy — Cl},cr de submersiones holomorfas, definidas en
conjuntos abiertos U; C M, que definen F y que satisfacen M = U;crU; y con relaciones afines
Y; = Ai;Y; + Bij para algin A;j : U NU; — GLG(C), Byj : Uy NUj; — CY localmente constantes
en cada U; NU; # 0.

El teorema a seguir es una caracterizacién de una foliacién transversalmente afin de codimen-
sién uno con formas diferenciables, esencialmente dice que existe una forma cerrada tal que se

relaciona con la forma que define la foliacion, y viceversa, la demostracién puede ser encontrada
en A. Lins Neto - B. Scardua ([5], pag. 263-268).

Teorema 2.2 Sea F una foliacion holomorfa de codimension uno en una variedad compleja M .
Suponga que F puede ser definida por una forma meromorfa, esto es, que existe una 1—forma
integrable meromorfa Q, que define F fuera de su divisor de polos, (). . La foliacion F es
transversalmente afin en el abierto U = M \ sing (F) si, y solamente si, existe una 1—forma
meromorfa n en M que satisface las siguientes propiedades:

1. n es cerrada.
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2. dQ2=nANqQ.
8. Moo = Qoo-

Ademds, dos pares (2,m) y (Q/, 77/) definen la misma estructura afin para F en U si, y solamente

st, existe una aplicacion meromorfa g : M — C U {oco} que satisface Q' =¢Qy 77/ =n+ %g en
U.

En este trabajo demostraremos el Teorema [2.2] en un sentido para foliaciones de dimensién
arbitraria, para esto primeramente precisamos de las seguientes definiciones y proposiciones.

Definicién 2.3 Dado el sistema Q = {Q,...,Q}, I-formas holomorfas definidas en un con-
junto abierto U C M, es integrable si para cada j € {1,...,q} tenemos dQ; AN A ...AQq =0 en
U.

Proposicién 2.3 Dado un sistema integrable Q := {Q,...,Qq}, donde {Q;}!_, son linealmen-
te independientes sobre un abierto U C M, entonces por el Teorema de Frobenius existe una
foliacion holomorfa de codimension q sobre U.

La foliacién F dada por la Proposicién es tangente a la distribucién de (n — ¢)-planos
Ker(2) := ﬂgleer(Qj) y denotamos T'F = (.

Proposicién 2.4 Dos sistemas integrables de rangos mdzimos denotados por Q = {Qq,--- ,Qq}

y Q = {Ql7 e s Qq
9 a;; Q) para algunas funciones holomorfas a;; en U, con la propiedad de que la matriz
j=1 dijd2j J

A= (aij)gjzl es mo singular en cada punto de U.

. . ., . . ’
} definen la misma foliacion en U si, y solamente si, tenemos ), =

Las demostraciéon de la Proposicion puede encontrarse en C. Camacho - A. Lins Neto
([3], pag. 175-189) y como consecuencia de la Proposicién [2.3] tenemos la Proposicién [2.4] donde
la demostracién puede encontrarse en L. Jurado ([3], pag. 28 ).

Dado el sistema €2 := {Qq, ...,y }, denotamos por F(2) la foliacién definida por el sistema.

Definicién 2.4 Dadas las matrices k x| y | x s evaluadas de 1-formas A = (a;j) e B = (b) s,
respectivamente, podemos definir el produto cuna de A y B denotado por AN B como la matriz
k x s, tal que

l
AANB = Z Q5 N bjt
7=l it
De la misma manera, podemos definir la derivada exterior dA como la matriz k x | matriz
2-formas cuando la entrada en la posicion (i, j) es la 2-forma da;;.

3. Ejemplos de foliaciones

Las definiciones y propiedades de formas diferenciables pueden encontrarse en M. Spivak ([9],
pag. 201-227), los siguientes ejemplos que veremos de foliaciones de codimensién arbitraria por
medio de formas diferenciables, son extensiones de los ejemplos de foliaciones de codimensién
uno en A. Lins Neto ([4], pdg. 14).
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Ejemplo 3.1 Sean Fi,..., F, foliaciones transversalmente afines de codimensién uno en M que

son transversales en todo M. Entonces la foliacién interseccién ﬂ?zl}"j es una foliacién de codi-

mension g en M la cual es transversalmente afin.

En efecto, si F; = {(U J’) ,Y}Z} donde Y} : Uj — C es una submersién tal que
Jj=1

Y} = Yy 4 U, af, by # 0

son constantes, entonces
q N 1 q >
niaF = { (00D L) (e Yy )

(le, - qu) es una submersiéon. Ademds, podemos escribir

1
a; 0 0
1 ik 1 1
}/j : al e 0 Yk b]k
. _ . ik . + . ’
Yq : e Yq bq
J q k Jk
0 0 a ik
1
Ujp 0 0
: al-k, 0 . L .
donde J es no singular, luego es una foliacién transversalmente afin.
q
0O --- 0 a?,

Observemos que de acuerdo con el Teorema [2.2] si F; es una foliacién transversalmente afin
de codimensién uno. Entonces F; puede ser definida por una forma integrable €;, tal que existe
n; y verifican d€); = m; A ; v dn; = 0. Definimos §2 como la matriz ¢ X 1 cuyas componentes
son €); y 1 una matriz ¢ X ¢ que tiene en su diagonal n; y demds componentes como ceros, €1 y
1 evaluadas en M. En seguida, en la notacion precedente tenemos d2 = n A €. Puesto que 7 es
diagonal, tenemos dn =0=mnAn.

Ejemplo 3.2 Sea M una variedad compleja de dimensién > 2, y Q = {wy,...,wy} un sistema
de 1— formas cerradas holomorfas linealmente independientes en M, esto es

dwl 0
dwo 0

dQ) = . = . . (2)
dwy, 0

Entonces, ) es claramente integrable y por lo tanto define una foliacién F en M. El Lema de
Poincaré (ver [9], pdg. 225) garantiza que dado un abierto simplemente conexo U C M, existe
una aplicacién holomorfa f : U — C, tal que w;|y = df'. Ademds Si ¢° : V — C es una
aplicacién tal que dg’ = w;, donde U NV es conexo y no vacio, entonces g* y f? difieren por una
constante en U N V. De esta forma, la foliacién F puede ser localmente definida por funciones
holomorfas en el siguiente sentido: existen colecciones U = {Ua}toeas F = {f2, ... f5}

C = {C}xﬂv ""C’;‘B}UQOUB tales que:

acA’ y

(a) U es una cobertura de M por abiertos simplemente conexos.
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(b) Sia € A, entonces fi es una aplicacién holomorfa en U, dfi = w'|y,, 1 <i < k.
(c) SiU,NUgs =0, entonces U, NUg es conexo, cag € Cy fi = fé + cgﬁ en Uyg.

Asi, F es una foliacién regular donde se tiene

f% 10 -0 }”é céﬁ
f 01 - 0 c
B R | I S B ®)
I 00 1)\ ks

Entonces F es transversalmente afin. Por la relacién diremos que F tiene una estructura
transversal aditiva. En el caso en que sing (Q) # ), vemos que F tiene una estructura transversal
aditiva en M \ sing(F).

Reciprocamente, si F es una foliacién con estructura transversal aditiva en M \ sing (F) y
tal que cod (sing (F)) > 2, entonces F puede ser definida por una 1—forma holomorfa cerrada.
En efecto, sean U = {Ua}pea, F = {fé,...,fg}aeA, y C = {ci“ﬁ’""cgﬁ}UamUﬁ colecciones que
satisfacen (a) y (b), donde F es un cubrimiento abierto de M \ sing (F). De (¢) obtenemos que,
si Uy NUg # (), entonces

dfl df}
dfs df

. = '6 en Uy NUg.
af’ df’

Esto implica que existe un sistema de 1—formas holomorfas = {wi,...,wi} en M \ sing (F)
tal que w;|ly, = dfl, luego Q es cerrada y define F en M \ sing (F). Por otro lado, como
cod (sing (F)) > 2, el Teorema de Hartogs, ver ([5], pag. 228) implica que €2 se extiende a una
forma holomorfa en M, la cual es también cerrada y define la foliacién F.

Podemos entonces enunciar el siguiente resultado:

Proposicion 3.1 Sea M una variedad holomorfa y F una foliacion en M, cuyo conjunto sin-
gular tiene codimension > 2. Entonces, F puede ser definida por una 1-forma cerrada si, y
solamente si, F tiene una estructura transversal aditiva en M \ sing (F).

Definicion 3.1 Sea M una variedad compleja de dimension m. Una foliacion holomorfa singu-
lar de codimension q en M definida por formas diferenciables es un objeto F dado por colecciones

{Q. = {0, ...,Qg}}aeA, {Ua}toen v {Aag}UamU5¢¢ tales que:
1. {Uqa}pea €5 un cubrimiento de M por abiertos.

2. Para todo o, §2y es un sistema de 1-formas holomorfas integrable en U, de rango mdzimo
en cada punto.

3. SiUaNUg # 0, entonces Qo = AapQlp, donde Aypg es una matriz holomorfa en Uy N Ug
no singular.

Ejemplo 3.3 Sean N y M variedades complejas y F una foliaciéon de codimensién k en N como
en la Definicion Dada una aplicaciéon holomorfa no constante f : M — N, podemos definir
una foliacién de codimensién k en M, que serd denotada por f*(F).
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En efecto, si F es definida por la terna ((Uj)jeJ, (Q; = {w{, ...,wi})jg, (Aij)Uij), entonces
f*(F) es definida por

((ies, ©)ses (Bis)v,20)
donde Vj := f7H(U)), ©; = f*(Qy) = {f*(w]), f*wd), -+ . f*wi)} y Bij == Asjo f.
Observe que ((‘/})jej, (©))jer, (Bij)‘/ij?é@) verifica
() M= ;) U wy = U

(b) f*(wl) A f*(wg) A A f*(w;') Ad(f*(wi)) = f (w1 Awa A oo Awg A dwj) = 0.
(c) Como Q; = A;;€2; tenemos

j .

wl ailr aip - Alq wi

w% a1 agy - agq w%
. - . )
j a CL e CL wz

Wy ql q2 qaq qxq q

luego
n

f*(uﬂ) = Z(amf)f*(wé)'

s=1

Por lo tanto, por la definicién [3.1] tenemos que (a), (b) y (c¢) define una foliacién en f*(F) que
serd llamada pull-back o pre-imagen de F por f.

4. Primer resultado principal

El Teorema a seguir prueba que una foliacién de codimension arbitaria en C™ genera una
foliacion de codimensién arbitraria en el espacio proyectivo complejo CP™. Una prueba para una
foliacién de codimensién uno se puede consultar en A. Lins Neto - B. Scardua ([5], pag 72).

Teorema 4.1 Sea F la foliacion de codimension q definida por un sistema integrable () en C™.
Entonces podemos extender F o CP™.

Demostracion: Consideremos las cartas afines
Ej = {[z] = [2:07 cy =1, %j5 Zj+1, ,Zn} e CP™; Zj = 1} .

Considere C™ como la carta afin FEy, el hiperplano del infinito de esa carta esta dado por
H = {[z] € CP"; 2y = 0}.
Considere el cambio de coordenadas entre 1 y Ejy.

_ 1 x9 T
qb(:v):gpoo<p11(m1,...,a:n):gpl(l,xl,...,xn): <,,...,n).

r1 X1 T

Por lo tanto, la expresién de €2 en la carta E; es el sistema de componentes

¥ (O i1 @ Tn L Tn T
0 = — .., — e, — | d | =
o @) =i (5 2 2 ) d <x1>+j2fj<$l 2,
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donde ' = > i1 fi(2)dz; 20, 1<i<gq.

Sea ‘ ‘ '
fi(z1,. 0 2m) = j(-)z(zl,...,zn)+...—|—f;z(21,...,zn)+...

tal que f]” (r >0A1<j<mn)son componentes homogéneas de grado r de los f]’, respectiva-
mente. Asi

1 x2 —dxq nIx 1 x2 T dr;x1 — drix;
5 () zf ( B  p (R ) ns

v =2 m=0 1
1 n —4oo 2
J
= E x] (1,29, .., —2 E E x] fmllxg,...,xn)ﬁ dxy
j=2m=0 1
n +4oo
_ dx;
—i—E E i m (1,21,...,2,) —2,
T1
7=2m=0

luego

P* () = k+2 Zajk m (1 132,...,1:”)+Zf;‘ni(1,l'2,...,$n)l‘j dxq

n —+oo

—i—ZkaH mf’m (1,z2,...,2p) dz;). (4)
7j=2m=0
Como los ;7; son todos polinomios, la 1-forma descrita anteriormente es meromorfa, siendo
64()|oc = (21 = 0). Notamos que la multiplicidad de 1 como polo de ¢*(Q') es k; > 2.
Podemos entonces escribir ¢*(2") = —» donde € con coeficientes polinomiales.
"

Afirmacién 4.1 El sistema de componentes integrables ,1<i<gq,es integrable .

En efecto, como Q1 AQa A--- A Qg Ad§Y; = 0 se tiene

F(2) A" () A=+ A 6" (D) Ad(67(€) = 0y 6" (%) = -,
Ty

entonces - o o o
ol A 02 Y Qa A ot kY Ad 0
AN A A A B AN dey | =
a:’fl :clf2 m’fq xlfl x’fl+1 ’
asi - o o o o
Qb 02 Q4 d Qe Q2 Q1 kY
T N B A T T A (5)
x11 xlz xlq l,lz w11 xlz xl
Por (@

n
ka m 1:L‘g,...,xn)—|—Zf}”i(1,332,...,xn)xj dxq

n oo

JrZZmlfH mf m (1,z9,...,2y) dx;.

7=2m=0
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Se sigue que

ok e to
TZAWCZ Zx m 1x2,,xn)+2f]m (1,$2,...,xn)$j d.’L’l
x x .
n_ +oo n +oo
kHZZw fml (L,zo,...,xp) dxj) A k+222x fml (L, z9,...,zp) dujdry.
Jj=2m=0 j=2 m=0
[T V72 0 k!
Dadoquedxi/\d:vi:Oyd:r,-/\dxj:0sii7£jtenemosT/\T/\---/\T/\ﬁd:rl:(),
'tz Tt Ty

luego el sistema de componentes O es integrable, es decir:
QAN AQIAdY = 0.

Observemos por los célculos hechos que el orden del polo k; es igual en todas las cartas E; para
0.

Podemos entonces, definir una foliacién F en CP" tal que F restringida a E7 es definida por el
sistema de 1—formas Z7, esto es:

(a) 2°=0Q={0..,Q1} en E.
(b) 2= {(poo i) (@) aft s (oo i) () 2y} en By,
(c) Z/ = {(apo o (pl_l)* QY x?l, sy (o © (pl_l)* (Q9) xf"} en E;.
Asi, segtin la definicién tenemos una foliacién en CP":
1. Ul_oE, =CP".
2. El sistema de componentes integrables (2 es integrable .

3. En FE1 N Ej se verifica la siguiente igualdad

x’fl 0 - 0 (‘Pl_l): 0! (‘PEI)* (Zl)l
0 ay? 0 || (ert) e (ea")" (2")°
0 0 oa S\ ) () (2

De manera andloga en E; N E;. La foliacién F obtenida es llamada compactificacién de F.

5. Segundo Resultado principal

A seguir, un teorema que caracteriza una foliacién transversalmente afin de codimension
q, analogo al que sucede en foliaciones transversalmente afines de codimensién uno. Para mas
detalles y la reciproca del Teorema se puede consultar en B. Scérdua (6], pag. 3-8).
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Teorema 5.1 Sea F una foliacion holomorfa de codimension q en M. Si la foliacion F es
transversalmente afin en M, entonces existe un cubrimiento abierto U;c;U; = M y matrices
holomorfas ¢ X 1, g X q de 1—formas, ;, n; en U; Vi € I, de manera que:

1. Fly, = F(5%).

2..dQy=mn; AN ydn; =mn; A

3. SiU;NU; # 0, entonces tenemos ; = G- yn; = nj+dGyj -G;jl para alguna aplicacion
holomorfa G;j : UyNU; — GL4(C).

/

Ademds, dos de estas colecciones (4,1, Ui);cr (Q;,n;,Ui)iel definen la misma estructura

transversal afin de F, si, y solamente si , tenemos Q; =G; Qe ?7; =n; +dG; - G; para alguna
aplicacion holomorfa G; : Uy = GL4(C).

Enunciamos algunos resultados que seran utilizados en la prueba del Teorema 5.1} Iniciamos
con el siguiente lema bien conocido de andlisis real, adaptado al caso holomorfo:

Lema 5.2 Sea X : U C C" — GLy(C"™) una aplicacion holomorfa, entonces

dXH=-X"1.dx. .xL

Demostracién: Como d(X)(z)(v) =v(X) , z € C",v € C", donde v = Zai;, asi
%
i=1
- 0X
dX(z)(v) :Z‘“(Z)a (2)
i=1 !
Por otro lado o } 5
XX~ I,
= — =0, 6
dy, dy; ©
' AXXh 0X ox—!
= —Xl4+Xx , 7
0y; Ay Ay; ™
de @ y , tenemos
ox1 0X
= X '=x1, 8
Ayi Oy, ®)
entonces por
X (w)(0) = o(X Y = S px
= "9y
N 0X
- x L. 22 x!
Zb] 0y X
j=1 J

Por lo tanto
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Lema 5.3 Sean X : U C C" — GLy(C) una aplicacion holomorfa y n es definida diagonal
n=dX - X', entonces tenemos dnp =n A 1.

Demostracién: Por el Lema [5.2 tenemos
dX H=-Xx"1.dx x1

Asi

dn=d(dX - X1 A dX)A X1+ (-1)dX Ad(X 1)
(-1)dX A (=X"1.dX - X1
(dX - X"HA@dX- XY

= nAn.

Lema 5.4 Dado n una matriz holomorfa q x q de 1-formas en U C C™ tal que dn =nAn, y
una aplicacion holomorfa G : U — GL4(C), entonces la 1-forma 7 := 1+ dG - G~ satisface
dn =nA1.

Demostracién: Observe que

dii = dn+ddG-G™)
= nAn+dG-G ' AdG -G

Por otro lado

nA T = (n+dG-GYHA(n+dG- -G
= NPAN+NAdG -G 4+dG -G LAY +dG -G Ay +dG -G P AdG -G
= nAn+dG-G ' AdG -G

Por lo tanto, dn =n A 7.

Lema 5.5 Sean G,G' : U C C" — GL4(C) aplicaciones holomorfas. Entonces tenemos
dG -G =dG -G si, y solamente si, G = G - A para alguna constante A : U — GL,(C).

Demostracién: Primero asumimos que G = G - A con A localmente constante. Asf tenemos
G~1.G' = Ayporlotanto d(G~'-G') = dA = 0 en U, esto implica d (G_l) G'+G'd (G/> =0.
Usando que d(G~1) = —G~! - dG - G~! tenemos
~G71dG -G G dG =0
Multiplicando a la izquierda por G obtenemos:
—dG -GG +dG =0.
Multiplicando a la derecha esta tltima igualdad por G'~! obtenemos
—dG -Gt +dG -G =0,

lo que comprueba la primera parte.

Ahora supongamos que dG - G~! = dG -G~ en U. Definimos A = G~! - G, asf tenemos que
G' = G- A. Basta demostrar que dA =0 en U.
En efecto,

dA = d (G—1 : G') —dG -G+ G 4G
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Puesto que
dG~'= -G '.dG -G,

obtenemos ) ,
dA = -G '-dG-G'-G +G'-dG

/

= ~G1(dG- G -dE G G
Por hipétesis dG - G1 = dG - G' 1, luego dA = 0, concluyendo asi la prueba.
Proposicion 5.6 Sea F una foliacion holomorfa de codimension q sobre M. Supongamos que

F es definida por algun sistema holomorfo integrable {Q,...,Q4} de 1-formas. St F es transver-
salmente afin, entonces existe una matriz holomorfa q x q de 1—formas n = (n;;) que satisface:

0
dQ=nAQ, dnp=nAn onde Q= :
Qq
Demostracién: Sea {{1,...,€Q,;} un sistema holomorfo integrable, el cual define F en M y

supongamos que {Y; : U; — C?};c; es una estructura afin transversal para F en M, con
Y; = AijY; + Bij en U;NU; # 0, 9)

como en la definicién 2.2

Ya que las submersiones Y; también definen F, por la proposicién podemos escribir

1

o i
=0=G;-dY; =G;- i, (10)

Qq dY;q

en cada U;, para alguna aplicaciéon holomorfa G; : U; — GL4(C).

En cada U; NUj # 0 tenemos
G;-dY; = Gj-dY; (11)

y sigue de @D que
G; =G, Ay (12)

De acuerdo al Lema [5.5] sigue inmediatamente
dG;-G;' =dG; -G, en UinU; #0. (13)
Esto permite definir n en M por
W‘Ui =dG; - Gz-_l. (14)
De acuerdo al Lema tenemos dn = n A n. También, tenemos en cada U;

dQ = d(G;-dY;) = dG;AdY;
= dG,; - G;'AdY;
= dG;-G;'NG;-dY;
= AL

Por lo tanto, el par (£2,7) satisface dQ2 =n A Q y se concluye la prueba.
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Demostracién del Teorema La Proposicién muestra que si F es transversalmen-
te afin en M, entonces podemos construir una coleccién (£2;,7;) en los subconjuntos abiertos
U; C M que cubre M, como lo establecido.

Finalmente, suponga que (Q,7) y (Q,7') definen la misma estructura transversal para F
en U;. Como Q y Q' definen F, tenemos Q' = G - Q. Usando la misma notacién de siempre,

escribimos localmente Q = G; - dY;, Q' = G; -dY;,m= dgi y 7], = dgi sin embargo G; =G-Gy,

(2

asin =n+ %, completando la prueba del Teorema

6. Conclusion

Los resultados aqui presentados nos muestran la relacién entra las foliaciones y las formas
diferenciables. El primer resultado nos dice en forma general que una foliacion de codimensién
arbitraria induce una foliaciéon en el espacio proyectivo. El segundo resultado nos muestra que
una foliacién transversalemnte afin se puede caracterizar matricialmente con entradas que son
formas diferenciables. La reciproca es verdadera, pero para probarla es preciso definir conceptos
avanzados que pueden encontrarse en C. Godbillon ([2], pdg. 139-163) que se pretenden presentar
en un proéximo trabajo.
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