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Resumen: En este articulo, demostramos la existencia tinica de la solucién para la
ecuacién de onda semilineal con disipacion localizada no lineal mediante la teoria de
semigrupos.
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1. Introduccion

En el presente articulo vamos a demostrar la existencia y unicidad de solucion débil para la
ecuacién de onda semilineal con disipacién localizada no lineal dado por,

uy — Au+ a(x)u + f(u) + a(z)g(ur) = 0 en Q x [0, +00] (1)
con condicion de frontera
u(z,t) =0, en (x,t) € T x [0,400] (2)
y condiciones iniciales
u(z,0) = ug(z), u(z,0) =ui(x), x €Q (3)

donde €2 es un conjunto abierto acotado de R™, n > 1 con frontera I' bien regular.

El objetivo del articulo es demostrar la existencia y unicidad de una solucién débil para el
problema utilizando la teoria de semigrupos, una teoria que tuvo su avance en 1948 con la
demostracién del teorema de Hille - Yosida y que tiene gran importancia en el estudio de la
solucién a problemas de valor inicial (PVI) o problema de Cauchy abstracto, dado por

du
E(t) =Au(t) t>0
u(0) = ug € D(A).

Para demostrar el resultado de la existencia de soluciones, las funciones «, a, f y g, deben
verificar las siguientes hipétesis

(H1) a € L*>®(Q);a(z) > ap > 0 casi siempre en €.
(H2) f € CY(R) y cumple la siguiente condicién de crecimiento:
[f(z) = fF(y)] < CA+ 2P~ + [yP~h)]x — yl, para todo z,y € R
para alguna constante C' > 0y p > 1 tal que (n —2)p < n.
(H3) La funcién no lineal g : R — R cumple

a) g € CY(R)
b) g(s)s >0,VseR

)
)

¢) g es una funcién no decreciente

d) existen constantes m, M > 0 tal que m|s| < g(s) < M|s|, Vs € R
)

e) ¢ € L*(R).
(H4) o € Wh(Q);a(z) > ap > 0 c.s. en .

El problema (1) con disipacién localizada del tipo a(z)u; fue estudiado por Pérez, A. y Pena,
C. [7], quienes demostraron la existencia y unicidad de solucién regular para la ecuacién de onda
semilineal con disipacion localizada sobre R".

Por otro lado, la estabilizaciéon para la ecuaciéon de la onda sujeta a disipacion localizada

u — Au+ a(x)g(u)) =0 en Q x Ry
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ha sido estudiado por Zuazua, E. [§] y Nakao, M. [4, 5] donde demuestra el decaimiento uniforme
de las soluciones considerando la funcién a positiva en todo el dominio 2. Ademas, el decaimiento
uniforme de soluciones para ecuaciones de onda semilineal con disipacién localizada

u — Au+ au~+ f(u) + a(z)uy = 0 en Q x [0, +00]

fue obtenido por Zuazua, E. [9, [10] donde asumen que a es una funcién positiva en una vecindad
w de la frontera de € o en todo R.

En la siguientes dos secciones, usando la teoria de semigrupos, demostraremos el siguiente
teorema

Teorema 1.1 Si {ug,u1} € H}(Q) x L*(Q) y se cumple las hipotesis (H1) — (H4), entonces
existe una unica solucion débil del sistema - (@ en la clase

u € C([0, 00f; Hy (2)) N CH([0, oo[; L*(92)).

2. Existencia y unicidad de solucién débil

En esta seccion estudiamos la existencia y unicidad de la solucién débil para el sistema -
con las hipétesis (H1) - (H4) y datos iniciales {ug,u;} € H3 () x L?(€).

Efectuamos el cambio de variable v = u; y denotamos U = ( 5 ), el sistema - se puede
t

reescribir como el problema de Cauchy no homogéneo

dU
— +AU = F(U) @
U(0) = Uy

0
—f(u) = a()g(ur)

A=(catenr 0 ): ?

Con el fin de efectuar la formulacién del semigrupo asociado al sistema - , definimos la
energia del sistema

donde F(U) = < > y A: D(A) C X — X es el operador definido por

1

E@) ::2/9 [\Vu(q:,t)|2+|ut(9:,t)|2+a(a:)|u(x7t)|2]dx+/QF(u(ﬁ,t))d:c. (6)

Observacién 2.1 Por la hip6tesis (H2), la funcién

F(s) = /Osf(t)dt, Vs € R,

esta bien definida.

PESQUIMAT 23(1): 65-70] 63



Pena Miranda et al.

Proposicion 1 La energia asociada al sistema - (@, es decreciente.
Demostraciéon. Multiplicamos la ecuacion por u; e integrando sobre (2, obtenemos

%% (/Q [\Vu!Q—i— ]ut\2+a(x)’u‘2} dx) —|—/Qf(u)utda:+/Qa(x)g(ut)utda;:0.

Luego

;;@( | [96P + ual + atolu]as + [ F(u)daz):— [ a@gtuyudz. @

De (), hipdtesis (H1) y (H3) se concluye

d
—E(t) = —/ a(x)g(ut)urdr < 0. (8)
dt Q

Por tanto, la energia asociada al sistema — es decreciente, para todo ¢ € [0, +o0]. [l

Observacién 2.2 Del resultado de la proposicién [T para que la energfa esté bien definida, se

establece que la solucién U = < ZZ debe satisfacer
t

U € HY Q) x LA(Q).
De este modo se define el espacio de fase asociado al sistema, — dado por
H = HL(Q) x L*(Q)

con el producto interno
(U, Ug)y = /(Vul - Vug + a(z)uiug + vivg)dx
Q

%

donde U; = ( ) € H. Dotado con la norma inducida

(%
10|l = /Q (1Vul? + () [uf? + [o]?) dz

hace de H un espacio de Banach.

El dominio del operador A es el conjunto sobre el cual el operador estd bien definido sobre el
espacio de fase, es decir,

D(A)={U e H; AU € H}

u

teniendo en cuenta el operador A definido en y el vector U = < v ) € H se deduce

D(A) = (H(2) N HX(Q) x H(Q).

De las inmersiones

(H3 () n HX(Q)) < HY(Q) y Hy(Q) <> LX(Q)

resulta

D(A) =M.
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Lema 2.1 A es un operador disipativo.

Demostracién. Sea U = ( Z ) € D(A) y el operador A definido en , entonces

AU = ( A+t a()u ) €H.

Luego
(AU, U)y = /Q[—Vv -Vu — a(z)vu + ((—Au) + a(z)u)v]de
_ / —Vo- Vu+ (—Au)olde
Q

aplicando la formula de Green (ver Kesavan [3] pag. 103), se obtiene
(AU, U)y =0<0.
Por lo tanto, A es un operador disipativo. O

Lema 2.2 A es un operador mazximal.

Demostracion. Dado ( ‘; ) € H debemos demostrar que existe una tinica solucién

(2)+4(2)=(3) ®

En efecto, de la igualdad @, se obtiene
u—v = f

v—Au+a()u = g

( :f ) € D(A) tal que

sumando las dos ecuaciones anteriores, obtenemos
—Au+ (a(-)+Du= f+g € LAQ). (10)
A fin de garantizar la solucién del sistema , definamos la forma bilineal
a:H}(Q) x HY(Q) - R

dada por
a(u,v) = (Vu, Vo) r2q) + (o) + Du,v) r2(0)- (11)
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Afirmacién 2.1 La forma bilineal a(u,v) definido en es continua y coerciva.
En efecto,
i) a(u,v) es continua.
En efecto, sea u,v € H(Q), aplicando la desigualdad de Cauchy - Schwarz se obtiene

la(u,v)| < [Vulr2)|Volr2q) + (1 + |afoo) [ulr2)lvlr2 @)
= Julga o lvlm @) + A+ lelso)ulr2@)lv]r2()- (12)

De la inmersién de Sobolev H}(€2) <% L2(1), existe una constante C' > 0 tal que

[ul 22 \u!Hl , para todo u € H}(Q). (13)
De (12) y (13) obtenemos
la(u, v)| < ful gy vl + C* (1 + |also) ul g0l m @)
< 2C\U|Hg(n)|U|Hg(Q)-

donde € = max {1,C% (1 + |aloo)}-

ii) a(u,v) es coerciva.

En efecto, sea u € H} (), de la hipétesis (H4) y (11)), resulta

la(u,w)| = |Vuljzq) + lulZ2q) + [(a()u,u)]
> |VU|%2(Q) + |U‘ZL2(Q) + a0|u‘%2(ﬂ)
>k (|VU|%2(Q) + |u|%2(9)>
>

2
Kl o)
donde kK =min{1,1+ ap}.
Con lo que queda demostrado la afirmacion

Dado 1 € L?(f2), definimos la siguiente aplicacion

L: H}{Q) — R
v = (L,v) : = (,0)

entonces L es una forma lineal y continua, es decir, L € (H}(€))'. Por teorema de Lax - Milgram
(ver Brezis [2] pag. 140), la ecuacién posee una tnica solucién u € Hy () tal que

a(u,v) = (L,v) := (,v) [2(0), Yo € Hy(R).
Para todo ¢ € D(Q)), tenemos

(W, 0)2i) = (L)

= a(u, )
= (Vu, Vo) + ((a) + Du, ¢)
= (=Au,¢) + ((a(-) + Du, ¢)

= (FAu+(a() +1)u, )
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luego —Au+(a(-)+1)u =1 € L*() y por el teorema 3.3.3 (ver Kesavan [3] pag. 139) u € H?(1Q).

Por lo tanto, dado < ch ) € H = H}(Q) x L*() existe una tinica < Z > € D(A) tal que

(0) 2 (2)= (%)

y esto demuestra que A es maximal. [l
Lema 2.3 El operador F : H — H dado por
F(U)—< 0 > amtodoU—<U>€’H
—f(w) = a()gv) ) * v
estd bien definida.
Demostracién. Sea U = ( Z > € H s6lo nos faltaria demostrar que
f(u) +a(-)g(v) € L*(Q).
En efecto, por las hipétesis (H2) y de la desigualdad (a + b)? < 2(a® + b?) se tiene
[1f@Par < [ [0 ap s
Q Q
< 20 (/ lu|*dz +/ |u]2pda:>
Q Q
= 20 (lulZz(q) + [ulB ). (14)
De la inmersién de Sobolev HA(Q) < L?(f2), existe una constante C tal que
[u| 20 () < CN'\u|H&(Q), para todo u € Hy (). (15)
De las desigualdades y resulta
%2 12
/Q\f(u)\de <20 (|uf3 () + Ol o)) < oo (16)
Ademds de la hipétesis (H1) y (H3) obtenemos
/ la(z)g(v)|*dz < M?|al?, / [v|*dx < oco. (17)
De y se prueba la buena definiciéon de F'. (Il
Lema 2.4 El operador F' : H — H es localmente lipschitziano.
s U1 U2
Demostracién. Sean U; = ( v ) ceHyU; = < v ) € ‘H tal que
1 2
\Uills < M y |Uslla < M para algiin M > 0. (18)
Por demostrar que existe una constante Lj; > 0 tal que
I1F(Ur) = F(U2)|ln < L ||Ur = Uzl
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En efecto, por las hipétesis (H2) y de la desigualdad (a + b+ ¢)? < 3(a? + b + ¢?) resulta

IN

[Fur) = Fluz) 220 cﬁé{u+hmp1+ww°wml—wwﬂm

3C? (/ luy — ug|*da +/ up| 2PV uy — ug|?da
Q Q

+ / |u2|2(p_1)|u1 — u2|2daj) )
Q
-1

1
Desde que — + b= _ 1, usando la desigualdad de Holder (ver Adams [1] pag. 24) obtenemos
p p

IN

() = f)ffaey < 3C° (h — walia) + half ) — walianco
s 3 ) = w2 ey )
De las desigualdades ((13] . v obtenemos
) = F)ffaq) < aﬁ(c%“—uﬂgm,+é%Mﬂwﬂml—m@mm
PP sy o)

Luego
| f(u1) — (U2)|L2 < Cuplug —U2|H1 Q) (19)

donde Cy; = 3C? (62 + C?rp2-1) C2pM2(p—1)> ‘

De la hipétesis (H3), por el teorema del valor medio, existe A € (s1, s2) tal que

19(s1) — g(s2)| = |g'(N)lls1 — s2| < |g| Lo ()51 — s2- (20)
Usando se obtiene
la(-) (9(v1) = 9(v2)) [72(0) < 19T (@) |07 (|01 = 0272 (21)
De las desigualdades (19) y (21)) resulta
P = PO = [f(u) = F(u2) ey + la(?) (9(01) = g(02)) o
< Cumlur — w\fr{é(g) + 19|70 (| @l70 ) [01 — 02|72
< Ly (|U1 - u2|i]&(ﬂ) + |U1 - U2|%2(Q))
< Lu||Ui = Uslln,
donde Ljs :rnéx{CM,|g’]%w(9)|a\2m(m}. O

Finalmente, como F' es continua y localmente lipschitziana, por el teorema 1.4 (ver Pazy [6] pag.
185) para cada Uy = (

Uug

> € H, existe una unica solucién de sistema l’ en la clase
Vo

U= (2 ) € 0. tracli)

es decir,

u € C([0, tmaal; HO(Q)) N CH[0, tmaz[; L*(2)).
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3. Prolongamiento de la solucion débil

En esta secciéon obtendremos la solucién global del problema ; para ello extenderemos nuestra
solucién obtenida anteriormente, aplicando el teorema 1.4 (ver Pazy [6] pag. 185).

Integrando desde t; hasta t9 se obtiene

t2
E(ty) — E(t1) = —/ / a(x)|ug(x, t)|*dzdt, para todo to > t; > 0.
t1 n

Por lo tanto
E(t2) < E(t1), para todo ta > t; >0,

lo que demuestra que la energia asociada al sistema (/1) - es decreciente, para todo t € [0, +00].

Afirmacién 3.1 t,,4, = +00.

En efecto, si suponemos que ty,q,; < 00 entonces por el teorema 1.4 (ver Pazy [6] pdg. 185) se
tiene
lm U (t)|3 = +oo.

t—tmax

Pero

IN

10l = /Q IVal + el + a(@)|ul|de < E(2)
< E(0) < oo,

lo cual es absurdo. Por lo tanto t,,4, = +00, es decir, la solucién débil existen en todo el intervalo
[0, +00].
4. Conclusién

La teoria de semigrupos demostré ser una herramienta poderosa en la demostracion de existencia
y unicidad de solucién del problema - . Ademss, tal teoria se puede aplicar a cualquier
tipo de ecuaciones diferenciales parciales de evolucion ya sea que tengan términos lineales y no
lineales, como en nuestro caso que se tiene un término localmente disipativo no lineal
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