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Estabilidad polinomial para un sistema acoplado de ecuaciones de onda

Andrés Guardia Cay(ﬂ y Alfonso Pérez Salvatiermﬂ

Resumen: En este articulo, investigamos el comportamiento asintético de las solu-
ciones para un sistema acoplado de dos ecuaciones de onda. Una de estas ecuaciones
es conservativo y la otra tiene disipacion friccional. Demostraremos que el correspon-
diente semigrupo no es exponencialmente estable. En este caso demostramos que el
semigrupo es polinomialmente estable como t~1/2 en el caso de condiciones de fron-
tera Dirichlet. Adicionalmente, demostramos que la tasa de decaimiento es éptima.

Palabras clave: sistema acoplado; falta de estabilidad exponencial; estabilidad
polinomial; tasa de decaimiento 6ptimo.

Polynomial stability for a coupled system of wave equations

Abstract: In this paper, we investigate the asymptotic behavior of the solutions for a
coupled system of two wave equations. One of these equations is conservative and the
other has frictional damping. We show that the corresponding is not exponentially
stable. In this case we prove that the corresponding semigroup is polynomially stable
as t~1/2 in case of Dirichlet boundary condition. Additionally, we show that the rate
of decay is optimal.
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Estabilidad polinomial para un sistema acoplado de ecuaciones de onda

1. Introduccion

En el presente articulo vamos a establecer la estabilidad polinomial y la tasa éptima de
decaimiento del Cp-semigrupo asociado al siguiente sistema acoplado de ecuaciones de onda
formulado por el siguiente modelo:

U — Au+ur +a(u—v) =0en Q x]0,00] (1)
v — Av —a(u—v) =0en  x]0,00[ (2)
con condiciones iniciales
u(z,0) =ug () ,u (2,0) =up () en (3)
v(x,0) =g (z) ,v(2,0) =v1 (x) en Q. (4)

y condiciones de frontera
u=wv = 0 sobre I' x ]0, 0o[ (5)

Donde 2 es un conjunto abierto y acotado de R”,n > 1, con frontera I' = 9€) bien regular y

« es una constante real positiva.
El modelo dado en —, puede usarse para describir la evolucién de un sistema que consta de
dos membranas elasticas sujetas a una fuerza eldstica que atrae una membrana a la otra con un
coeficiente o > 0. El término u¢, actia en la primera membrana como estabilizador, para mas
detalles al respecto, ver [7].

Los términos disipativos internos, ayudan bastante para que la energia de la ecuacién tenga
un comportamiento asintdtico, como también los efectos térmicos o la memoria actiian como
términos disipativos, es de observar, cuando se tiene un sistema de dos ecuaciones de tipo ondas,
se requerird de dos términos disipativos uno en cada ecuacién para asegurar un decaimiento
exponencial; pero si solo tiene un solo término disipativo interno en una de las ecuaciones, es
posible que tengan solo un decaimiento polinomial. En [3], F. Alabau et al., trabajaron un
sistema acoplado de dos ecuaciones de ondas con un solo término disipativo en forma general
dado por,
uy — Aru+ Bug + av =0 en  x ]0, 00[

vy — Agv + av =0 en Q x 0, 00[
u=wv = 0 sobre I' x |0, 0o[ (6)
U(ZL’,O) :’LLo(ZE),ut(QZ',O):Ul(l'),ZL‘EQ

v (z,0) = v (z),v (x,0) = vy (z),2 €

Donde Ay, As y B son operadores lineales auto-adjuntos positivos, B operador acotado.

Los autores muestran que el sistema acoplado @ es disipativo; pero el semigrupo correspondiente
no es exponencialmente estable. Ademds, prueban que la solucién del sistema anterior decae
polinomialmente a cero a medida que el tiempo tiende al infinito.

M.L. Santos et al. [11], estudian un sistema muy peculiar con respecto al sistema @, en el
que aplicando el método de la energia prueban el decaimiento polinomial de la energia y por
ende de la solucién.

Motivado por el estudio del sistema @, planteamos nuestro estudio del sistema enunciado
en la introduccion.

Naturalmente, no es dificil demostrar que el sistema acoplado en estudio es disipativo. En
tal sentido realizando algunos cédlculos se puede establecer que la energia de las soluciones del
sistema — sujeto a las condiciones iniciales — y condiciones de frontera esta dada
por

1 1 1 1
E(t) ::/|ut|2daz+/|vt2daz+/|Vu|2dx+/]Vv|2d:c+a/|u—v|2dx (7)
2 /o 2 Jo 2 Ja 2 Ja 2 Ja
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el cual es decreciente para todo t > 0, desde que
d 2
—FE{t)=— [ |w| dx <0. (8)
dt Q

En cuanto se refiera a la existencia y unicidad del sistema acoplado en estudio, ver [6].
Nuestro objetivo en el desarrollo de este trabajo es demostrar la falta de estabilidad exponencial,
en consecuencia solo se podra obtener el decaimiento polinomial. Con el fin de establecer este
ultimo, aplicaremos los resultados debido a Borichev y Tomilov [2]. Finalmente estableceremos
que la tasa de decaimiento polinomial del sistema es éptima.

2. Preliminares

Enunciamos resultados esenciales de la teoria de semigrupos lineales, que seran ttiles en el
desarrollo de este trabajo. Omitimos las demostraciones, sin embargo el lector interesado puede
hallar las demostraciones respectivas en [§] y [10].

Definicién 1 Sea X un espacio de Banach, A un operador lineal no acotado, D (A) C X y
Uy € X un dato inicial. El Problema de Valor Inicial

a = AU, t>0
dt

U0) = Uy

9)

se denomina Problema Abstracto de Cauchy.

Teorema 1 Sea H un espacio de Hilbert y el operador lineal A : D (A) C H — H el generador
infinitesimal de un semigrupo de clase Cy.

i) Si U € D (A), entonces el problema () tiene una tnica solucién U (t) = S (t) Uy satisfa-
ciendo

UeC([0,00);H)NC([0,00); D (A))

ii) Si Uy € H, entonces el problema ({9) tiene una tnica solucién U (t) = S (¢) Uy satisfaciendo

U € C([0,00);H) N C"((0,00) ;1) N C ((0,00); D (A))
Demostracién. Ver [§] y [10].

Teorema 2 Sea X un espacio de Hilbert y A: D (A) C X — X un operador lineal disipativo

con Im (I — A) = X. Si X es reflexivo, entonces D (A) = X.

Demostracién. Ver [§].
Definicién 2 Un semigrupo{S (t)},~, es exponencialmente estable si existen constantes a > 0
y M > 1 tales que

IS ()l p(x) < Me™*", vt >0.

El siguiente teorema, debido a Priiss, caracteriza la estabilidad exponencial de un semigrupo
{S (D)} >0, tal que [[S (Bl £x) < 1.
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Estabilidad polinomial para un sistema acoplado de ecuaciones de onda

Teorema 3 (Priiss) Sea {S (t)},~, un semigrupo de clase Cy en un espacio de Hilbert H que
satisface ||S ()| z3) < 1y A es el generador infinitesimal de S. Entonces S (t) es exponencial-
mente estable si y sélamente si,

R={ix: A\€R} C p(A)

i o314, <
|)\|11>noo sup ||(@ A) o0 < 00
donde p (A) es el conjunto resolvente del operador A.

Demostracién. Ver Priiss [9].

Definicién 3 Un semigrupo {S ()}, sobre un espacio de Hilbert H es polinomialmente esta-
ble si existen contantes C' > 0 y v > 0 tales que

C
I8 (t) ully, < = Nlly Y € D (A).

El siguiente teorema, debido a A. Borichev y Y. Tomilov, caracteriza la estabilidad polinomial
de semigrupos Cy acotados sobre los espacios de Hilbert.

Teorema 4 (Borichev y Tomilov) Sea {S (t)};5, un Cp-semigrupo acotado generado por A
y definido sobre el espacio de Hilbert H, tal que iR C p(A) y a positivo. Entonces

| i o ) C
[GYey 1H£(H) SO, VAR SO A | poy < 777

Esto es, si el operador resolvente esta acotado por un polinomio de grado « real positivo entonces
el decaimiento polinomial del semigrupo es de la forma t=1/¢.

Demostracién. Ver Borichev, A., Tomilov, Y. [2]

Para demostrar la tasa 6ptima de decaimiento, enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 5 Sea {S(t)},>, un semigrupo de clase Cp, de contracciones sobre un espacio de
Hilbert H con generador infinitesimal A tal que iR C p (A). Si

1
1S () Uollay < - 100l pay
+ (

entonces, para todo € > 0, existe una constante positiva C, tal que

(A — A)’lH <C..

A5t L(H)

Demostracién. Ver Teorema 5.3 en [4].

3. Existencia y unicidad

Reescribimos el problema del valor de frontera inicial (1] )-() como un sistema de primer
orden para U = (u, ut,v,vt)T, donde T se utiliza para denotar la transpuesta. Entonces U
satisface

d—U:.AU, para t > 0
dt (10)
U (0) = Up.
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donde Uy = (ug, u1,vp,v1) y A: D (A) C H —> H es el operador diferencial definido por

0 I 0 0
A—al -1 al 0

A= 0 0 0 I (11)
ol 0 A—al 0

siendo 0, I, y A los operadores nulo, identidad y Laplaciano respectivamente.
Sea
H = H (Q) x L? (Q) x Hj () x L? (Q). (12)

El espacio H, provisto del siguiente producto interno

<U,[7>H—/QVu-Vﬂdx—i-/ng@dx—i-/QVv-V"ﬁdw%—/ﬁzﬁ&dw—i—a/ﬁ(u—v)(ﬂ—ﬁ)dw (13)

Con U = (u, p,v,7), U= (u, @, v, 1;) € H; es un espacio de Hilbert, con la norma dada por
U113, = IVullZzq) + €l 720 + 1V0l172) + #1720 + @ llu = vlli2q) - (14)

El dominio del operador A es el conjunto sobre el cual el operador estd bien definido sobre el
espacio de fase, esto es,

DA ={UeH | AU € H}
Teniendo en cuenta el operador A definido por y el vector U = (u, p,v,1) se deduce

2

D (A) = [(H? (Q) N Hy (Q)) x H} ()] (15)

No es dificil ver que A es un operador disipativo en el espacio H y que 0 € p(A). Mas precisa-

mente se tiene

dp (t) = —/ lp|* dz <0, ¥t > 0. (16)
dt 0

Por tanto, del teorema de Lummer Phillips tenemos que A es el generador infinitesimal de un
semigrupo de contracciones {S (t)},5, de clase Cy sobre el espacio de Hilbert H.

En el siguiente teorema establecemos el resultado sobre existencia y unicidad de soluciones.

Teorema 6 Si Uy € D (A), es decir, ug,vo € H? (Q) N H (Q) y ui,v1 € H (Q), entonces el
problema posee una unica solucién U () = S (t) Uy tal que

UeC(RYDA)NC (RTH).
esto es,
u(t),v(t) € H*(Q) NH (), w(t),ve (t) € Hy (Q) v ug (), v (1) € L*(Q).

Demostracion. La demostracion, se sigue a partir del Teorema

4. Falta de estabilidad exponencial

En esta seccion vamos a demostrar que el operador resolvente no es uniformemente acotado.
Esto significa afirmar que el semigrupo asociado al sistema —, no es exponencialmente
estable. A fin de demostrar la falta de estabilidad exponencial del sistema mencionado, haremos
uso del siguiente resultado.

50 PESQUIMAT 24(1): 50-{56]



Estabilidad polinomial para un sistema acoplado de ecuaciones de onda

Teorema 7 (Gearhart) Sea S (t) = e! un Cy-semigrupo de contracciones sobre un espacio
de Hilbert H. Entonces S (t) es exponencialmente estable si y sélo si:

) iIR={iN:XeR}Cp(A) y

i) i |@xr-a7 <o
ii) |)\|1Erloosup (i ) b <

Donde p (A) es el conjunto resolvente del operador A.

Demostracién. Ver [5].

Para abordar el comportamiento asintético del sistema acoplado de ecuaciones de onda —,
consideramos el siguiente problema espectral:

{—Awm = AWy, en Q (17)

Wy, = 0 sobre T

donde (Am),,cn €8 creciente y

lim A\, = +oo.
m—0o0

El siguiente Teorema, describe el resultado de esta seccion.

Teorema 8 Sea S (t) un Cy semigrupo de contracciones generado por A. Entonces S (t) no es
exponencialmente estable.

Demostracién. En efecto, sea F' = (f1, fa, f3,f4) € Hy U = (u,p,v,v). Consideremos la
ecuacion resolvente

iAU— AU = F, con A € R. (18)

De (18]) en términos de sus componentes, obtenemos

iu—p=fi (19)
iNp—Au+oau—av+ ¢ = fr (20)
Mo~ = fy (21)

M) — Av—au+av=fi (22)

En (19)-(22) considerando las siguientes identidades
fi=f=0y fo=[f1=wn,
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

AU =@ (23)

iNp — Au+au— v+ @ = wy, (24)
v = (25)

AN — Av — au + Qv = Wy, (26)

A partir de este dltimo sistema, debemos hallar soluciones de la siguiente forma:

U= AWy, © = bW, Vv =cw, v ¥ = dwpy (27)
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con a, b, c,d € C, los que serdn determinados en forma explicita.
Sustituyendo y en convenientemente y aplicando el problema espectral

(17), obtenemos
— Nawy, + (—aAwy,) + caw, — acw, + bw, = w, (28)
—_——

= aAmWm

de modo similar, reemplazando y en y aplicando nuevamente , obtenemos

— Ncw, + (—cAw,) — aaw, + acw, = w, (29)
——

= CAmWm

Sumando y , se obtiene
— A (a+ ¢) w4 (a+ &) Ay, + by, = 2w, (30)

Eligiendo A = \/\;, y sustituyendo en , se obtiene b = 2.
Teniendo en cuenta que u = aw,,, @ = bw,, y b = 2, sustituyendo en , obtenemos

i (awy,) — 2wy, =0

de donde
—2i
a= 31
VAm 31
De modo similar en CON UV = CWyp, U = AWy, @ = bw,,, se obtiene
1 9 —
c=2 = g= YAl (32)

a A Y «

Por tanto,

—21 -2 1 VAm
u:\/T%wmv o =2wWp, v= <\/ﬁ+a> W, Y= <2+ai> W (33)

Sélo resta demostrar que ||U||,, — +o0, cuando m — +o0.
En efecto, sustituyendo en

0|2, = /Q (1Vul? + 6% + Vol + 42 + alu—of) da

simplificando y teniendo en cuenta que lim A, = 400, se obtiene
m—0oQ0

A
’ 2 ’ 2 ’ m
nll_rgo [Umll% = WP_{%O ||¢||L2(Q) = Tr%l—l}éo <4 + 042> = o0. (34)
Recordando que
iINU— AU =F & U = (i\XU — A) ' F, (35)

de , y del Teorema [7] se sigue que, el semigrupo S (t) no es exponencialmente estable.
Con lo que se concluye la demostracién del teorema.
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5. Decaimiento polinomial

En esta seccién, vamos a demostrar que el semigrupo S (t) = et generado por A, asociado
al sistema — tiende a cero polinomialmente conforme transcurre el tiempo, para cualquier
condicién inicial Uy sobre D (A) . Para demostrar lo afirmado, haremos uso del resultado debido
a A. Borichev y Y. Tomilov. especificamente nos referimos al Teorema [4]

En lo que sigue las tres Proposiciones que presentamos, seran de gran importancia para
demostrar nuestro resultado principal.

Proposicién 1 Las soluciones del sistema -, dada por el Teorema@ satisface

/Q o2 dz < | Flly, U]y, (36)

Demostracién. Tomando producto interno en la ecuacién resolvente del sistema — sobre
‘H, obtenemos

MU, = (AU, U)gy = (F,U)y, - (37)
Desde que (AU, U),, = — © 2 dx, de (37)) se obtiene
" Q
AU+ [ lol?do = (.0} (39)

tomando la parte real y aplicando la desigualdad de Cauchy Schwarz, se concluye

/Q (o2 dz = Re (B,U) < |Flly, 1U]l (39)

Proposicién 2 Las soluciones del sistema — dada por el Teorema |§|, satisface

/]Vu|2d:z+/ yvv|2+a/ |u—v|2d:c+/cpud:p§MHU||H ]F||H+/ > dz  (40)
Q Q Q Q Q

donde M es una constante positiva.

Demostracién. En efecto, multiplicando la ecuacién y por u y v, respectivamente, e
integrando sobre €2, y luego aplicando el teorema de Green se obtine

M/@uda:—k/ \Vu]Qda:—i-/goudx—i-a/ \u|2dm—a/vudx
Q Q Q Q Q
—_——

::Il

+i)\/¢vd1:+/ Av|2d:n—oz/uvd:n—|—oz/ |U|2da::/f2ud1:+/f4vdx. (41)
Q Q Q Q Q Q
———

=15
tomando conjugada en y , obtenemos
du=—(@+f1), w=—(V+f3). (42)

sustituyendo idu en I;, i\v en Iy, en la relacién , obtenemos

a/ ]Vu|2dm+/ ]Vv|2d:c+a/ lu — v|? d
Q Q Q

+/<pudx—/ \@]2(1:):—1—/ \¢|2dw+/cpf1d:v
Q Q Q Q

N /Q WFadr + /Q fotida + /Q foode.  (43)
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Luego aplicando la desigualdad de Cauchy Schwarz, Poincaré y teniendo en cuenta que

2
[ 1ol de < [0l 1Pl
Q
de (43) se concluye con la demostracién.

Proposicion 3 La solucién fuerte del sistema - dada por el Teorema |§|, satisface

C C
(1—) [ okae< ( [wutars [ yw|2dx> FRDE U IFL,  (44)
) s N \Us o

donde C'y K son constantes positivas y |A| > 1 es lo suficientemente grande.

Demostracién. En efecto, multiplicando la ecuacién por 1) e integrando sobre 2, obtenemos

i)\/ |1[)|2dx:/Avwd:U+a/ ud)dm—a/ vwdzv+/ f1)dx (45)
Q 0 Q Q Q
tomando conjugada en , obtenemos

=~ (iAXv+ f3) (46)

sustituyendo en , aplicando el teorema de Green, Young la desigualdad de Poincaré y
la Proposicién [1, se obtiene

C C
(1—) / |w12da:s( [vupas+ [ \wr?da:) RPN IFly. (47)
Al Ja Al \Ja Q

donde C'y K son constantes positivas y |A| > 1 es lo suficientemente grande.

Ahora, probaremos el resultado principal de este trabajo, el cual enunciamos a continuacion.

Teorema 9 EI semigrupo S (t) = e asociado al sistema — es polinomialmente estable y
n
15®) Uollye = =7 W0l peay - (48)

Ademas, este resultado es 6ptimo.

Demostracién. A partir de las proposiciones[2)y[3], y efectuando estimaciones convenientemente
se obtiene

Ul < 0 AP 1F I3, 0> 0. (49)
Como (iA — A)U = F tenemos que

[T =2 B = 10l < 0 AR 1Pl

Entonces
(G T
<Al
1E1
Luego
1 (G M
(iN[—A)” H = sup <A
H LH)  ||F|,,#0 ||FH7-[
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Luego, teniendo en cuenta los resultados debido a Borichev y Tomilov [ se sigue que
|5 (t) .A_lHE(H) =0 (t_%) cuando t — oo
esto es, existe una constante positiva 7, que satisface

I8 ® A7 Fll ey < 2 1F e

para valores de t suficientemente grande.
Desde que 0 € p(A), se sigue que el operador diferencial A es sobreyectivo sobre H. Por tanto
la ecuacién —AU = F posee una tnica solucién Uy € D (A) tal que A~'F = Up. Luego
IS () Uolly = ||S (1) A7 F |,
< [[S®) A £ 1AV,

n
< /i 100l pay -

De donde se sigue que
n
1S (t) Uolly < 7i 100l pay - (50)

para t suficientemente grande, por tanto la solucién tiene estabilidad polinomial.
En seguida, demostraremos que la tasa de decaimiento ¢~/2 es la mejor tasa de decaimiento.
En efecto, procediendo por contradiccion, supongamos que la tasa t=1/2 puede ser mejorada por

una tasa de la forma t~2/(279) con 0 < & < 2, el cual significa decir que existe una constante
K > 0, tal que
K
-1
1S @) A™H| £y < 1/(2—2) (51)
entonces por el Teorema |5 para todo e >0y X € p(A), el operador
A2 (iAI-—.A)_lucmﬂ < K, cuando || = oo, (52)

el cual implica, que para todo F' € H,
A2 Ullyy < K[ Fllyg VA €R, A0 (53)

donde U € D (A) es solucién de la ecuacion resolvente (iAI — A)U = F.
De otro lado teniendo en cuenta el Teorema!p,‘existe sucesion de nimeros reales {\,} a1 C R
con Mh_)rglo |[Aul =00y {UM}le C D (A) para #}@1 C H, tal que

(i\, — AU, =F, (54)

es acotado en H y
. —2+e _
dim (AT (Ul = oo (55)
Luego, podemos considerar para cada p € N,
F,LL = (07 w;u 07 w,u)T
T
Uu = (U;u Spuav,u»ﬂ),u)

de donde debido a las condiciones de frontera, U, toma la forma

9

Uy = awy, Qu = bwy, v, = cwy, Y, = dw,
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con a,b,c,d € C.
Luego, siguiendo los mismos argumentos realizados en la demostraciéon del Teorema [8] se
concluye
Mh_)rgo N2 UL, = O (1F) = o0, cuando p — .
Por tanto, la tasa de decaimiento polinomial ¢t~1/2 no puede ser mejorada sobre D (A) y en
consecuencia, se concluye con la demostracién del Teorema.

6. Conclusion

En este articulo consideramos un sistema acoplado de dos ecuaciones de onda débilmente
disipativas, que consiste en dos membranas eldsticas sometidas a una fuerza eldstica, con cons-
tante o en ambas ecuaciones. Por otro lado, el estudio del sistema planteado nos indica que con
un sélo término disipativo en una de las ecuaciones y con energia asociada al sistema decreciente
se obtiene un decaimiento polinomial mas no un decaimiento exponencial.

Asi mismo en este trabajo se establece la falta de decaimiento exponencial del sistema en
estudio y tomando en cuenta la contribucién tedrica reciente debido a Borichev y Tomilov, se
establece la optimalidad del decaimiento polinémial de la energia asociada al sistema acoplado
de dos ecuaciones de onda débilmente disipativo.

Referencias bibliograficas

[1] Adams, R. A. (1975). Sobolev Spaces. United States of America, New York: Academic
Press.

[2] A. Borichev, Y. Tomilov, Optimal polynomial decay of functions and operator semigroups,
Math. Ann. Vol. 347(2) (2009) 455-478.

[3] Fatiha Alabau, P. Cannarza and V. Komornik (2002). Indirect internal stabilization of
weakly coupled evolution equations. J. Evol. Equ., 2, pp. 127 - 150 .

[4] L. Fatori, J.E.M. Rivera, Rates of decay to weak thermoelastic Bresse system, IMA J. Appl.
Math.(2010), 1-24.

[5] L. Gearhart, Spectral theory for contraction semigroups on Hilbert spaces. Trans. AMS
236, 385-394, (1978).

[6] Guardia Cayo, A., & Pérez Salvatierra, A. (2019). Existencia y unicidad para un sistema
acoplado de ecuaciones de onda con término disipativo débil. Pesquimat, 22(2), 75-83.
https://doi.org/10.15381 /pesquimat.v22i2.172

[7] Love, A. E. H. (1942). Mathematical Theory of Elasticity. Fourth Edition, Dover Publica-
tions, New York.

[8] Pazy, A. (1983). Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential
Equations. Springer-Verlag, New York, NY.

[9] Priiss, J. On the spectrum of Cy- semigroups. Trans Amer. Math. Soc. 28, 847-857, (1984).

[10] Rivera, J. E. M. (2007). Estabilizacao de Semigrupos e Aplicagoes. Textos Avanzados.
LNCC. Petropolis.

[11] M.L. Santos, S.C. Gomes (2007). On a coupled system of wave equations weakly dissipative,
Universidade Federal do Para, Belén, Brasil.

56 PESQUIMAT 24(1): 56-{56]



	Introducción
	Preliminares
	Existencia y unicidad
	Falta de estabilidad exponencial
	Decaimiento polinomial
	Conclusión

