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El Teorema de Iwasawa
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Resumen: Sean G un grupo, Q un conjuntoy K = {g € G |wxg =w, Yw € Q}
el nicleo de Q donde G actua sobre el conjunto 2. Mostraremos que G/K es simple
en el caso que el grupo G verifique ser primitivo sobre €2, asi como también que sea
igual a su subgrupo derivado y por ultimo si a € () entonces G, tiene un subgrupo
A que es abeliano y normal tal que G =< A9 | g € G >, donde G|, es el estabilizador
de a en G.

Para finalizar daremos una aplicaciéon de que el grupo alternante As es simple.

Palabras clave: accién, transitivo, grupo primitivo, bloque y nicleo.

The Iwasawa’s Theorem

Abstract: Let G be a group, Q aset and K = {g € G |w* g = w, Yw € Q} the
nucleus of 2 where G acts on the set (2. We will show that G/K is simple in the
case that the group G verifies to be primitive on 2, as well as that it is equal to its
derived subgroup and finally if o € € then G, has a subgroup A that is abelian and
normal such that G =< A9 | g € G >, where G, is the stabilizer of o in G. To finish
we will give an application that the alternating group As is simple.
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1. Introduccion

En preliminares recordaremos las definiciones de subgrupos, subgrupos normales, subgrupos
conmutadores y grupo de permutaciones. Definiremos también conjuntos transitivos y bloques.

Se verd la definicién de bloques triviales y de grupos primitivos asi como también la definicién
de estabilizador y por ultimo definiremos el nucleo de un conjunto donde G actua sobre dicho
conjunto.

En el punto 3 que es donde se demostrara el teorema de Iwasawa, utilizaremos las definiciones
anteriores y dos afirmaciones para caracterizar a los grupos primitivos en el teorema 3.2 y por
ultimo demostraremos el teorema central de este trabajo que tiene por nombre el Teorema de
Iwasawa. Este teorema nos permite saber cuando un grupo cociente G/K es simple teniendo
tres hipdtesis, la primera es que G sea un grupo primitivo, la segunda es que el grupo derivado
de G sea igual a G y por tltimo si a € 2 entonces G, tiene un subgrupo A que es abeliano y
normal tal que G =< A9 | g€ G >,donde K ={g € G |w* g =w, Yw € Q} es el nucleo de .

En el punto 4, que es una aplicacion del teorema de Iwasawa demostraremos que el grupo
alternante As es simple o sea que sus Unicos subgrupos normales son los triviales.

De las aplicaciones del Teorema de Iwasawa, una de las més importantes es la siguiente: el
grupo especial lineal proyectivo PSL(n, F) es simple excepto para PSL(2,F3) y PSL(2,F3), don-
de I es un cuerpo finito. Esta aplicacién no serd presentada en este trabajo, lectores interesados
pueden consultar las referencias [1], [2] y [3].

2. Preliminares

Recordemos que si G es un grupo y A, B son subconjuntos no vacios de G podemos definir el
conjunto AB := {ab|a € A,b € B}.

Teorema 2.1 Sean G un grupo y H un subgrupo de G, lo que denotamos con H < G. Son
equivalentes:

(i) g~*hg € H, para cada g € G y cada h € H.

(ii) g"*Hg = H, para cada g € G.

(i1i)) gH = Hg, para cada g € G.
Demostracién. Ver [5], pdgina 153.

Definiciéon 2.2 Sean G un grupo y H < G. Decimos que H es un subgrupo normal de G, lo
cual denotamos con H < G, si H satisface una de las equivalencias del teorema anterior.

Sabemos que si G es un grupo entonces sus subgrupos triviales son subgrupos normales de G.

Definicion 2.3 Si los unicos subgrupos normales de un grupo G son los triviales entonces G es
llamado grupo simple.

Teorema 2.4 Sean G un grupo, H G y N < G. Se cumplen:
(i) HN = NH y HN < Q.
(ii) Si G es un grupo abeliano entonces G/H también es un grupo abeliano.

(i1i) Si H < N entonces H < N.

Demostracién. Ver [5], pagina 157.
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Definicién 2.5 Sean G un grupo y G’ = ([a,b] | a,b € G), donde [a,b] = a~'b~tab es llamado
el conmutador de a y b. Asi definido G’ es llamado el subgrupo conmutador de G o también
el subgrupo derivado de G.
Teorema 2.6 Sean G un grupo y G' el conmutador de G. Se cumplen:

(1) G'<G.

(ii) G/G' es abeliano.

(iii) Si N QG tal que G/N es abeliano entonces G' C N.

Ver [5], pagina 154.
Teorema 2.7 Sean H <G y K < G.Se cumple K/ HNK = KH/H.

Demostracién. Ver [5], pagina 166.

Definicion 2.8 Sean G un grupo, £ un conjunto. Decimos que G actua sobre Q) si la aplicacion

«OxG — Q
(w,9) = wxg

satisface lo siguiente:

(i) w* (g192) = (W* 1) * g2 , para cada w € Q y cualesquiera g1, g2 € G
(ii)) w1 =w , para cada w € Q
Ejemplos 2.9

1. Dado el conjunto Q = {1,2,3,...,n}, definimos el grupo de permutaciones denotado por
Sp={m:Q — Q|7 biyectiva} con la operacion composicion.

Se cumple que Sy, actua sobre €2, donde

x:QxS, — Q
(w,m) = wxr=7(Ww).
2. Sea V un K-espacio vectorial donde V =K".

Definimos el grupo lineal GL(V) = {f : V. — V | f es lineal e invertible} con la
operacion de composicion.

Se cumple que GL(V) actua sobre V donde

«:V x GL(V) — \Y%
(v, f) ¥ vxf=f(v)

3. Sea G un grupo. Se cumple que G actua sobre G donde

x:GxG — G
(w,9) — wxg=uwg.
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4. Sea G un grupo. Se cumple que G actua sobre G donde

*x:Gx G — G
(W,g9) — wxg=g 'w.

5. Sea G un grupo. Se cumple que G actua sobre G donde

x:Gx G — G
(w,9) — w*xg=wd =g lwg.

Definicion 2.10 Sea G un grupo que actua sobre ). Decimos que € es transitivo si para cada
par a, B € Q) existe g € G tal que ax g = .

Ejemplos 2.11
1. En los ejemplos anteriores tenemos que 2, G y V son transitivos.

Definicion 2.12 Sea G un grupo que actua sobre ) y sea AC ). Decimos que A es un blogue
de G si Ag=A 0o AgN A=, para cada g € G , donde Ag ={w*g|w EA}.

Ejemplos 2.13
1. A={w} es un bloque de G.
2. A=Q es un bloque de G.

Estos bloques son llamados bloques triviales de G.

Definicion 2.14 Sea G un grupo que actua sobre ) y supongamos que §) es transitiva. Decimos
que G es un grupo primitivo o que G es primitivo sobre Q) si sélo posee bloques triviales.

Ejemplos 2.15
1. GL(V) no es primitivo sobre V — {0}.
2. S, es primitivo sobre Q ={1,2,3,...,n}.
3. El grupo alternante A, es primitivo sobre si mismo para cada n > 3.

Definicion 2.16 Sea G un grupo que actua sobre ). Definimos el estabilizador de o en G
por G, ={g € G| ax*xg=a}, donde a € ().

Teorema 2.17 Sea G un grupo que actua sobre ). Se cumplen las siguientes afirmaciones:
(i) Go <G
(ii) Si B € Q es tal que B = axg con g € G entonces (Go)? C G , donde (Go)? := g~ Gag

Prueba.

La parte (i) es facil de ver. Veamos (ii). Dado h € (G4)? = g 'G.g entonces existe j € G,
tal que h = g~ 'jg. Ya que j € G, entonces a*j = . Ahora Bxh = (axg)* (g7 jg) = ax(jg) =
(a* j)*g=axg=p. Por tanto h € Gg.

Definicién 2.18 Sea G un grupo que actua sobre Q y K ={g € G |w*xg=w, Yw € Q} CG.
El subconjunto K es llamado el nicleo de ).
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Teorema 2.19 Si G es un grupo que actua sobre Q y K es el nucleo de € entonces K < G.

Prueba.

Es fdcil ver que K = ﬂ G, entonces K < G. Ahora probemos g 'Kg = K para cada
aef)
g € G. Dados g € G y k € K tenemos que gilkg € gflKg. Por otro lado w * (gilkg) =
((w * g_l) xk)xg = (wx g_l) x g = w. BEsto quiere decir que para cada w €  tenemos que
w* (g7kg) =w , luego g 'Kg C K.

3. El teorema de Iwasawa

Antes de enunciar y demostrar el teorema de Iwasawa vamos a caracterizar a los grupos primi-
tivos ya que tal caracterizacién es fundamental para la prueba de dicho teorema.

Afirmacién 1.

Si H< Gy G, < H entonces «H = {a*h|h € H} es un bloque de G.

En efecto:

Sabemos que aH es un bloque de G si y solo si aHg = aH 6 aHgNaH = ().
Si g € H es facil ver que aHg = aH.

Si g ¢ H y supongamos que aHg N aH # () entonces g € H.

Por lo tanto aHg N aH = (.

Afirmacién 2.

Si a €A donde A es un bloque de G entonces Go, < Gp < G donde G, :={g € G |A g =A}.
En efecto:

Dado g € G, entonces o * g=a luego oo EAg N A, entonces A g =A.

Por lo tanto g € G,4.

Definicién 3.1 Sean G un grupo que actua sobre 2, que es transitivo, o € € fijo.
Definimos las siguientes aplicaciones:

p: F — G

H — o

v:Gg — F

A = G

donde F:={H <G |Gy <H}, G:={A | A esun blogue de G y o €EA}.

>

Afirmacién 3.

Yo p=1idr.

En efecto:

Dado H € F entonces (Yo p)(H) = ¢Y(aH) = Gog :={9 € G| aHg = aH}. Es fécil ver que
H C Gupg.

Ahora, dado g € G,y entonces aHg = aH y consideremos m € aHg entonces m = «a * (h1g) =
a*hy para ciertos hi, hs € H , luego arx (hlghgl) = a y resulta que hlghgl € G, pero dado que
H € F entonces G, C H. Esto quiere decir, que highy L'e H , luego g € H entonces tenemos
que Gog C h.

Por lo tanto (¢ o ¢)(H) = H.
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Afirmacién 4.

p o1 =idg.

En efecto:

Dado A€ G entonces (po9)(A) = p(Gy) = aGy.

Sea w € a(G, entonces existe g € G tal que w = a* g de donde Ag N A = (), luego Ag=A , pero
w €EAg=A entonces w €A.

Por lo tanto aG, CA.

Dado w €A entonces existe g € G tal que w = a * g , pues € es transitiva. Tenemos que g € G
pues Ag=A ya que w €A N Ag# (. Por lo tanto AC aG,.

Teorema 3.2 Sea G un grupo que actua sobre 2.
Entonces G un grupo primitivo st y solo si G4 es un subgrupo maximal de G para algin o € €.

Prueba.

[=] Sea G, < H & G. Por afirmacion 1, aH es un bloque de G y o € aH.

Por ser G primitivo tenemos que aH = {a} o aH = Q, en el primer caso H C G4, de donde
H = G, mostrando ast que G, es maximal.

Veamos que el seqgundo caso, aH = §, es imposible. En efecto, notemos primero que aG = €,
pues, si € ) cualquiera, por ser la accion transitiva, existe g € G ta que § = ax g € aG, de
donde Q C aG C Q. Asi p(G) = aG =Q = aH = ¢(H), luego G = H por ser ¢ biyeccion.Un
absurdo, pues H & G.

[<] Sea A un blogue de G y supongamos que A% Q. Afirmamos primero que A# Q entonces
Gar G G. En efecto, sea a €A, si Gn = G, tenemos que (L) = Gp = G = Y(p(G)) entonces
por ser v biyeccion tenemos que A= o(G) = aG, luego A= {axg:g € G}. Sea w € Q— A,
como la accion es transitiva,existe g € G tal que w = a* g €A pues A={ax*xg:g € G} y esto
es un absurdo.

Veamos ahora que A es un conjunto unitario. Sean «, 8 €A, por afirmacion 2 y por lo anterior
tenemos que Go < Gp & G, Gg < Gp & G y por mazimalidad G, = Gp = Gg asi Y({a}) =
Go = Gg =9 ({B}), luego por ser i biyeccion {a} = {B}, lo que implica que A es unitario.
Esto muestra que G es primitivo.

Teorema 3.3 (Teorema de Iwasawa) Sea G un grupo que actua transitivamente sobre Q tal
que se cumplen:

(i) G es un grupo primitivo
(i) G' =G

(iii) Si a € Q, Gy, tiene un subgrupo A que es abeliano y normal de modo que

G=<A9|geqG>.

Entonces G/K es un grupo simple.

Prueba. Sabemos que los subgrupos normales de G/K estan en correspondencia con los sub-
grupos normales de G que contienen a K , luego basta probar que si N <G con K < N entonces
N=GJéN=K.

Supongamos que N # K entonces tenemos Go < NGy < G , luego por el teorema 3.2 y la
hipdtesis (i) se tiene que Go es un subgrupo mazimal de G , entonces Go, = NG, 6 NG, = G.
Si se da el caso G, = NG, se tiene que N C G, entonces N9 C (G,)? y dado que N QG
tenemos que N = N9 := g ' Ng , luego N = N9 C (G,)9. Ahora tomemos 8 € Q arbitrario
entonces eriste g € G tal que B = a x g pues Q es transitivo, luego por teorema 2.13 (ii) se
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tiene que (Go)Y9 C Gg entonces tenemos que N C Gg para cada B € Q luego N C ﬂ Gg =K

BeN
entonces N C K y dado que K < N conseguimos que N = K lo cual es una contradiccion. Por

lo tanto nos queda el caso NG, = G.

Afirmacion. G = AN. En efecto: dado g € G = NGa entonces g = nh , para ciertos n € N,
h € Gy. Ahora A9 = AW = (nh)A(nh)™! = (nh)A(h*n=1) = n(hAhY)n~L y por ser
A un grupo normal en G, tenemos que n(hAh™)n=t = nAn=1, luego A9 = nAn~L. Por
teorema 2.4 (i) tenemos que AN = NA pues N <G y A < G, nAn=! C AN y es fdcil ver que
nAn~—' < AN | luego A9 < AN , para cada g € G entonces G = AN pues G =< A9 | g€ G >.

Tenemos que G/N = AN/N =2 A/ANN por teorema 2.7 y dado que A es abeliano entonces por
teorema 2.4 parte (ii) obtenemos que AJANN es abeliano , luego G/N es abeliano, G' C N por
teorema 2.6 (iii) , pero por la hipdtesis (i) G' = G entonces N = G.

4. Aplicaciéon

Como una aplicacion sencilla del teorema de Iwasawa, mostraremos que el grupo alternante As
es un grupo simple. Antes enunciemos un lema, cuya prueba puede verse en [6] pagina 107.

Lema 4.1 Para n > 3, todo elemento de A, es un 3-ciclo o producto de 3-ciclos.

Observacion 1. Se sigue del lema anterior que el conjunto de los 3-ciclos genera todo As.

Ahora G = Aj actia sobre Q = {1,2,3,4,5} mediante

$OxG — Q
(i,9) = ixg=g(i).

Esta accién es transitiva, pues para a # (8 en 2 existe g = (af3) tal que a*x g = g(a) = 5.
Notemos que, para « fijo arbitrario en €2 tenemos que: g € G, si y solo si g(a) = a si y solo si g
mueve solo 4 elementos si y solo si g es un elemento de Ay, por lo tanto G = Ay, para todo a € 2.

Supongamos que G, no es un subgrupo maximal de As, para algin « € ). Entonces, existe
H < As ta que G, & H G As entonces | Gy |<| H |<| As | entonces 12 <| H |< 60 pues
G = Ay, pero por el teorema de Lagrange 12 divide a | H | y | H | divide a 60, concluimos que
tal H no existe. Asi G, es un subgrupo maximal de As, para todo a € ), y por teorema 3.2,
G = As es un grupo primitivo.

Para a = 5, tenemos que G, = Ay tiene como subgrupo normal y abeliano al conjunto

A= {(1), (12)(34), (13) (24), (14) (23)}.

Recordemos que toda permutacién de la forma (ab)(ed), con a,b,c,d, distintos dos a dos es
llamado un (2, 2)-ciclo.

Lema 4.2 Todo (2,2)-ciclo es conjugado a un elemento de A.

Prueba. Los (2,2)-ciclos que no estan en A son aquellos que contienen al nimero 5, tomemos

uno de estos (2,2)-ciclo y sin perder generalidad, asumamos que es de la forma (b5)(cd), con

b, c,d, distintos dos a dos y b, c,d < 5. Tenemos que [(165) (1b)(cd)(165)~1 | = (b5)(cd).
~—

€A
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Observacidén 2. Del lema anterior se sigue que cada (2,2)-ciclo pertenece a un conjunto de la
forma gAg~!, para cierto g € As.

Lema 4.3 Todo 3-ciclo es producto de (2,2)-ciclos.

Prueba. Sea (abc) un 3-ciclo cualquiera, tenemos que (ab)(ed) (be)(ed) = (abc).
—— —
(2,2)—ciclo (2,2)—ciclo

Del lema anterior y las observaciones 1 y 2 concluimos que G = As =< gAg~': g € G >.

Veamos ahora que G = G’. En efecto: de lo anterior, bastara ver que todo (2,2)-ciclo esta en
G'. Sea (ab)(cd) un (2, 2)-ciclo cualquiera, tenemos (ab)(cd) = (abe)(abd)(abe) ™t (abd) ™",

Hasta aqui, hemos comprobado todas las hipotesis del teorema de Iwasangpara As. Resta cal-
cular el nicleo K de Q. En efecto: g € K si y solo si g(a) = a, para todo a €  y esto ultimo
es equivalente a g = (1), asi K = {(1)}. Finalmente, por el teorema de Iwasawa tenemos que
G/K = A5 /{(1)} = A5 es simple.

Los interesados en conocer otras aplicaciones pueden ver las referencias [1] y [2].

5. Conclusion

Hemos visto que el grupo alternante As es simple como una aplicacién del teorema de Iwasawa.
La prueba presentada es diferente de la usual.

Lo que motivo a los autores a presentar este trabajo es lo desconocido que es este teorema y la
poca bibliografia en los idiomas, como el ingles, portugues y espanol. Los aportes que han dado los
autores en este trabajo, son desmenuzar el teorema de Iwasawa y una prueba original de que As
es simple, utilizando el teorema de Iwasawa. Se puede generalizar que A,, donde n > 5, es simple
utilizando el teorema de Iwasawa, ver [4], pdgina 15. La aplicacién mas importante del teorema de
Iwasawa es que el grupo especial lineal proyectivo PSL(n,F) es simple excepto para PSL(2,F3)
y PSL(2,FF3), donde F es un cuerpo finito, PSL(n,F) = SL(n,F)/Z N SL(n,F), Z es el centro
de GL(n,F) = {Anxn | Det(A) # 0} y SL(n,F) = {Anxn € GL(n,F) | Det(A) = 1}. Si el
cuerpo F es infinito entonces siempre PSL(n,F) es simple. Los grupos PSL(2,F9) y PSL(2,F3)
no son simples pues PSL(2,Fy) = S3 y el nimero de elementos de PSL(2,F3) es 24. Para més
informacion ver las referencias [1], [2] ¥ [3].
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