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Resumen: En este trabajo presentamos preliminarmente y muy brevemente los
llamados H-espacios y las H-aplicaciones, asi como también el dlgebra de Hopf,
conceptos que son utilizados en el calculo de Homologia de H-espacios resaltando
en todos los resultados la condicién de arco conexo para una H-espacio. Ademas
probamos algunos resultados relacionados a la dualidad de Poincaré, los cuales estan
basados en los trabajos estudiados en [5], donde se destaca la relacién isomérfica entre
HY(X,Zy) y Hy—q(X;Z,). El cual permitird mostrar el isomorfismoH,,_4(X,G) =
H1(X, @A) para cualquier grupo abeliano G.
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Poincaré duality in the homology of H-spaces

Abstract: In this work we preliminarily and very briefly present the so-called H-
spaces and the H-applications, as well as the Hopf algebra, concepts that are used in
the calculation of Homology of H-spaces, highlighting in all the results the connected
arc condition for an H-space. We also prove some results related to Poincaré dua-
lity, which are based on the works studied in [5], where the isomorphic relationship
between HY(X,Zy) and Hy,q(X;7Z,) is highlighted.
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1. Introduccion

Hay diversas teorias de homologia, relacionado el objeto matematico que se pretenda estudiar.
Por ejemplo un espacio topolégico o un grupo, lo asociamos a alguna de estas teorias. Cuando
es posible la descripcion geométrica a dicho objeto, el n-ésimo grupo de homologia describe el
comportamiento del objeto en la n-ésima dimensién.

Los origenes de la homologia se atribuye con el comienzo de la caracteristica de Euler o formula
del Poliedro de Euler, el cual fue seguido por la definicién de Riemann de invariantes numéricos
de género y conexién de n-veces en el ano 1857, y la prueba de Betti en 1871 de la independencia
de los “numeros de homologia” de la eleccién de la base. En este contexto consideramos la cate-
goria %4 cuyos objetos son espacios topoldgicos con punto base y los morfismos son aplicaciones
continuas que preservan punto base. De este modo YX denota el espacio de funciones que pre-
servan punto base con la topologia compacta abierta y [X, Y] el conjunto de clases de homotopia
que preservan punto base de aplicaciones que preservan punto base de X en Y. Como nuestro
objetivo es, estudiar la homologia de los denominados H-espacios y la dualidad de Poincaré,
presentamos preliminarmente en esta seccién la definicién de H-espacio, aplicaciones entre H-
espacios y, otras definiciones y resultados que permintira el calculo de homologia de H-espacios
y por ende facilitard mostrar el Teorema de dualidad de Poincaré. Antes de abordar el tema
central del trabajo presentamos en esta parte introductoria algunas definiciones de topologia y
algebra.

1.1. H-espacios y resultados topologicos basicos

Definicion 1.1. Dados dos aplicaciones continuas
f’g : (va(]) - (KyO)

Diremos que f es homotopico a g y escribiremos f ~ g si existe una aplicacion continua H :
X xI =Y tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(x), para todo x € X, y H(xo,t) = yo, para
todo t € I € [0,1].

Se tiene que “~" es una relacion de equivalencia y el conjunto de todas estas clases de equiva-
lencia bajo esta relacion se denota por [X,Y]. En el caso de que X = S™ es la esfera unitaria
de dimension n, se denota por: m,(Y) = [S™, Y] y s denomina el n-ésimo grupo de homotopia
deY.

Definicién 1.2. Sea Y un espacio con punto base yg, diremos que Y es un H-espacio si existe
una aplicacion continua m :' Y XY — Y tal que mi; >~ mig >~ Idy. Donde i1,i2 : Y - Y xY

son las aplicaciones definidos por: i1(y) = (y,yo), i2(y) = (Y0,y)-

A la aplicacién m se denomina multiplicacion.

Sea Y espacio topoldgico con punto base yg. El conjunto de todos los caminos en Y con pun-
to inicial y el punto final yy con la topologia compacta abierta es denotada por Q(Y,yg). Se
denomina espacio de lazoss de Y basado en yy. La multiplicacion estd dado por:

m: QY,y) xQY,0) — QY )
(avﬁ) — m(aaﬁ):a*ﬂ

donde:
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Definicion 1.3. Dada una multiplicacion f : X — Y, donde X,Y son H-espacios con multi-
plicaciones mx y my respectivamente; diremos que f es una H-aplicacion si el diagrama:

Ixf

X x X Y xY

mx my

X Y

es conmutativo, salvo homotopia, esto es: fmx ~my(f x f).
Definicion 1.4. Un H-espacio topoldgico Y es homotdpicamente asociativo si el diagrama

mxIdy

Y xY xY Y xY
Idy xm m
Y xY m Y

es homotdpicamente conmutativo, esto es: m(Idy x m) ~ m(m x Idy).

Un H-espacio Y tiene inverso si existe una aplicacién continua o : Y x Y tal que m(o x Idy )A =~
m(Idy x ~)A ~ Cy,, donde:

Cyo 1 Y — 7o es la aplicacién constante

A:Y xY xY esla aplicaciéon diagonal

Definicion 1.5. Un H-espacio Y es homotépicamente conmutativo si el diagrama

Y xY m Y
T

m
Y xY

es homotdpicamente conmutativo, esto es: mT ~m, donde T(x,y) = (y,x) para todo z,y € Y.

Definicion 1.6. Una aplicacion f : A — B es llamada aplicacion cofibra, si dados X, g: B — X
y homotopia H : A x I — X, comenzando en gf, existe una homotopia G : B x I — X que
comienza en g y satisface H = G(f x Idy)

A€ AxIT

fjly

f BxI H
B

Definicion 1.7. El cono reducido sobre un espacio X, denotado por cX es definido por X A1
(punto base de I es 1).

g
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Definicién 1.8. Para cada aplicacion f: A — B, la aplicacion cono de f, denotado por Cy es
definido como el espacio obtenido de B identificando, paracada a € A los puntos.

aNo€cAy f(a) en B

cA

f(a) B

Proposicién 1.1. Para Y un H-espacio homotopicamente asociativo con inverso, la sucesion

A N B(—f> Cy , induce una sucesién eracta de grupos

()" I
[Cp, Y] == [B, Y] —=[A,Y]

La construccién de C'y puede iterarse y obtener una sucesién larga de espacios y aplicaciones.

f// f(3)

A f H f Cf Cf/ Cf”

Corolario 1.1. Para Y un H-espacio asociativo con inverso, la sucesion de grupos

——clep Y)Y 1o, v Y By (Y
es exacta.
Proposicién 1.2. Si f: A — B es una aplicacion cofibracion entonces Cy ~ m

Definicién 1.9. Dados los espacios X e Y, la junta (join) de X con'Y, X Y, es el espacio

cociente:
X xIxY

~

X*xY =

(x,O,y) ~ (x,O,y’)
(:z:,l,y) ~ (.CC/,OMy)

Si (X,m) es un H-espacio, existe una aplicacién bien definida:

donde: , para todo z,x' € X y para todo y,y' €Y, I =10,1].

h: X+xX — X
(z,t,y) > hlz,t,y] = (m(z,y),1)

a la cofibra de h se denomina el Plano Proyectivo P X.
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Algunas veces es usual reemplazar X * X por » (X A X) via la equivalencia homotépica

Xx X 2o (X x X) =% (X A X)

Az, t,y) = (x,y,t) , ¢q: X x X — X AX aplicacién cociente

Existe una aplicacion

Ox ) (XAX)—> > X
HX:—Zﬂ'l—i-Zm—Zﬂ'g

Aqui estamos usando el hecho de que las multiplicaciones de una suspension en otro espacio
forma un grupo.
La cofriba de 6x es también considerado como P> X salvo homotopia.

Proposicién 1.3. Sean (X,mx) y (Y, my) H-espacio, una H-aplicacion f : X — Y induce
una aplicacion Pof : PoX — PY .

Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

2 (INF)

YIUXAX) Y(YAY)

9X 9Y

S X =/ Sy

ix (3%

P2X P2Y

La propiedad de cofibracién implica la existencia de una aplicacion: Pof : Po.X — PoY que
extiende ) f.

Dado un diagrama conmutativo:

> f

2 X Y

Jo X ——

RY
f es una H-aplicacion. O

Si (Y,my) es un H-espacio con inverso o : ¥ — Y podemos considerar la aplicacion Dy :
X x X — Y, donde X es también H-espacio definida por:

Dy(X1, Xo) = my (fmx (X1, X2), my (0(X2), 0(X1)).
Si el punto base actiia como la identidad Dy : (X V X) = Yj la aplicacién inducida por Dy

Di:XAX =Y

PESQUIMAT 27(1): [18/37 22
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Se denomina H-desviacién de f.
Podemos reformular D en términos del plano proyectivo.
Existe el siguiente diagrama (posiblemente no conmutativo)

2 (INF)

YIUXANX) (Y AY)

0x Oy

S X =/ Sy

ix iy

P X PY

las columnas son cofibraciones.
Definamos la H-desviacién:

Df:Y (XAX)= > Y
Dy=Y fox—0y> (fAf)
Proposicién 1.4. z'yf)f ~ x < f es una H-aplicacion.

Demostracion.

(=) Supongamos iyf)f ~ % entonces * ~ iy Dy ~ iy Y. fOx, puesto que iyfy ~ x por la
propiedad de cofibracién de la columna de la derecha de x.

Por el hecho de que la columna de la izquierda de (x) es cofibracién, existe una aplicacién
ng : P2X — P2Y
Tal que el siguiente diagrama:s:

> f

2 X DY

P f

PX RY
conmuta, luego f es una H-aplicacién.
(<) Supongamos que f es una H-aplicacién, existe P f, luego:

iy Zfe)( = ngiXQX >~k
de donde:

iy Dy = iy (ZfHX—HyZ(fAf)> ~ %

O]
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Proposicién 1.5. Sean X,Y,Z H-espacios, X N y -7 aplicaciones. Entonces l~)gf ~

> gDs+ Dy Y(f A f)-

Demostracion.

Dyg = > (91)0x — 02 (D 9f A9
:Zg(ngx—Hyz(f/\f)) + (Zgﬁy—@ZZ(g/\g)) Z(f/\f)

:Zgﬁf"‘ﬁg(f/\f)

Hay una correspondencia biyectiva de H™(X, . #") en [X, K(2 ,n)] donde ¥ es un cuerpo y
K (2 ,n) espacios de Gilemberg Maclane.
También K(#,n) = QK (% ,n+ 1) es un H-espacio. Si [f] € H"(X,. %), f: X — K( ,n) es
una H-aplicacion si y solo si el diagrama

Xx X — T LK n) x K(H,n)
mx mi
X 7 K(% ,n)
conmuta salvo homotopia.
Esto es, mi(f X f) ~ fmx.
[ (fx ] [fmx] e [X x X, K(A,n)] = H'(X x X, .7)

Si £ es un campo
[m (f x f) = fmu] = [m(f x f)] = [frmx]
A(in) — Af*(in)
in®id+id®in) — f*(in) ® id —id @ f*(in)

\;&H
® ®
*
\_/Xv

donde A(X) = A(X) - X ®1-1® X, luego D}(in) = Af*(in) = D(f). O

1.2. Algebra de Hopf y otras definiciones

Definicién 1.10. Un K-mddulo graduado A es una familia de K-mdédulos {A,}, n >0, n € Z.

Definicion 1.11. Si A y B son K-mddulos graduados,un morfismo de K-mddulos graduados
f A — B es una familia de morfismos {fn} tal que f, : A, — By es un morfismo de K-
modulos.

Definicion 1.12. Un dlgebra sobre K, es un K-mddulo graduado A, juntamente con morfismos
de K-mddulos graduados

p: ARA— A A n:K—A

PESQUIMAT 27(1): [18/37 24
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Tal que los diagramas

14®¢p n®la

ARARA AR A K@A—""—>A®A
PpR14 ¥ \ /
Ax A A A
©
/ \

son conmutativos.

El morfismo ¢ es llamado multiplicacién del algebra y 7 es llamado la unidad de A.
Una aumentacién de una algebra A es un morfismo de dlgebras ¢ : A — K y una &algebra A
juntamente con una aumentacién ¢ es llamado dlgebra conmutativa (o suplementada).

Definicion 1.13. Una codlgebra sobre K es un K-mddulo graduado A juntamente con morfis-
mos de K-modulos graduados

A A3 ARQA A et A=K

Tal que los diagramas

e®1a

A 2 A® A ApA—21 koA
A A®14 \ /
Ax A Y ARARA A

/ \

son conmutativos.

El morfismo “A” es llamado la comultiplicacién del codlgebra A y € es llamado la unidad de A.
Una aumentacién es un morfismo de codlgebras n : K — A y una coalgebra aumentada.

Definicién 1.14. Un dlgebra de Hopf sobre K es un K-mddulo graduado A junto con morfismos
de K-mddulos graduados

p: ARA—= A , n:K— A
A:A—- AR A , e: A=K

tal que

(1) (A,,n) es un dlgebra sobre K en aumentacion €.

25 PESQUIMAT 27(1): [18/37
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(2) (A, A,¢e) es un codlgebra sobre K con aumentacion n.

(3) El diagrama

A®A ¢ A = A®A
ARA PP
ARARAR®A CeTeL ARARA®A
es conmutativo.
Consideremos un &lgebra aumentada A, ¢ : A — K una aumentaciéon I(A) = ker(e) ideal
aumentacién de A.
K il A < K |, en=1g

A =TImg(n) ®ker(e) = K@ I(A).

Definicién 1.15. Sea A = H(V,n,A,e,s) un dlgebra de Hopf. Un elemento x de A que satis-
face: A(z) =1®@xz+x® 1 se llama elemento primitivo.

Definicién 1.16. Si A es un dlgebra de Hopf, el mddulo de primitivos es denotado por P(A) y
es definido por:

PA ={XeceA/AX =X®1+1® X}
Una aplicacién f : A — B de algebras de Hopf que preservan productos y coproductos induce
una aplicacién P(f) : P(A) — P(B).
El médulo de indescomponibles es denotado por Q(A) y es definido por:

1(A)

O =

I(A) ideal aumentacién de A.

A es primitivamente generado si la aplicaciéon natural
P(A) — I(A) — Q(A) es sobre.
Proposicién 1.6. f: X — K(,n) es una H-aplicacion, entonces
(a) [f] € H"(X, %) es primitivo y reciprocamente.

(b) f es adjunto a una aplicacion f': ZX — K (& ,n+1) que extiende a P,S y reciproca-
mente.

Demostracion.

(a) (=) f esuna H-aplicacién, Mg (f x f) ~ fMx, entonces M (f x f)] = [[Mx] es decir
Alf]=0

0=A[f]=Alf]-[flol-1a[f]
Alfl=[fl®1+13][f]

luego [f] es primitivo.

PESQUIMAT 27(1): [18/-37] 26
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(<) [f] € H™(X,.#) primitivo entonces Af = [f] ® 1 + 1 ® [f] pero

Af=Af-[fl®1-1®[f]=0
Af=0

esto es

(M (f x f)] = [fMx]
My (f x f) = fMx

el diagrama siguiente conmuta salvo homotopia.

X xX XL K () x K(H ,n)
mx mK
X ; K(A ,n)

Asi f es una H-aplicacién.
(b) Si f es una H-aplicacién, existe un diagrama conmutativo esto es

> f

> X > K(A n)
i1(X) i1(H)
Py f n
PX PQK(%,TL) K(%,?’L—Fl)
con Ni(K) Y f adjunto a f, f = NPf. O

2. Homologia de H-espacios

en esta seccién mostraremos mostraremos el Teorema, relacionado al calculo de homologia de
H-espacios, y consecuentemente presentamos algunos resultados. No haremos suposiciones espe-
ciales de asociatividad; en caso contrario (no asociatividad), definimos por induccién la n-ésima
potencia, esto es: 20 = 1, supongamos que esta definido z™, entonces z" ! = z"3.

Si M es un médulo sobre el anillo Z;, con p-primo, el dual de M descrito como M* = Hom(M, Z,,),
para ¢ € M*, m € M, denotamos por ¢(m) elemento en Z,, el valor del homomorfismo ¢
evaluado en m. En este mismo contexto si £/ un algebra de Hopf sobre Z,; entonces su algebra
de hopf dual serd denotado por E*.

Definicién 2.1. Un elemento x € E™ se dice que tiene implicaciones infinitas (co-implicacio-
nes) si existe una secuencia de elementos (Tn)nen,, con vo =z, r € E™", x5, # 0 tal que para
cada k cualquiera se tiene:

i) Thp1 =} 0
i) Euxiste ¢, € E* tal que pp(zg) # 0 y @) (xp1) # 0.

Observacion.
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1. De la definicion anterior, si E y E* son asociativas, entonces tales dlgebras (E y E*) son
equivalentes. La existencia de un elemento que soporta la definicion |2.1] implica que E es
infinito dimensional.

2. Previamente al resultado principal, presentamos seis proposiciones que facilitardan la prueba
del resultado en mencion.

Proposicién 2.1. Sean E un dlgebra de Hopf, y ¥V : E — E ® E la aplicacion diagonal (co-

n

dalgebra) entonces ¥(x") = Z <Z> 2" * @ zk, donde x es un elemento primitivo en E*™.
k=0

Demostracion. Usando induccién matematica, y de manera andloga al Teorema binomial de

Newton, con respecto al nimero combinatorio <Z> O
Proposicién 2.2. Sea E un dlgebra diferencial de Hopf sobre el cuerpo Z,, ¥V : E — F® FE

la aplicacion diagonal, E* el dlgebra dual de Hopf de E, asi que V* : E* @ E* — E* es su
multiplicacion. Sea x un elemento primitivo en E*™, ¢ € E*. Entonces ¢"(z") = n!(p(x))".

Demostracion.

O]

Proposicién 2.3. Sea E un dlgebra diferencial de Hopf sobre Z,, con diferencial d, y de grado

—1; E* su dlgebra dual diferencial de Hopf, E-Y-FoFE-—>E , Yy By =Zy. Sea v # 0 un
elemento primitivo de Ea, con x = dy, y € E3, tal que p(x) # 0 y pongamos d*¢ = n con
n =y* (elemento dual de y). Entonces (P~ 'n)(xP~1y) # 0.

Demostracion. Observemos que

n(y) = (d°p)(y) = ¢(dy) = (z) # 0 (1)
entonces (P~ n)(xP~ly) = [U*(¢P~! @ n)] (2P~ y), también
(@ en)[P(Py)] = [P @[ (y)] (2)

Sabemos que, por definicién ¥ es una aplicacién de algebras. Ahora usando la proposicion [2.1

se tiene
p—1 1
(Pt = Z (p ) ) 2Pk gy
k=0
ysea Wy = >y, ®uyp+y®1+1®y. Puesto que n anula cualquier elemento que no esté en
dimension 2n + 1, entonces la expresion se reduce a

(P len) 2P oy+(p-1) Z:cp’2y£ ® Ty (3)

t
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donde “t” es tal que dim(y;) = 1, entonces
(P lemnE Tt @y) =" (@) n(y) £0

pues observe (/1)) y la proposicién

Nosotros mostramos que el valor de P~ @7 del segundo término en se anula mostrando que
n(zz) = 0si z € BEL. Paran(xz) = (d*¢)(z2) = ¢(d(z2)), pero x = dy, de donde dz = d(dy) = 0,
y asf d(xz) = xd(z). Si d(z) # 0 en Ep, entonces existe un elemento w € E° tal que d*w # 0 en
Ey. Pero w = a1 donde a € Zj, puesto que E° = Z,, y d(1) = d(1-1) = d(1)-1+1-d(1) = 2d(1),
de aqui d(1) = 0. También d(w) = d(a-1) = ad(l) = 0, por eso dz = 0, d(zz) = 0y
n(d(zz)) = ¢(0) = 0, y de este modo se tiene el resultado. O

Proposicién 2.4. Sea E un dlgebra diferencial de Hopf, y sea x € H(E) el cual es un dlgebra
diferencial de Hopf. Si {y} = x paray € E y xP # 0, entonces y? # 0. Ademds si x posee impli-
caciones infinitas (co-implicaciones) en H(E) entonces y también tiene implicaciones infinitas
en E.

Demostracion. Como = = {y} entonces zP = {yP}, y asi y? # 0. Usando este argumento en

cada paso, se obtiene que “y” posee implicaciones infinitas en e, nétese que, siendo ¢(z) # 0y

{y} =7, entonces p(y) # 0 con p € H(E*) = [H(E)]*, ¢ € E*. d

Proposicién 2.5. Sea E un dlgebra de Hopf sobre el cuerpo Z,, x € E?" un elemento primitivo,
2P =0,dy =x. Si &= {aP~ly} #0 en H(E), entonces & es primitivo.

Demostracion. Sean las aplicaciones codlgebras ¥ : £ — F® E'y U : H(E) —» H(E) ® H(E)
de E'y H(E) respectivamente, entonces W{zP~ 1y} = {¥(2P~1y)}. Como x es primitivo d(Vy) =
U(dy) =Y(z)=2@1+1@r=dy®1+1dysiysolosid¥(y) —y®1—1®y] =0. Ahora
aplicando la proposicién 2.1

W(art) = Z( ):cp—l—’@@xp y <p;1>—(—1)k=z‘3,

V(P ly) = [¥ (af” DI (y)]

S pparihe

Fllyol+1@y+ (¥(y) —y1—-107y)]

k=0
p—1 p—1
=P ly@l+10aP ty+ Z(—l)kxp_l_k ® :):ky + Z(—l)kxp_l_ky ® 2k
k=0 k=1
+ [P Uy —y @1 -1y
p—1
=P ly@l+1aP ly+d Z(—l)k+1(1:p_1_ky ® mk_ly)
k=1

+d((P(a" ) (Yy —y @1 -1@y).
De aqui {U(zP~1y)} = {2P "y} @ 1 + 1 @ {aP~ Ly} y {2P~ 1y} es primitivo. O

Proposicién 2.6. Sea X un H-espacio, m : X x X — X. Sea T € Hop(X;Zs) un elemento
primitivo, § € Hany1(X;Z2) y 2 € H*(X;Zy). Entonces (S¢*"2)(zy) = 0.
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Demostracion. (S¢*"z) = (7*5¢*"2)(Z®7) = (S¢*"7*2)(T®7). Escribamos 7*(z) = Z 2k @ 2,
k

k
con dim z; + dimz;, = 2n + 1. Recordando la férmula de Cartan: Sq*(ab) = Z Sq?aSq* b,
=0
usando dicha férmula tenemos:

S¢*"(z; ® 2j) = Z Sq'zp ® Sq' 2.
i+j=2n

Ahora, si i > dim z (o j > dim z},) entonces tenemos Sq'z, = 0 (S¢’z}, = 0). por esta razén
Sq® (2 ® 2;) = Sq'zk @ Sq* 2 + Sq' 2 ® Sqz,,

parat = dim zy, d = dim z},, t+d = 2n+1. Pero S¢'z; = (2)? y (2)*(Z) = 0, como T es primitivo
y recordando el resultado siguiente: «<Si F es un dlgebra, x € E es no descomponible, entonces
existe T € E*, tal que T es primitivo y ¢(z) # 0. Ademds, cualquier elemento primitivo ¢ € E*
anula todo elemento descomponibles, se tiene que: (Sq'z, ® Sq?¢~12})(Z ® ) = 0, también
Sqlz), = (2,)? que incluso es dimensional, y de este modo (Sq?z})(y) = 0, y asi (S¢' 'z, ®
Sq?2,)(Z®y) = 0. Por tanto (S¢?"(2x®2},))(Z®Y) = 0 para todo k, de manera que (Sq*"2)(Ty) =
0. O

Ahora, luego de estas proposiciones antes mostradas probaremos el resultado principal del tra-
bajo.

Proposicién 2.7. Sea X un H-espacio arco conexo, con Hi(X) finitamente generado para cada
k, y sea B = {F(T)}TeN la sucesion espectral de Bockstein de X en homologia mddulo “p”. Si

x € F2(Z;) es un elemento primitivo, y x = d"y # 0 entonces x posee implicaciones infinitas.

Demostracion. Para mostrar que el elemento 2 € F(") posee implicaciones infinitas (co-implicacio-
nes), construiremos una sucesién de elementos = = xg, z1, 2, ..., en F() Nosotros probaremos
la proposiciéon mostrando que siempre podemos construir el paso siguiente en la secuencia.

Sin embargo, frecuentemente resultard que las propiedades de zp 1 € F (") no son lo suficien-
temente buenas para aplicar los mismos argumentos anteriores; por ejemplo, puede ser que
ninguno de los x4 sea primitivo, ni en el borde en F() . Nuestro método de construccién no
obstante asegurard que la imagen de x4 tendréd estas propiedades en F (r+s) para algin s, y
asi nosotros continuaremos construyendo elementos en F("%) entonces por la proposicién
los representativos de estos elementos seran los términos de la secuencia implicacién infinita en
F.

Podemos asumir que 2P = 0. Por si, 2P no fuera nuevamente primitivo (en este caso ver: por
proposicion ) y zP = dm (xP~1y). Por esta razén podemos empezar con 2P en lugar x, y si
nosotros nunca alcanzamos que una p-ésima potencia p” sea cero, entonces tenemos construida
nuestra secuencia implicacién inﬁnit(a.

Encontraremos un elemento x; € FZZ;; tal que ZP(x1) # 0 para cualquier elemento T en F, (2733’ tal

que Z(x) # 0. El elemento x; tampoco serd primitivo en la frontera en F("), pero {x1} posee
estas propiedades en F("t1) | as{ que nosotros podemos proceder con el argumento en F' (r+1) en
el mismo camino.

Primero mostramos que {Z”} # 0 en F{, ) mostrando {Ep_l(d(r)f)} # 0 en F,4 1) y usando el
resultado:

(Rp): <Sea x € F(zr’; y dpyr # 0y sip#2or#1, supéngase {2P~ly} # 0 en Fq1y- Sip=2
y r = 1, supéngase {S¢*"y + xy} # 0 en Fly). Entonces 2P # 0y d(,41){2P} = z{xP~ly} £ 0 si
p7é2or#l,yd@){ﬁ}:{SqQ”—i-xy} sip=2,r=1>.

Con las modificaciones apropiadas en el argumento si p=2y r = 1.
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Siz e Fgf)‘ es tal que T(z) # 0, entonces pongamos § = d")Z. Entonces 7(y) = (dmyT)(y) =
Z(d"y) = Z(x) # 0. De este modo la proposicién implica que zP~'y(2P~1y) # 0. Ahora
dr (@ 'y) = (p—1)zP 252 =0sip #2o0r > 1. Porsi p# 2 entonces 5> = 0 porque 7 es
dimensional extrafia si p = 2 y r > 1 entonces 3* = {S¢*" "1z} = {S¢'S¢*"z} = 0 en F{5), donde
z € Fy) es tal que {2z} =y en F{,). Si p=2, r =1 entonces d(y) (S y+zy) =9 +52 =0y
[Sq?™y + Zy] # 0 por proposiciones y Ahora si 2P~y = d()% entonces:

@ "y) = [d2) @ y) = [ (@)
= 2(a) = 2(0) = 0,

lo cual es una contradiccién. Andlogamente (Sq¢?"y + 7y) # d(ryz. Por tanto {zP~'5} # 0 en
Foq1y, 0sip=2,r=1, {S¢* 7y + 7y} # 0 en Fl3). Nuevamente por el resultado (Rp), 77 # 0 y
diyy{@} = 2{z?~1 -y} con c € Z, — {0} 0 dpy{Z*} = {S¢®" T+ Ty} sip=2y r=1.
Enseguida mostraremos que existe un elemento primitivo o Eggl) con {7} (a) # 0y a =
dtY 3. Entonces empezando de o nosotros continuamos construyendo una sucesion en Fr+1)
en el mismo camino. Si z1 € F() tal que {1} = o € FUTD entonces ZP(x1) # 0 asi que z;
puede ser tomado como el siguiente paso en la sucesién implicacién infinita para el elemento
x, y por la proposicién la existencia del siguiente paso en la sucesién en F 1 implica
su existencia en F(). Por eso esta construccién nunca termina y por consiguiente produce una
sucesion implicacién infinita.

Primero note que d") (zP~1y) = 2P = 0. Si 271y = d(") 2 entonces

(@ 1y) (27 Ly) = (@ 19)(d7)2) = (dgy (T 7)) (2) = 0

desde que TP~ 1% es un ciclo; o si p = 2, r = 1, (S¢*"y +7y) = 0 se produce andlogamente. Pero
esto es una contradiccion asi que #P~ 1y # dz y B = {aP~ 1y} # 0 en FUHD,

Por esta razén {ZP~'7}(8) # 0 y por consiguiente {ZP}(d"t1(B8)) = c{ZP~17}(B) # 0, asi
poniendo a = drt1 3. entonces si « es primitivo en F(+1) nosotros hemos terminado; mientras
que si § es primitivo, entonces o = d"*tY3 también lo es, pero B primitivo se sigue de la
proposicién [2.5 en consecuencia se completa y culmina la prueba. O

Observacion. La sucesion implicacion infinita construida lineas arriba tiene la siguiente pro-
piedad: Si 2} = 0 entonces T (x;41) # 0 para cualquier T; € Fiyy tal que ;(w;) # 0. En particular
T = d(r)y,con x primitivo en FQ(:;),:UP =0, entonces TP # 0 para cualquier elemento T en F(%T)L tal
que T(x) es diferente de cero.

Proposicién 2.8. Sea X un H-espacio arco conexo con Hy(x) finitamente generado para cada
k, y supongase que existe un nimero natural ng tal que Hy(X;Z,) = 0 para todo k > ng.
Ahora st j 1 Z — Zp (aplicacion reduccion modulo “‘p”) y j« : Ho(X,Z) — H(X,Zp) la

aplicacion inducida por “j7 entonces la imagen de j. inclusive no contiene elementos primitivos
dimensionales.

Demostracion. Si x € Im(j,) es un elemento primitivo, entonces  es un ciclo bajo d™) para
todo 7. Ahora recordando el resultado: < R* : Si X es un H-espacio arco conexo con Hj(X)
finitamente generado para cada k, y supéngase que H*(X,Zjy) es un Z,-médulo finito entonces
existen elementos primitivos en F(°) incluso no dimensionales>>.

Usando este resultado R*, se tiene {z} = 0 en F(™), y asi {z} = d"y en F(") para algiin r, enton-
ces por la proposicién se tiene que {z} es de implicaciones finitas, por tanto H. Inph (X,Zy) #0
para todo k, lo cual es una contradiccién. O

Proposicién 2.9. Sea X como en la proposicion sih:mm(X)®Z, - Hp(X,Zy) es el
homomorfismo de Hurewicz modulo “p”, entonces h = 0 para cada m.
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Demostracion. Sabemos que todos los ciclos de la esfera son primitivos y enteros. Por tanto
Im(h) estd formado de ciclos primitivos, mas atin Im(h) C Im(j.), y asi por la proposicién
se tiene que (Im(h))a, es nulo. O

Proposicion 2.10. Sea X wun H-espacio arco conexo, entonces el primer grupo no trivial
Tm(2) ® Zy para m > 1, ocurre para m impar.

Demostracion. Como X es un H-espacio arco conexo, entonces por el Teorema de Serre-Hurewicz,
se tiene que h es un isomorfismo para el primer grupo no nulo. Por tanto usando la proposicién
se tiene el resultado. O

Ahora si X no es simplemente conexo,entonces su cubrimiento universal denotado por X es un
H-espacio, y m1(X) actda trivialmente sobre la homologia de X, entonces se sigue que Hy(X)
es finitamente generado para cada k y por tanto Hy(X) = 0 para k > ng; de este modo
podemos aplicar el argumento anterior a X, y en consecuencia el resultado se sigue del hecho

que: T, (X) ® Zp = 7 (X) ® Zy para m > 1.

Proposicién 2.11. Sea X un H-espacio arco conexo con Hi(X) finitamente generado para
cada k, y Hi(X) # 0 para solo un nimero finito k, entonces el primer grupo no nulo grande de
homotopia 7, (X), m > 1 ocurre para m impar. En particular mo(X) = 0.

Demostracion. La demostracién es directa al aplicar la proposicion [2.10f para todo p. O

Los resultados que presentamos a continuacién son aplicaciones directas del resultado principal
(es decir, proposicién [2.7)).

Proposicién 2.12 (Aplicacién). Sea X un H-espacio arco conexo si T € F(QT’;’, T primitivo y
d)T =7 # 0, entonces T posee implicaciones infinitas (co-implicaciones).

Demostracion. Recordando un resultado el cual afirma que en un dlgebra de Hopf, asociativo y
conmutativo, si un elemento primitivo es descomponible entonces este es una p-ésima potencia
de otro elemento. El dlgebra de Hopf F{,) es asociativo y conmutativo, por tanto T es primitivo,
y asi también § = d(,)T es primitivo y en una dimensién impar; por esto no puede ser una
p-ésima potencia, y asi esto no es descomponible. Luego por el resultado siguiente: <Si E es un
algebra, x € F es no descomponible entonces existe p € E*, tal que ¢ es primitivo y ¢(z) # 0.
Ademas, cualquier primitivo y € E* anula a todo elemento descomponible>>; existe un elemento
primitivo, y € F(") tal que F(y) # 0 y por lo tanto ¢(d™y) = (dy¢)(y) = F(y) # 0. Como “y”
es primitivo, x = d(’")y también lo es, ademaés por la proposicién es de implicaciones infinitas.
En consecuencia T es de implicaciones infinitas. O

Proposicién 2.13 (Aplicacién). Sea X un H-espacio arco conexo con Hyp(X) finitamente
generado para todo k y H*(X, Zp) # 0 para a lo sumo un nidmero finito de enteros k, entonces
P(E(QZS) C Im(j(,)), o en otras palabras, los elementos primitivos de dimension impar en la
cohomologia de la sucesion espectral de Bockstein son la imagen de cociclos enteros. Parar =1,
esto se convierte en P(H*"(X,Zy)) C Im(jy).

Demostracion. Si x € P(F, (273;), y dyx # 0, entonces z tiene implicaciones infinitas (co-implica-
ciones) por el resultado anterior (proposicién y asi H¥(X,Z,) # 0 para infinitos k, lo
cual contradice la hipétesis. Por tanto es un ciclo para cada d;. Ahora recordemos el siguiente
resultado: <Si = € F;.(C), entonces djx = 0 para todo j > 7 si y solo si x = j(,)@' para algin
2’ € H(C) >; luego aplicando tal resultado concluimos la prueba. ]
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3. Dualidad de Poincaré para H-espacios

Actualmente la formulacién y presentacién del teorema de dualidad de Poincaré se establece en
funcién de la homologia y cohomologia, de este modo: Si M es una variedad cerrada orientada,
y k es un ntmero entero, entonces existe un isomorfismo canoénico definido del k-ésimo grupo de
homologia Hy, (M) al (n — k)-ésimo grupo de cohomologia H"~*(M). Especificamente, se mapea
un elemento de H*(M) a su “producto cap” con una clase fundamental de M, la cual existe
para una variedad orientada.

Se definen a los grupos de homologia y cohomologia como cero para los grados negativos; de
esta forma la dualidad de Poincaré en particular implica que los grupos de homologia y coho-
mologia de las n-variedades cerradas orientables anulandose para los grados mayores que “n’”.
En este contexto nosotros mostraremos la dualidad de Poincaré para H-espacios con homologia
finitamente generada, sin asumir ninguno de estructura de variedad. Previamente citamos un
Teorema Boreliano.

Proposicién 3.1 (Teorema Boreliano). Sea E un dlgebra de Hopf, asociativo, conmutativo

sobre un cuerpo perfecto K, entonces B = ®Ej como un dlgebra (no necesariamente un co-
J

dlgebra) donde los E; son dlgebras de Hopf con un generador. Asi, si E; = (e;) (es decir:

e; genera Ej) el conjunto de monomiales {et ..... t”} formcm una base aditiva para E, para

0 < t; < altura(e;), donde altura(e;) = min{t € Z* : ¢} =0, ( =1)}.

Definicion 3.1. Sea p un numero primo y sea X un espacio. La p-dimension de X es el
mayor “‘m” tal que Hp, (X, Zp) # 0. Similarmente la dimension racional de X es el mayor “m”,
tal que Hp,(X,Q) # 0, donde Q es conjunto de nimeros racionales.

Teorema 3.1. Si X es un H-espacio arco conexo con Hp(X) finitamente generado para cada k,
y st la p-dimension de X es finito, entonces la p-dimension de X es igual a la dimension racional
de X, Hp(X,Zy) es un-dimensional, y Hp (X, Zy) = ju(Hm(X,Z)), donde j : Z — Zy (aplicacion
proyeccion,).

Demostracion. Por porposicién puesto que H*(X,Zp) es un &algebra de Hopf, asociativa,
conmutativa sobre Z,, existe un conjunto de elementos e, ez,...,e, (solo un nimero finito
porque H*(X,Z,) es finito dimensional), e; € H*(X,Z,), tal que el conjunto de monomiales
{ef*,... eln} donde 0 < t; < altura(e;) forma una base aditiva para H*(X,Z,). Desde que
H*(X,Zy,) es finito dimensional tenemos que: altura(e;) < oo, para todo j, entonces existe un
unico elemento, mas atn de dimensién “m” mas alta, a saber que cuando cada t; es maximal.
Ahora supongamos que 71(X) = 0. Por lo tanto H;(X) = m(X) = 0 y por consiguiente
HY(X,Z,) = 0, por tanto dim(e;) > 2 para todo j, as{ que algin ¢; es menor que su mdximo
valor posible, de donde dim(e!. .. .. eln) <m—1. Asf Hm_l(X, Zp) =0,y asi Fiy = Floy = Zp.

(1
Por lo tanto en homologia también F(l) Fr(noo) = Zyp y de esta forma se tiene el resultado.

Ahora si X no es simplemente conexo, tomamos X —cublerta universal H-espacio de X, entonces
se muestra sin dificultad que X satisface la hipétesis del Teorema, y la p-dimensién de X =(p-
dimensién de X)—r; mientras que la dimensién racional de X =(dimensién racional de X)—r
donde 7 =rango(m; (X)) = dim H,(X,Q); luego usando el resultado para X, tenemos para el
espacio X. ]

Por lo tanto F7§L1 ) — F&OO), v todos los elementos de Fy(,f ) son ciclos bajo d™), asi que no existe
p-torsion en H,,—1(X), de este modo tenemos las siguientes consecuencias.

Corolario 3.2.

(a) Si X esun H-espacio arco conexo con Hy(X) finitamente generado para todo k, Hp,(X) #
0y Hj(X) para j > m, entonces Hy(X) =7 y Hy—1(X) es libre.
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(b) Si M es un arco conexo, variedad compacta lo cual es un H-espacio, entonces M es
ortentable.

Sean X un espacio y A : X — X x X la aplicacién diagonal, A(z) = (z,7). De este modo A
induce una aplicacién A : Cy(X) — Cy(X) ® Ci(X), escribiendo C, = Ci(X), C* = C*(X).
Recordando el “producto cup”, esto es:

Definicién 3.2. Sean c? € CY, e, € C), y escribamos Ae, = Zxk ® x).. El “producto cup” se

k
donota por “N\” y define como la aplicacion de C1® Cy, en Cy—q, es decir, N\ : C1® Cp — Ch—qg

tal que CI N Cp, = (C1®1)(Aey) = Z(Cq (x1))x)- Ahora si consideramos una nueva diferencial
k
8 : C1 — CI dado como &' = (—1)4F168, entonces los grupos de homologia de &' son idénticos

al diferencial .

Proposicién 3.2. Sea §' el diferencial en C*, y considerando (calificando) C* en el reciproco
(es decir: \C1 = C~1), entonces el producto cup “A” es una aplicacion de cadena de 'C* @ C,
en Cy, es decir, N C* @ Cy, — C,.

Demostracion. Por definicién del producto cup A se tiene:

ANO(CT @ en)) = [ (=D (ECT) @ en] + (I(=1)7C? @ D]
= (=) 80 (@), + (—=1)?D_[CU(Owy)) )
+ (=D ()N (O ()0,
= Cax)0x), = I(CT A ey)

De este modo la aplicacién “A” induce productos cup en homologia. O

Proposicién 3.3. Sea Je,, = 0. Entonces la aplicacion Ne, ' C1 — Cp_q es un “aplicacion
cadena” & sobre ‘\C1.

Demostracion. Claramente C? A e, = 0, de donde C? A de,, = §C A ey, + (—1)20(CT N ey) y
en consecuencia A(C? A e,) = (0'C?) A ey,. O

Proposicién 3.4. Dados la aplicacion f : A — B de complejos de cadena libre y fi : H(A) —
H(B) el inducido de f. Entonces f. es un isomorfismo si y solamente si fo : HLA® G) —
H(B ® G) es un isomorfismo para todo grupo abeliano G.

Demostracion. Observemos que la segunda afirmacion produce de manera trivial la primera, al
considerar G = Z.

Ahora si f, es un isomorfismo, vemos que la aplicaciéon inducida del Teorema de coeficientes
universales H(A® G) y H(B ® G) da lugar al diagrama siguiente:

0 Hy(A)® G H\(A®G) Tor(H,_1(A), G) 0
f+®1 fa Tor(fx,1)
0 H.(B)® G H.(B®G) Tor(H,_1(B),G) 0

Como f, es un isomorfismo entonces f, ® 1y Tor(fy, 1) son isomorfismos, y en consecuencia por
el “lema cinco” se tiene que fg es un isomorfismo. O
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Proposicién 3.5. Sea f : A — B una aplicacion de complejos de cadena libre con, Hy(A) y
Hy(B) finitamente generado para cada k, entonces f. : H(A) — H(B) es un isomorfismo si y
solo st fp: HA® Z,) — H(B ® Z,) es un isomorfismo para cada primo p.

Demostracion. Por la proposicién se tiene que siendo f, isomorfismo entonces f, es un
isomorfismo. Ahora definimos el complejo C, llamado la “aplicacién cono” de f como: C, =
Ap_1+ By con d : Cp, — Cy_q definido por d'(a,b) = (—da,db+ f(a)) entonces g(a,b) = a es
una aplicacién de grado —1 de C' en A, (dg = —gd') e i(b) = (0,b) es una aplicacién cadena de
B en C. Esto da lugar a que la sucesion siguiente

0 B—sCc-25-4 0 (4)

es exacta de complejos de cadena libre. Si nosotros tomamos homologia en con coeficientes
en un grupo abeliano GG, obtenemos una sucesién exacta

= Hy(B®G) = Hy(C®G)— L Hy ((A®G) > Hy 1(BRG)——... (5)

directamente se verifica que dyx = fg.

Tomando G = Z encontramos que Hy(C) es finitamente generado puesto que Hi(B) y Hi—1(A)
lo son. También si G = Z, en encontramos que f, es un isomorfismo Hy(C ® Z,) = 0 para
todo k, y para todo p, pero Hy(C ® Z,) = Hi(C) ® Zy, + Tor(x), de este modo Hy(C) ® Z, =0
para todo k y para todo p; lo cual implica que Hi(C) = 0 y por tanto Hy(C) es finitamente
generado. Ahora tomando G = Z en tenemos d, = f. y asi dx : H(A) — H(B) es un
isomorfismo. O

Proposicién 3.6. Sea X un H-espacio arco conexo con Hp(X) finito dimensional para todo k,
y supongase que Hp(X,Zp) # 0 y H.(X,Z,) = 0, r > m, existe una cadena u € Cp(X) tal
que Ou = 0 y j«{u} generadores de H,,(X,Zy), entonces ANu: H1(X,Zp) — Hp—q(X,Zy) es un
isomorfismo para todo q.

Demostracion. Por la proposicién se tiene: H,,(X,Z,) = j«(Hm(X,Z)) asi que existe un
elemento u € Cp,(X) tal que Ou =0y j.{u} generadores de Hy,(X;Zp).

Por el resultado Boreliano () encontramos un conjunto de generadores {1, ..., z,} para H*(X, Zp)
asi que {z{"...z%"}, 0 < ¢; < h; (altura(e;) — 1), forma una base aditiva para H*(X,Z,) para
cada monomial x = z{" ... z}", asignamos otro monomial f(z) = z7'...2", donde r; = h; — ¢;,
entonces si {y1,...,yr} es una base monomial para H4(X,Z,), {f(y1),..., f(yr)} es una base
monomial para H™~ (X, Zy). También z- f(z) = x]fl ... Ademds mostramos que y; f(y;) = 0
para i # j. Para algin exponente ry (y; = ™ —1...2;", y; = a:’il ...xlr); asi tenemos 7.1y
y ast f(y;) = x’fl_” . aln=m oy por ende y; f(y;) = x}fl_““l coogheTrstts o gha—tatre — )
luego x?swﬁts = 0 puesto que hgs — rg +ts > hs + 1 =altura(z,). Asi el producto par establece
el isomorfismo siguiente H4(X;7Z,) = (H™ 9(X,Zy))*. Ahora si x € HY(X;Z,),  # 0 existe

Je H™9(X,Z,) tal que Ty = 2/ ... zPn. Ahora %' ... 2/ (j.{u}) # 0, pero

5@ N w) = §(E ® 1)(Aw) = (F @ §)(Au) = - §)(w) £ 0.

Desde que y € H*(X,Zy) no es un elemento ortogonal a Im(Au); asi (Au) es sobre.
También ningin elemento = € H*(X, Z,) va a cero, bajo la imagen de Au, de donde Au es uno
a uno, de este modo Au es un isomorfismo, es decir, H4(X;Zp) = Hp,—q(X; Zp). O

Proposicién 3.7 (Teorema de dualidad de Poincaré). Sea X un H-espacio arco conexo
con Hp(X) finitamente generado para todo k y supéngase que Hp,(X) # 0 y H;y(X) = 0 para
todo i > m. Entonces Hy,(X) =7Z y si~y es un generador de Hy,(X), entonces Ny : H4(X; G) —
H,—¢(X; G) es un isomorfismo para todo q, para cualquier grupo abeliano G.
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Demostracion. Por definicion de la aplicacion My bastard probar para NW donde ¥ es cualquier
cadena que representa .

Ahora recordemos los resultados siguientes: < R;: Si X es un H-espacio arco conexo con Hy(X)
finitamente generado para todo k, H,,(X) # 0y H;(X) = 0 para j > m, entonces H,,(X) =Z
y Hp—1(X) es libre.>>

< Rg: Si X es un H-espacio con arco conexo con H(X) finito dimensional para todo k, y
supéngase que H,,(X,Zy,) # 0y H,(X,Z,) =0, para r > m. Existe una cadena u € C,(X), tal
que Ou = 0y j«({u}) generadores de H,,(X,Zy). Entonces Nu : HY(X,Z,) = Hyp—q(X,Zy) es
un isomorfismo para todo ¢.>>

Entonces de “R;” se tiene Hy,(X) = Z; mientras que de “Ry” Nu es un isomorfismo para G = Z,,
para todo entero “q” y para todo primo “q”, luego por la proposicién [3.5] se tiene, Nu es un
isomorfismo cuando G = Z, y finalmente Nu es un isomorfismo para cualquier grupo abeliano
G, basta ver la proposicién y asi se tiene el resultado. ]

4. Conclusién

= La presentacién moderna del Teorema de dualidad de Poincaré se establece en términos
de la homologia y cohomologia, siendo m y ¢ dos nimeros enteros, entonces hay un iso-
morfismo canénico entre HY(X,Zy) y Hy—q(X,Z,), para X un H-espacio.

» Dentro de los resultados presentados destacamos la proposicién 2.6] que permite calcular
el anulamiento de un elemento primitivo mediante los llamados cuadrados de Steenrod el
cual es de utilidad en la prueba de uno de los resultados principales.

= La condicién de arco conexo en un H-espacio, es de trascendencia en los resultados obte-
nidos.
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