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Dualidad de Matlis generalizado, sobre un anillo conmutativo Noetheriano
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Resumen: Sea R un anillo conmutativo Noetheriano y sea E el cogenerador inyec-
tivo minimal de la categoria de R-modulos. Belshoff, Enochs y Garcia Rozas intro-
dujeron en [6] los denominados I-médulos Matlis reflexivos, donde I es un ideal. En
este contexto presentamos en la segunda secciéon una introducciéon de los moédulos
reflexivos y sus propiedades, y en la tercera y ultima seccién damos la clasificacién
de médulos reflexivos con respecto a un cogenerador minimal E. Un nédulo M se
dice reflexivo con respecto a F, si la aplicacién de M en Hom(Homp (M, E), E) es
un isomorfismo y asi establecemos la clasificacién de los R-médulos M, los cuales
son reflexivos con respecto a E si y sélo si M tiene un submoédulo S finitamen-
te generado tal que los cocientes M /s y B/anul(M) es artiniano y semilocal completo
respectivamente.

Palabras clave: Mddulos reflexivos, cogenerador minimal, dualidad, Matlis genera-
lizado, capsula inyectiva, anillo semilocal completo.

Generalized Matlis duality, on a Noetherian commutative ring

Abstract: Let R be a Noetherian commutative ring and let £ be the minimal injec-
tive cogenerator of the category of R-modules. Belshoff, Enochs and Garcia Rozas
are three people who introduced in [6] the so-called I-reflexive Matlis modules where
I is an ideal. In this context we present in the second section a brief introduction
of the reflective modules and some of their properties, and in the third and last
section we give the classification of reflective modules with respect to a minimal co-
generator E. A node M is said to be reflexive with respect to F if the map of M
in Hom(Hompg(M, E), E) is an isomorphism and thus we establish the classification
of the R-modules M, which are reflexive with respect to E if and only if M has a
finitely generated submodule S such that the quotients: M/s and E/anul(M) is complete
Artinian and semilocal respectively.
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1. Introduccion

La cohomologia puede ser interpretada como un método de asignacion de invariantes algebraicos
a un espacio topolégico que posee una estructura algebraica més refinada que la que posee la
homologia. En este contexto tedrico de la cohomologia nos sumergimos en la cohomologia local;
la cual fue introducida por Alexander Grothendieck a principios de los afios sesenta del siglo
anterior (1960), en parte para dar respuesta a una conjetura de Pierre Samuel, cuando cierto
tipo de anillos conmutativos son dominios de factorizacién tinica, desde su inicio la cohomologia
local se ha convertido en una herramienta para la geometria algebraica y dlgebra conmutativa. El
articulo se basard en muchas aplicaciones de la cohomologia local, lo cual necesita el desarrollo
previo de material bédsico concerniente a tal cohomologia. Para el desarrollo de este trabajo los
anillos son considerados conmutativos con identidad, mas ain Noetherianos.
Entre muchos atributos la cohomologia local da respuesta a muchas preguntas aparentemente
dificultosas, entre ellas por ejemplo se muestra lo siguiente: ;jCudntos generadores del ideal
radical son generadores del ideal?
En general, si R es un anillo e I es un ideal de R. El radical de [ es el ideal denotado y definido
como:

VI={a€R:a" eI, para algin n € N}

De este modo, diremos que un ideal I es generado hasta radical por m-elementos si existen:

ay,as, ... a4, € I tal que VI = \/(ay,...,an), por ejemplo, el ideal I C K|[z,y] generado por
22, 2y, y? es generado hasta radical por dos elementos z?,42. Es bien conocido que si I C R es

un ideal, entonces
vVi= () P
Pev(I)

donde V(I) = {P € Spec(R) : I C P}y Spec(R) = {P C R : P esideal primo}. Un famoso
resultado Hilbertiano dice que en el caso que R sea un anillo de polinomios sobre un cuerpo, el
radical de I es la interseccion de todos los ideales maximales conteniendo a I. En este contexto
se define también el llamado radical de Jacobson de un anillo R, denotado por J(R), el cual es
la interseccion de todos los ideales maximales de R, es decir:

JR)= ] m

meM

donde M = {m C R : m es ideal maximal de R}. De este modo formulamos la siguiente inte-
rrogante: Dado un ideal I, jcudl es el menor nimero de elementos necesarios para generarlo
hasta alcanzar el radical?. Siendo un caso particular y especial de este problema el siguiente:
Sea R = K|x1, 9,23, 4] €l anillo de polinomios de cuatro variables sobre el cuerpo K. Ahora
consideremos el ideal I = (x1x3, 2124, 223, x224). este ideal es su propio nilradical, es decir,
I =+/1, y asi el menor niimero de elementos generadores son cuatro. Ahora se presenta otra in-
terrogante para el ejemplo antes dado, jexistiran dos elementos que lo generan hasta el radical?
y andlogamente, ;existira un elemento que lo genera hasta el radical?. La respuesta a la ltima
pregunta es no, debido a una obstruccién la cual fue probada por Krull’s, este es: «<Sea R un
anillo Noetheriano e I = (aq,...,a,) ideal generado por n-elementos. Si P es un primo minimal
sobre I entonces la altura de P es a lo més n. En particular, si I es un ideal generado hasta
alcanzar el radical por n-elementos, entonces la altura de I es a lo sumo n>.

Ahora la teoria de cohomologia que proporciona tal obstruccion es la cohomologia local, asi para
un anillo R y un ideal I, asociamos para i > 0 médulos H4(R) verificando:

(1) Hj(R) = H ;(R)

G
(2) Hi(R) =0 para todo i > k, siempre que I = (ay,...,a,).
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Nosotros, bajo el contexto antes expuesto, buscaremos generalizar en cierto sentido la dualidad
de Matlis. Es el caso que P. Gabriel y E. Matlis en [1] y [2] consideran mddulos sobre un
anillo R local completo, y muestran que el dual de un R-mddulo es tomado con respecto a
la envoltura inyectiva del campo residual K de R, el cual es denotado por Er(K), entonces
modulos finitamente generados y mdédulos artinianos son reflexivos. En este articulo consideramos
el cogenerador inyectivo minimal F, de la categoria de R-moddulos. Nosotros en primer lugar
damos una clasificacién de médulos los cuales son reflexivos, con relacién a E puntualmente el
resultado es que: «Un moédulo M es reflexivo con respecto a E si y solo si M posee un submédulo
finitamente generado N tal que el cociente M /N es artiniano y asi £/Anul(M) es un anillo semilocal
completo>.

Escribamos el espectro maximal de R como &, es decir,

¢ = Specm(R) = {m & A : m es un ideal maximal de R}

y sea E = @, Er(fi/m) el cogenerador inyectivo minimal en la categorfa de R-mdédulos.
Ahora para un R-médulo M, denotaremos M* = Hompg(M, E) al cual llamaremos el dual
Matlis (o Mtlis dual) de M. Si M = M** diremos que M es (Matlis) reflexivo. Notemos que
para cualquier R-médulo M, la aplicacion M — M™** es inyectiva y asi se puede concluir que
Anul(M) = Anul(M™*).

De otro lado si S C R es un conjunto multiplicativo y la aplicacién canénica 7: M — S™'M es
un isomorfismo, entonces escribiremos M = S™1M, ysi M = S~1M, entonces M* = (S~ M)* =
S~ (M*), y cuando S = R\ P (P-ideal primo) entonces denotaremos S~'M como Mp, en esta
contexto algebraico denotemos por R la completacién de un anillo R. Ahora si un R-médulo M
es finitamente generado se tiene que M>~R® r M, donde M es la completacion de M y asi
escribiremos R® rM = M para decir que M — R® rRM = M es un isomorfismo. También nétese
que si M € £ y M es un R-médulo finitamente generado, entonces Hompg(M, E(E/m)) # 0 siy
solo si Anul(M) C m. De aqui si R es un anillo local completo, entonces todos los finitamente
generados y todos los R-mdédulos artinianos son reflexivos. Si R es un anillo semilocal completo,
entonces como R es el producto de un ntimero finito de anillo locales completos, tenemos mddulos
finitamente generados y mddulos artinianos sobre R que son reflexivos.

2. Modbdulos reflexivos

En esta seccién introducimos los médulos E-Matlis reflexivos, donde F es un cogenerador inyec-
tivo arbitrario de la categoria de R-mddulos y generalizamos algunas propiedades presentadas
por R. G. Belshoff, E. E. Enochs y J. R. Garcia Rozas.

2.1. Extensiones esenciales

Definicién 2.1. Sean M y N dos R-mddulos con M C N. Decimos que N es una extension
esencial de M, si todo submddulo no nulo L de N (L < N) satisface: L N M # (0). Tal
extension esencial se dird propia si L & N.

Observacién. Las extensiones esenciales siempre existen. De manera trivial se puede ver que
todo mddulo es extension esencial de si mismo. Hay otras formas de verificar si una extension
es esencial, por lo que presentamos los lemas siguientes.

Lema 2.1. Sean M, N dos R-mddulos y M C N, son equivalentes los enunciados siguientes:
1. N es una extension esencial de M.

2. Todo elemento no nulo n € N tiene un maltiplo no nulo an € M, para a € R.
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3. Sip: N — M es un homomorfismo, tal que la restriccion de ¢ a M es inyectivo entonces
© es inyectivo.

Demostracion. (1) = (2): Por dato N es una extensién esencial de M, y tenemos un elemento
n € N con n # 0 entonces claramente Rn = {an : a € R} es un submdédulo no nulo de N
y asi existe un elemento a € R tal que 0 # an € M.

(2) = (3): Procediendo por el absurdo, supongamos que Ker(p) # {0} entonces existe un
elemento no nulo A € Ker(yp) de donde ah € M — {0} para algin a € R, asi mismo
0=a-p(h) = ¢(ah) (esto es una contradiccién). Por tanto el resultado.

(3) = (1): Si L es un submédulo de N y consideremos la proyecién al cociente m : N — N/r,
entonces Ker(mw|y) = LN M. Si LN M = (0) entonces 7|y es inyectivo, donde 7 es
monomorfismo y 0 = Kerm = L, luego N es un extensién esencial de M. O

Lema 2.2. Un mddulo es inyectivo si, y solo si, no posee extensiones esenciales propias.

Demostracion. Si E es inyectivoy E C M entonces M = E & My para algin submédulo M, de
M, para lo cual basta recordar el resultado siguiente: «Un mdédulo M es inyectivo si, y solamente
si, toda sucesién exacta corta 0 E M My 0 escindes. Ahora si E # M
entonces My # 0 y M no es una extension esencial de E.

Reciprocamente, si I no posee extensiones esenciales propias, consideremos E ¢ M, donde M
es inyectivo. Entonces existe un submdédulo no nulo L de M tal que LN E = (0); por el Lema de
Zorn, existe un submédulo maximal N de M tal que H C N y NN E = (0). Ahora, existe un
homomorfismo inyectivo natural ¥ : E — M /N que efectivamente, define una extensién esencial
E C M/N (ver el Lema [2.1). De esta manera, E = M/nN. En consecuencia, E + N = M, donde
M = E @& N y FE es inyectivo. O

Observacién. Del Lema[2.9, se puede afirmar que si M es un submddulo de N; la existencia
de extensiones esenciales maximales de M en N estd garantizada gracias al Lema de Zorn, los
moddulos inyectivos permanecen caracterizados para la no existencia de extensiones esenciales
propias.

Proposicion 2.1. Si N es una extension esencial mazimal de M entonces N es inyectivo.

Demostracién. Supongamos que N posee una extensiéon esencial N’, entonces N’ también es
una extension esencial de M. Luego, N = N’ pues N es una extensién esencial maximal de
M. De esta manera, N no tiene extensiones esenciales propias, luego por el Lema N es
inyectivo. O

Proposicién 2.2. Si N y N’ son dos extensiones esenciales maximales de M, entonces N y
N’ son isomorfos.

Demostracién. Sean f: M — Ny g: M — N’ dos monomorfismos, luego por el Lema f
se eleva para un homomorfismo ¢ : N’ — N, es decir, f = ¢ o g. Por la Proposicién resulta
que el homomorfismo ¢ es inyectivo. Luego N’ es un submdédulo de N, done N’ = N. O

A continuacion presentamos algunos resultados conocidos sobre: Anillos conmutativos Noethe-
rianos, previamente exponemos algunos homomorfismos de médulos. En efecto, para cualquier
conjunto de indices A, existe un homomorfismo inyectivo de grupos ¢ : @, ., Homg (M, N) —
Hom (M, @, cp Ni) dado por o(fy, + ... + fr,) = fro + ..o+ fro + M — Brcp Nk para
Jr; € Homp(M, Nkj). Notese que ¢ es un isomorfismo cuando M es finitamente generado pues
la imagen de f € Hompg(M,@, ., Ni) estd contenida en una cantidad finita de N, de este
modo, f € Hompg(M, @ker Ng), donde Ag es un subconjunto finito de A, mas atin en este

63 PESQUIMAT 27(1): [60]-{71]



Dualidad de Matlis generalizado, sobre un anillo conmutativo Noetheriano

caso, el homomorfismo inyectivo ¢|a, : @ Hompg(M, Ni) — Hompg(M, @ Ni) es desde luego un
isomorfismo.

Los anillos Noetherianos permanecen caracterizados por el comportamiento de los médulos in-
yectivos.

Proposiciéon 2.3. Un anillo conmutativo con identidad es Noetheriano si, y solo si toda suma
directa de mdédulos inyectivos es un modulo inyectivo.

Demostracion. (Ver [3]: Lectures on local cohomology and duality). O

2.2. Moébdulos E-Matlis relfexivos

Iniciamos esta seccién recordando que un R-médulo E es un cogenerador inyectivo de R si el
funtor
HomR(—,E) : (MOdR)Op — MOdR

es exacto.
Ejemplo 2.1. Un cogenerador inyectivo de R es dado por
R
E ke
(@)
meM

donde E(M) denota la cdpsula inyectiva de un R-mddulo M. Cuando R es un anillo Noethe-

riano se cumple la igualdad:
R R
ER<@ m) - @ (i)

meM meM

Ahora fijemos un cogenerador inyectivo E' de R y escribamos por Dg(—) el funtor (contrava-
riante) Hompg(—, F). Notemos que existe una transformacién natural

T: ld(—) — DEDE(—)
el cual es inyectiva para cada R-médulo M. A saber

Ty: M — Homg(Hompg(M,E),E)
x > Ty(z):o— @(x)

Para la inyectividad de T}, observemos el siguiente diagrama conmutativo

Dg

Hompg(R, M)

Hompg(Hompg(M, E), Homg (R, E))

IR
IR

Ty
M

Homp(Hompg(M, E), E)

donde la primera fila es inyectiva, a consecuencia de que Dg(—) es un funtor fiel.

Definicion 2.2. Decimos que un R-mddulo M es E-Matlis reflexivo si la funcion
Ty : M — Homp(Hompg(M, E), E)

es biyectiva. Ahora cuando el anillo R es Noetheriano y E = ER(@D,,con f/m), simplemente se
dird que M es Matlis reflexivo.
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Definicién 2.3. Diremos que una subcategoria plena C de la categoria de R-mddulos Modpg es
una subcategoria de Serre, si para toda sucesion exacta 0 M M M 0 de
R-mddulos, M pertenece a C, si y solo si M y M" pertenecen a C.

Ejemplo 2.2. La subcategoria de R-mddulos finitamente generados modg es una subcategoria
de Serre.

Proposiciéon 2.4. La clase formado por todos los R-modulos E-Matlis reflexivos es una subca-
tegoria de Serre.

Demostracion. (Ver [4], pag. 26). O

Observacién. En lo que sigue en esta subseccion mostraremos algunas propiedades sobre A-
mddulos E-matlis reflexivos, para lo cual, previamente presentamos el resultado siguiente: Sean
X un A-mdédulo y N = {Ni}rea una familia de R-mddulos. Ahora para cada j € A escribamos
como ij : Nj — @)oo Nk la inclusion natural. Entonces la aplicacion

> J[Hom(Ni, X) — hom (e Ni, X)
keA
(ox) — Yller)] =¥

donde W : @, . N — X es el uinico homomorfismo de R-médulos que hace conmutativo cada

uno de los siguiente diagramas
¥j

X

N;

D

keA

es un isomorfismo.
En la siguiente proposicién, denotemos por i : @, .p Nr — [z Vi la inclusién natural.

Proposicion 2.5. Si M es un R-mddulo E-Matlis reflexivo, entonces M no contiene sumas
directas infinitas.

Demostracion. (Ver [4], pag. 28). O

Proposiciéon 2.6. Sea M un R-mddulo artiniano, entonces existe un homomorfismo inyectivo
@ : M — E™ para algin nimero enteron > 1.

Demostracion. Consideremos la familia
Z = {Ker tal que ¢ : M — E™ para algin entero positivo n}

Como FE es un cogenerador inyectivo entonces . # (). Por hipdtesis, M es artiniano, de donde
Z posee un elemento minimal, digamos ker(y). Ahora, si existe un elemento 0 # x € Ker(yp),
podemos hallar ¥ : M — E tal que ¥(x) # 0. Definamos el homomorfismo ¢ : M — E@®E™ como

©(m) = (¥ (m), p(m)). Entonces Kerg € .%, pero Kerp ¢ Ker(y), lo cual es una contradiccion.
Esto implica que Ker(p) = 0 y por lo tanto, ¢ : M — E™ es un homomorfismo inyectivo. O

Proposicién 2.7. Un R-mddulo M es E-Matlis reflexivo si, y solo si, Homg(M, E) es E-Matlis
reflexivo.
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Demostracion. Sabemos que Hompg(M, E) = Dg(M), y como M es E-Matlis reflexivo. Consi-
deramos el homomorfismo R-lineal 0p ) : Dp(M) — DpDpDgp(M), tomando un elemento
¢ € DgDgDg(M), entonces o 0y € D(M).

Afirmacién: 0p ) (¢ 0 Orr) = .

En efecto: Sea 8 € DpDg(M), entonces existe x € M tal que 5 = 0;(x), luego

0D,y (0o 0nr)(B) = Blwo b)) = Or(z) (@ o Onr) = 0(Om(z)) = 0(B)

de aqui, 0p,(ar) es sobreyectivo, y en consecuencia, Dg(M) es E-Matlis reflexivo.

Reciprocamente, supongamos que Dg(M) es E-Matlis reflexivo. Observemos que Dg(0y) o
Oppar = idp, ) desde que Op,(a) es un isomorfismo tenemos que Dg(fy) también es un
isomorfismo, y como Dg(—) es un funtor exacto y fiel, concluimos que ), es un isomorfismo.
Por lo tanto, M es E-Matlis reflexivo. ]

Como una consecuencia directa tenemos el siguiente
Corolario 2.1. Si R es E-Matlis reflexivo, entonces R es semilocal.

Proposicion 2.8. Supongamos que R es Noetheriano. Si M es un R-mddulo finitamente gene-
rado y E-Matlis reflexivo, entonces Supp(M) N Max(R) es un conjunto finito.

Demostracion. Como R es Noetheriano, podemos escribir £ = @ p., Ea(*i/P) para algiin con-
junto de indices A C Spec(A4) y como E es un cogenerador inyectivo de R tenemos que:
méax(R) C A. También se tiene que M es finitamente generado, de donde existe un isomorfismo
natural Dp(M) = @ p., Homgr(M, Eg(#/m)). Por la Proposicion [2.7|se tiene que D (M) es E-
Matlis reflexivo, lo cual implica que solo un nimero finito de los R-médulos Hompg (M, Er(E/P))
es diferente de cero. En particular Hompg(M, Er(£/m)) # 0 para un nimero finito de ideales
maximales m de R, y en consecuencia se tiene la igualdad.

s (st (1150 (2))) = sy s (£ (£)) = suotsn )

para cada P € Spec(R), demuestra el resultado, donde Ass(M) denota el conjunto de ideales
primos asociados del médulo M, el cual esta definido en la siguiente seccion. O

Observacion. Sean X, Y, Z tres R-mddulos, entonces existe un homomorfismo natural
~v:Hompg(X,Y)®r Z — Hompgr(Hompg(Z, X),Y)

el cual resulta ser un isomorfismo cuando Z es de presentacion finita y cuando Y es inyectivo,
y el mismo que estd dado por

Y(f ®2)(g) = (fog)(z), para todo f € Homg(X,Y), g € Homgr(Z,X), z € Z

Cerramos esta subseccién enunciando un resultado cuya prueba se puede ver en [4], pdgina 31, el
resultado afirma que los médulos Ext (M, N) y Tor® (M, N) son E-Matlis reflexivos para todo
n > 0. Esto es:

Proposicion 2.9. Sea R un anillo Noetheriano. Si M es un R-mddulo finitamente generado
y N un R-mddulo E-Matlis reflexivo. Entonces los R-médulos Ext's(M, N) y Tor®(M,N) son
E-Matlis reflexivos para todo n > 0.

3. Clasificacién de moédulos reflexivos con respecto a un coge-
nerador minimal

En esta seccién presentamos o daremos una clasificacién de moédulos los cuales son reflexivos
con relacién a un cogenerador inyectivo minimal.
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3.1. Modbdulos reflexivos sobre un anillo cociente

Abordaremos algunos resultados relacionados a la reflexividad de médulo sobre un anillo cocien-
te.

Proposicion 3.1. Sea R un anillo, I C R un ideal. Si IM = 0 para algin R-mddulo M,
entonces M es reflexivo como un R-mddulo si y solo si M es reflexivo como un B/1-mddulo.

Demostracion. Para lo cual observemos que Hompg(£/1, E) es un cogenerador inyectivo minimal,
y como M ®p B/1 = M, entonces se tiene que:

Hompg(M, E) & Homs, (M, Hompg(¥/1, E)) 0

Corolario 3.1. Sea R un anillo y S C R un conjunto multiplicativo y S~™'*M = M para un
R-mddulo M, entonces M es reflexivo como un R-mddulo si y solo si M es reflexivo como un
S~'R-médulo.

Demostracion. Como en la Proposicién se tiene que Homp(S™'R, E) es un cogenerador
inyectivo minimal sobre el anillo S~'R, y en consecuencia

Hompg(M, E) = Homg-15(M, Homg(S 'R, E)) O

Proposicion 3.2. Sea R un anillo local y M un R-mddulo finitamente generado, entonces M
es reflexivo si y sdlo si R ®r M = M, donde R denota la completacion de R.

Demostracion. Para cualquier tal R-moédulo M tenemos el siguiente diagrama que conmuta

M 2 Homp(Hompg (M, Er(K)), Er(K))
M =RopM— Hom(Hom(M, Ex(K)), Ex(K))

donde K es el cuerpo residual del anillo R y de su completacion R. Como la completacion M de
M es un R-médulo reflexivo, entonces el homomorfismo H es un isomorfismo, pero afirmamos

que el homomorfismo my es un isomorfismo. Para Er(K) = E5(K) y

Hom (M, Ex(K)) = Homz(R ®r M, Ep(K))
= Homp (M, Hom» (R Er(K)))
= HOII]R(M, ER(K))

Desde que L = Homp(M, Ex(K)) y Er(K) son R-médulos y R-médulos artinianos, entonces
tenemos Homg (L, Er(K)) = Homp(L, Er(K)), y de aqui se sigue que M +— R ®r M es un
isomorfismo si y solo si M es reflexivo. O

Corolario 3.2. Sea R un anillo local y sea I C R un ideal, entonces /1 es reflexivo como un
R-mdédulo (o como un B/1-médulo) si y solo si B/1 es un anillo local completo.

Demostracién. Se sigue de la igualdad R ®g B/r = R/I. O

Proposicion 3.3. Sean M un R-modulo y S C M un submddulo, entonces M es reflexivo si y
solo si S y M/s son reflexivos.
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Demostracion. Se sigue del diagrama conmutativo([I] con filas exactas y las aplicaciones verticales
son inyectivas. Antes de observar el diagrama, escribamos H* = Hompg(M, E).

0 S M M/g 0

O

Definicién 3.1 (Ideales primos asociados). Sea R un anillo y M un R-mddulo no nulo,
decimos que M es un mddulo primo si, para todo submddulo N de M (N C M) se tiene que

Anul(N) = Anul(M).

Definicion 3.2. Sea R un anillo, P C R un ideal primo. Decimos que P es asociado al
modulo M cuando existe un submddulo primo N de M (N C M) tal que P = Anul(IV).

El conjunto de todos los ideales primos asociados de M se denota como Ass(M) o Soc(M).

Lema 3.1 (Caracterizacién de ideales primos asociados a un médulo). Sea M un R-mddulo y
P C R un ideal primo, entonces el ideal primo P es asociado a M si, y solo si, P = Anul(m),
para algun elemento m de M.

Demostracion. (Ver [5], pag. 73). O

Proposicion 3.4. Si M es reflexivo, entonces existe un submddulo finitamente generado tal que
M/s es artiniano.

Demostracion. Si M = (0), entonces el resultado es obtenido trivialmente.

Si M # (0) existe un conjunto finitamente generado S; C M tal que Soc(M/s;) # (0). Si
Soc(M/s,) es esencial en M /s, entonces M /s, es artiniano y en consecuencia también lo es E(M /s, ).
Ahora si este no es esencial, sea V/s; N Soc(M/s;) =0 con S; C N, S; # N, entonces existe un
conjunto finitamente generado Sz con S1 C Se C N y Soc(V/s:) # 0, de este modo Soc(M/s,) —
Soc(M/s,) es inyectivo pero no es suryectivo. Repitiendo el proceso vemos que este debe parar,
de lo contrario si L = |J.S,, entonces Soc(M/L) es una suma directa, lo cual es un absurdo por
la Proposicién O

Proposicién 3.5. Sea M un R-mddulo y supongase que para algin m € & = Spec(R), Homp (M,
E(B/n)) =0 paran € £ conn =m. Entonces si M es reflexivo, M,, = M y Homg(Hompg(M, E),
E(8/n)) =0 para n # m.

Demostracion. Sea M reflexivo y m € Spec(R) tal que Hompg(M, E(E/n)) = 0 para n # m. Si
M # 0 entonces tenemos el homomorfismo natural no nulo M — Hompg(Hompg(M, E), E), por
lo que es inmediato ver que:

Homp (M, Homp (HomR(M, E),E (f))) £0

pero
Hompg(M,Hompg(Hompg(M, E), E(E/))) = Homg(Homg (M, E), Homg(M, E(E/r)))

asi Hompg(M, E(E/n)) # 0, de aqui n = m.
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Como Homp(M, E) = Hompg(M, E(E/m)), se sigue facilmente usando propiedades de E(£/m)
que (Homg(M, E)),, = Homg(M, E), pero entonces

[HomR(HomR(M, E), E)]m = HOIHR(HOIHR(M, E), E)

y asi M,, = M. Ahora por el Corolario se sigue que M es un R,,-mddulo reflexivo asi como
un médulo R-reflexivo. ]

3.2. Clasificacién completa de médulos reflexivos

En esta tultima seccién daremos una clasificacién completa de mdédulos reflexivos, previamente
presentamos un resultado que relaciona la reflexividad de un médulo con la completitud de un
anillo semilocal. Para lo cual usamos el hecho que: Si H es un R-mddulo artiniano, entonces
existen diferentes ideales maximales: ny,na,...,n; € &, donde £ = Spec(M), y M es un R-
modulo; y una descomposicién
t
H=H,
i=1

tal que (H;),, = H;, los ideales ny,ng,...,n: y la descomposicién son tnicos. Ahora, si J C H
es un submadulo, entonces

J=UJNH)®(JNH)®...o(JNH)

produce la descomposicién correspondiente de B. Nétese que Hompg(H;, E(£/m)) = 0 para m €
& = Spec(M), con m ¢ {ny,na,...,n:}.

Proposicién 3.6. Sea M un R-mddulo finitamente generado y sea I = Anul(M). Entonces M
es reflexivo si y solo si B/1 es un anillo semilocal.

Demostracion. Tenemos

Homp (M, E) = Homp <M, PE <5>> =~ (P Homp <M,E (ﬁ))

meg

ya que M es finitamente generado. Asi Homp (M, E) también es reflexivo, por la Proposicién
se tiene que Homp (M, E(E/m)) = 0, salvo para un numero finito de ideales 9t € &.

Sean ny,ng,...,n: € & los diferentes elementos de € tal que Hompg(M, E(£/m)) = 0 para m ¢
{n1,n9,...,n;}, asi Homp(M, E) = @._, Homp(M, E(E/n.)). Podemos asumir que

Homp (M,E (f)) #0parai=1,2,...,t.
(]

Si M; := Hompg(M, E(E/n;)) de donde Hompg(M;, E(E/m)) = 0 para m # n;, vemos que
Hompg(&/r;,, E(B/m)) = 0 para m # n; donde I; = Anul(M;). Por eso I; estd contenido tni-
camente, solo en un ideal maximal n;. Por lo que £/1; es un anillo local y (£/1.),, = £/I.

Ahora, como B/1; es también reflexivo y finitamente generado, de este modo obtenemos que
R/1; es un R,,-médulo basta observar el Corolario pero por la proposicién se tiene
Eni ®R,, B/1. = B/1;, esto quiere decir que %/I; es un anillo local completo. O

. t . ’
Pero ahora si I = Anul(M), entonces tenemos I = (,_; I;, los I1, I, ..., I; son comaximales, asi

por el Teorema chino del resto
R R R R

= — X =X ... X —,
I L I I

de aqui £/r es un anillo semilocal completo.
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Observacién. Asumiendo que M es un R-mddulo finitamente generado y que B/1 es un anillo
semilocal, donde I = Anul(M). Entonces M es reflexivo como un (B/1)-mddulo y asi por la
Proposicion[3.1], es reflexivo como un R-mddulo.

Proposicién 3.7. i) Sea R un anillo y sea I C R un ideal, entonces B/1 es reflexivo si y
solo si B/1 es un anillo semilocal completo.
it) Sea R un anillo, y sean I,J C R dos ideales tales que B/1 y B/j son anillos semilocales
completos.
Demostracion. i) Es inmediato de la Proposicién

i1) Para esto, solo bastara ver que £/17 es un R-moédulo reflexivo. Nosotros tenemos la sucesién

exacta corta
0

0 77 77

~
=
~|=

Pero B/r es un R-médulo reflexivo, y desde que /17 es un cociente de (£/7)" para algin
n > 1 este es un R-médulo reflexivo. De aqui £/17 es un R-mdédulo reflexivo. para lo cual
bastara recordar el resultado siguiente: <Si M es un R-médulo y .S C M es un submédulo,

entonces M es reflexivo si y sélo si M/s es reflexivos.
O

Teorema 3.3 (Clasificacién completa de médulos reflexivos). Un R-mddulo M es refle-
zivo si y solo si este tiene un submddulo S finitamente generado tal que M/s es artiniano y si
R/r es un anillo semilocal completo, donde I = Anul(M).

Demostracion. Asumamos que M es reflexivo, por el resultado siguiente: <Si M es reflexivo
existe un submdédulo finitamente generado S tal que M/s es artiniano> tenemos que existe S C M
finitamente generado con /s artiniano. Como S es reflexivo y finitamente generado entonces
se tiene que /s es anillo semilocal completo, donde J = Anul(S) para lo cual bastard observar
la Proposicién Como M/s es artiniano y reflexivo entonces Homp(M/s, E') es Noetheriano,
es decir,finitamente generado. Ahora, si L = Anul[Hom(¥/s, E)], entonces £/L es semilocal
completo. Pero Anul[Homp(M/s, E)] = Anul(M/s) y desde que I = Anul(M) D JL y también
R/jL es semilocal completo entonces por la Proposicién parte (ii), se tiene /I es semilocal
completo.

Reciprocamente, asumiendo que M posee un submdédulo S C M finitamente generado, con M/s
artiniano y que £/I es un anillo semilocal completo, donde I = Anul(M), entonces puesto que
J = Anul(S) D Anul(M) = I, vemos que £/J es completo y semilocal, y asi S es reflexivo. Como
M/g es artiniano y L = Anul(M/s) D Anul(M) = I, vemos que B/L es completo y semilocal,
entonces el £/r-moédulo artiniano es reflexivo como un £/r-médulo. Por la Proposicién se
tiene que M /s es un R-mdédulo reflexivo, y por la Proposicién se sigue que M es un R-mddulo
reflexivo. O

4. Conclusion

» Los R-médulos Ext(M,N) y Tor®(M, N) E-Matlis reflexivos pueden ser obtenidos a
partir de un R-médulo M finitamente generado y, de un R-médulo N, E-Matlis reflexivo,
para todo n > 0.

= El i-ésimo médulo de cohomologia local H', (M) de un A-médulo M I-Matlis reflexivo es
artiniano para todo i > 0, y donde .# es un sistema de ideales generado por el conjunto
de ideales maximales.

= La clasificacion de un cierto tipo de moédulos se establece con respecto a un cogenerador
inyectivo minimal de la categoria de R-mddulos.
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