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Programacion lineal: convergencia del algoritmo primal-dual de paso largo por el
método de la funcién barrera

Juan Luna Valdez E] y Edinson Montoro Alegre E]

Resumen: En el presente trabajo se tratard de desarrollar y describir el método
punto interior primal-dual para resolver el problema de programacién lineal. Este
método se caracteriza por utilizar funciones barrera, para el problema primal y para
el dual y asi deducir el sistema no lineal primal-dual, cuya solucién define la tra-
yectoria central del método de punto interior. Se demuestra que el niimero total de
iteraciones que ejecuta es de orden polinomial.
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Linear programming: convergence of the long-pass primal-dual algorithm by the
barrier function method

Abstract: In this work we will try to develop and describe the primal-dual interior
point method to solve the linear programming problem. This method is characterized
by using barrier functions, for the primal problem and for the dual and thus deduce
the primal-dual nonlinear system, whose solution defines the central path of the
interior point method. It is shown that the total number of iterations that it executes
is of polynomial order.
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1. Introduccion

Dado un problema de programacién lineal, llamado problema primal, existe otro problema
de programacion lineal, llamado problema dual, estrechamente relacionado con él. Se dice que
ambos problemas son mutuamente duales. Bajo ciertas hipétesis, los problemas primal y dual dan
lugar al mismo valor éptimo de la funcién objetivo, y por tanto se puede resolver indirectamente
el problema primal resolviendo el problema dual. Esto puede suponer una ventaja computacional
relevante.

En este trabajo se estudia el método de punto interior y se resolvera un problema de progra-
macién lineal con restriccién usando un algoritmo primal-dual. Para ello usaremos el métodos
de barrera y las condiciones de Karush-Khun-Tucker.

Consideremos el siguiente problema de programacion lineal, expresado en forma estandar,
como problema primal:

min Lz

(P) s.a:Ax=b
z>0

donde ¢, x € R", be R™, A€ R™"™ y rango(A) =m, m <n.
El problema dual (P), expresado en su forma estédndar,

méax b’y
(D) sa: ATy +s=c
s>0

donde s € R".

Se plantea el problema dual por que permite resolver problemas lineales donde el ntimero de
restricciones es mayor que el nimero de variables. Gracias a los resultados obtenidos, la solucién
de uno de los problemas (primal o dual) nos proporciona de forma automaética la solucién del
otro problema.

El alcance de la solucién dual permite realizar importantes interpretaciones de los problemas
de programacién lineal. Ademaés la solucién del dual se puede obtener desde el problema primal
lo cual permite generar algunos métodos como el método dual del simplex; otra de las ventajas
de la dualidad, es la posibilidad de resolver graficamente algunos problemas.
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2. Preliminares

En esta seccién presentaremos una serie de definiciones y resultados basicos del andlisis
convexo, problema de programacioén lineal y el método de barrera en programacién lineal.

Definicion 2.1 Sea S C R"™, S # ¢. Se dice que S es convexo si
M+ (1-NyeS, Ve,ye S, VAel0,1]

Definicion 2.2 Sea S C R™ , un conjunto convexo. Un vector d € R"™, d # 0, se dice direccion
de S, si Vx € S se tiene que x+ Ad €S, VA > 0.

Definicion 2.3 Sea S C R™ wun conjunto convexo. Se dice que f:S — R es una funcién
convezxa si

fQz+ 1 =Ny <Af()+ (A -Nf(y), Ve,yeS 0<A<1

Definicion 2.4 Sea S C R™ un conjunto convexo. Se dice que f:S — R es una funcién

k
convexa si Yk € N, x1,...,2, €S y Ai,...., \g >0 tales que Y N\, =1, se tiene
i=1

f (/\1x1 + ...+ )\kxk) < )\1f (:Cl) 4+ ...+ )\kf (xk)

Definicién 2.5 Sea S C R"™, no vacio, f:S — R, T€S, d#0 tal que T+ Ad €
S, VA €|[0,n], algin n > 0. Se define la derivada direccional de f en el punto T, en la
direccion d, por,

fE M) - f@) g

"(x,d) = 1
A

donde R = RU{—o00,+}, (cuando el limite existe).

Definiciéon 2.6 Sea S C R"™, no vacio, una funcion f : S — R, es diferenciable en
T € int(S) siexiste Vf(T) € R" tal que

f@=f@+Vi@ (-2 +o0@x—-1), VzeSs

donde h’n@M =0.

Teorema 2.7 Sila funcion f es diferenciable en el interior de S, entonces
f@d)=Vf@"d

Definicion 2.8 Sea f: R" — R, se dice que d € R" es direccion de descenso de f en T
si V@ d<o.

Definiciéon 2.9 Sea SCR", S#¢ y T € S. Se denomina cono de direcciones admisibles
de S enT al conjunto:

A@) ={deR"/d#0, T+Xde€ S, VYAel[0,n] paraalgin n >0}

y el conjunto D (T) = {d eRrR" ) Vi@'d< O}, es el congunto de direcciones de descenso.
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2.1. Funcién lagrangeana
En los problemas de Programacion Matematica de la forma

min f(z)
(P) s.a:gi(x) <0, i=1,..m
res

por lo general se usa la funcién lagrangena que consiste en construir el siguiente programa

min f(z)+ 27:1 Ajg;(z)
(Py) s.a:
r €S

Donde )\ € R™.

Los valores \; son llamados multiplicadores de Lagrange o pardmetros lagrangeanos.
Por cada A se tiene un programa de optimizacién (P)) en la variable z.

La funcién
f@) = f(z) + ATg(x) = f2) + Y Nigi(x)

es llamada funcién lagrangeana de (P)) y se escribe como L (z, \).

2.2. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Teorema 2.10 Sea S CR"™ y f:S — R, diferenciable, y consideremos el programa
(P) {min f(2)
zeS

Sea T solucion de (Py) y supongamos que {Vg; (T), i€ 1} es un conjunto linealmente
independiente. Entonces existen 1, to, ..., m € R tales que

Vi@ +Y 1V (@) =0
=1

wigi (z) =0, i=1,2,..m
i >0, 1=1,2,...m

2.3. Dualidad y condiciones de optimalidad

Consideremos un problema de programacién lineal, expresado en su forma estandar, como
programa matematica lineal primal:

min L'z

(P) s.a:Ax=b (1)
x>0

donde ¢, x € R", b€ R™, A€ R™"™ y rango(A) =m, m <n.
El programa dual (P), seré:
méax b’y

(PD) { sa: ATy <c
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Expresado en su forma estdandar,
méx bly
(D) sa: ATy +s=c (2)
s>0
donde s € R™.

Utilizamos el Método de Barrera Logaritmica para penalizar las restricciones de desigualdad.

Definimos:

S'={zreR" [ Az =b, z>0}#¢
T'={(y,s) eR"x R" | ATy +s=c, s>0}#¢

Asociamos a los problemas (P) y (D) la siguiente funcién barrera logaritmica primal-dual:
s
fpp (7, 851) = 7 - Zlog (z55;) 3)
j=1

Para cualquier par de soluciones primal-dual factible tenemos:

Ts=cle—bly

Generando asi, los problemas barreras para el primal y dual

(T T n .
P.) { min ¢’z —x 8+MZ]:110g(37J5])7 p>0
1 0

rzesS

o { BT
H ' 0
(y,s) €T

(P,) esun programa convexo y (D) es un programa céncavo, como S°xT% son no vacios,
entonces (P,) y (D,) son superconsistentes, por tanto los problemas poseen solucién tnica.
Aplicamos las condiciones de KKT para caracterizar una soluciéon de (P,) y (D,). Pero antes,

calculemos la funcién lagrangeana de cada uno.
La funcién lagrangeana de (P,):

Lp(x,s;u) = ch—:L‘T5+,uZIOg (z5;) +y' (Az —b) (4)
j=1

Aplicando las condiciones de KKT obtenemos las condiciones de optimalidad:
ATy +s—c=0, s>0

(PD) Az —b=0, >0
Xs—pue=20
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El sistema (PD) es el sistema KKT para (P) y (D).
Donde:

X = diag (z1,22, ..., Tp)
S = diag (s1, 52, .-, Sn)
e=(1,1,...,1)7

Sea ((x(u),y(u),s(pn)) la solucién del sistema (PD) para cada p > 0. Con éstas variables se
define la Curva Paramétrica (o Trayectoria Central).

C={(x(w),y(w),s(w) / n>0}

que se encuentra en SY x TY.

2.4. Direcciones de Busqueda

Para resolver (PD) utilizamos el método de Newton.
Dado w = (x,y,s) punto inicial, donde x > 0, s > 0, resolvemos el sistema:

J(F(x,y,s))dw:—F(a:,y,s) (5)

donde dw = (d,d,, dS)T direcciones de Newton que son calculados a partir de un punto
inicial w = (z,y,s), tal que (z,y, s) es un punto factible interior Primal-Dual.

Se tiene que:

Ax —b A 0 O
F(z,y,s)=| ATy +s—c = J(F(z,y,8)=1] 0 AT I
Xs— pe S 0 X
Entonces,
A 0 O dy Ax —b
0 AT 1 dy | =—| ATy+s—c
S 0 X ds Xs— e

Como (z,s) es un par factible interior primal-dual, i.e., x >0, s> 0, y se cumple

Ar—b=0
ATy4+s—c=0

Luego tenemos el siguiente sistema:

A 0 O dy 0
0 AT 1T dy | =— 0
S 0 X ds Xs— pue

Los vectores d, dy, ds satisfacen:

Ad, =0
(%) ATd,+ds=0
Sdy + Xds = pe — Xs
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Resolvemos el sistema (*) para obtener las direcciones de biisqueda en el espacio primal y
dual que son denotadas por d, dy, ds.

De esta manera, obtenemos las direcciones de busqueda d, dy, ds.
dy = pS~le —z — S71Xd,
dy = — (AXS A7) (nAS~le — )
dy = AT (AXS1AT) " (uAS e — b)

Ahora definimos la medida de proximidad de z, y, s con el py-centros como

d(x,s;p) = Hu_l — u| (6)

2.5. Algoritmo de Paso Largo

El procedimiento del algoritmo de paso largo es que para las actualizaciones del pardmetro
de barrera, hace que sean més eficientes. Esto es, después de la actualizacién, la iteracion actual
se convierte en el nuevo par central.

La funcion de barrera logaritmica primal-dual

CCTS "
frp (z,s;1) = o Zlog CIEN)
=1

es un candidato.

Esta afirmacién se sustenta en una propiedad importante de fpp en relacién con la direccion
de busqueda que se define en el algoritmo primal-dual de paso corto. Esta direccion de busqueda
resulta ser una direccion de descenso para fpp.

Lema 2.11
(Ve dy + (Vof)  ds = — |Ju— u™Y||* = =62
donde

I'TS -
fi=fpp === log(x;s;)
poo=

2.6. Variacion de la Funcién Barrera

Para probar la convergencia polinomial del algoritmo, es fundamental que se pueda garantizar
una reduccién importante de la funcién barrera en cada iteracion.

Lema 2.12 Sea h un vector en R™ tal que ||h|| < 1. Entonces

> log (1+hi) = e"h+[|h] +log (1 - ||A])
i=1

Es posible mostrar que existe una longitud de paso a lo largo de la direcciéon de busqueda,
que garantiza una minima disminucién de la funcién de barerra por un término constante que
depende de la proximidad de la iteracion actual de la trayectoria central.

Este argumento se utiliza para limitar el niimero de iteraciones que se requiere para llegar a
un punto cerca de un p-centro dado.
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3. Lemas importantes de convergencia

Teniendo en cuenta la que hacemos un movimiento desde x hasta x + ad, en el x—espacio
y un movimiento desde s hasta s+ ads en el s—espacio, donde 0 < o < 1.

En términos generales, nos dice que un tamano de paso « se toma desde (z,s) a lo largo de
la direccién (d,, ds). La variacién inducida de la funcién de barrera para un p fijo, es dado por

Af(a) = f(x 4+ ady, s+ ads; p) — f(z,s; 1)

;(m—i—adx)T(s—i—ad Zlog[x+ad) (s+ozd)]
J=1

wl's &
- — 4+ Zlog (x55)
nooH
1 dz; ds;
:;(:rT+osz ) (s + ad,) Zlog(:@( —|—a;>sj <1—|—a;>>

Lema 3.1 Sea 0 :=6(x,s;u) > 0, Entonces

w =\ IX 14,2 + S~ 14> > 0

Tomando
1 1
w2 4w
se tiene x4+ ad, >0 y s+ ads > 0.
. 26
Por otra parte, si I' .= ————, Entonces

S+ V4 + 62

Af(a) < —T +log(147T)

1
Lema 3.2 Si §:6(z,s;pn) < 75 entonces

fxsip) — f(x(p),s(p);pn) < —o—log(l—o)

donde o :=

N

(6+vi+a)
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Demostracion 1

xls n " t n
Flasip) = f(x(n),s(p)ip)="—"=> log(zs;) - (@ ()" ()
H j=1 K

j=1
=——n— Zlog (xj55) —Zlog (1)
K 7=1 7=1

Por otro lado tenemos que

2ls=el'Sx=e'Xs
t

ee=n
Denotemos h = Xs e
Afirmacion 1: |h]| <1 En efecto,
X
I =[5 = o] = o G = i < W= o)
< Jullog [ —u
<lullo 0

Afirmacién 2:
lull, 0 < g (64 Va+e)
En efecto, Sabemos que |u; ' —w;| < ||u™! —u|| para cada i=1,2,...,n
Como & (z,s;p) = ||[u™t —ul| entonces |u;' —u;| <6
- —0<wut—wu; <6

(Xs)1/2
\//j ’

Por definicion, u = como x>0, s>0 —u; >0

De (10), se tiene que
—u;0 <1-— uf < u;0

u?—éui—lgogu?—{—éui—l

(10)

(11)
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De (11) se tiene que,

d+ Vo2 +4
U < ——————
2
—0 + V0% +4
5 < u;
Luego,
—0+ Vo2 +4 d++Vo2+4
ot vorT4 < < ot vort+4a (12)
2 2
Entonces,
. d++Vo2+4
max |u;| < ———
1<i<n 2
———
S+ Vo244
Julloe < S5
Luego, se tiene que
)
meagi(&+Vﬁ+4) (13)
con esto queda probado la afirmacion 2.
Por otra parte, de (12)
2 1 2

_— <y << —
S+Vo2+4 = " T —54+02+4

04V 4+4 04 VP+A
ST VE T Jryve =
2 -t T 2
Luego,
) 1 _ 0+ V62 +4
méx [ul < 2TV TS
1<i<n 2
———

5+ V02 +4
2

le™ oo <

Por otro lado, como

1 1
§< — = og52<5

V2
1 9 3
2 - i 2 =
— 6+4<2+4 5 4+5<\/§
De (9) y afirmacion 2,
5
< = 2
0l < 5 (3+ Va+0?)
1
- 2
<2 2<5+ 4+5)

) 2a )
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entonces,
IR <1 (14)

Con esto queda probado la afirmacion 1.

Ahora, de (8) y lema (2.12) se tiene que,

f (@ sim) = f (@ (w),s ();m) = e"h = log (1+ hy)

j=1
<e'h—e"h— || —log (1 —|A])
< —[[h]l = log (1 — [|A]]) (15)
X
Pero sabemos que h = 25 e
I
esto es,
hi r181/ 1 1 zis1/p—1
ha | T893/ L w282/p =1
hn, TnSn/ 1k 1 Tnsn /1 — 1
entonces
hj="% 1 Vj=12..n
1
— hj+1= Ti%
1

Por otro lado, definimos

F:(0,1) — R / F(z)=—x—log(l —x)

LY >0 — x>0

Entonces F(x) es creciente.

n S5

<0 — x<0 (perono esta definida en el dominio)

. F(x) es creciente en (0,1)

Asi mismo de afirmacion 1y (9) se tiene

5
1Al < flufld < 5 (

5+\/52+4>
ot vor+al)
-2

2

entonces
[hl <o
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Luego,
E([[Al]) < F (o)
—[Ip]| = log (1 = [|n]]) < —o —log (1 - o)
De (15), se tiene
[ sip) = f(x(p),s(p);p) < —o—log(l—o) (16)

Lema 3.3 “Sea pu* :=(1—0)u. Entonces

F@(),s(p)sp) = f(a@h),s(w")n") =nlog(l-0)

Lema 3.4 Supongamos que (x,s) es un par de soluciones factibles primal-dual tal que § :=

1
d(x,s;1) < —=. Entonces

V2

T
xS
7<7’L+\/ﬁ

3.1. Anadlisis de Convergencia

Lema 3.5 Si k es el menor entero tal que

1 2nu°
k210g< n,u)
g

6

después de k iteraciones exteriores como mdzximo, el algoritmo primal-dual del paso largo,
se detiene y se obtiene el par (x,s) factible interior primal-dual que satisface

szga

Demostracion 2 Sea k el numero de iteraciones exteriores. Entonces al actualizar k-veces el
pardmetro de barrera, del lema (3.3) se obtiene lo siguiente

e = (1 —0) pg—1

— = (1-0)" o (17)

Ademas en k-iteraciones exteriores, se tiene (.%‘k, sk) el par factible interior primal-dual.

Luego, por lema (3.4)

O I

1k

<n+n=2n
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Entonces
T
(xk> sk < 2nuk
< 2n (1 —0)" uo

Aplicando logaritmo en ambos miembros

log ((xk)T3k> <log <2n (1— G)kug>

= log (2ny0) + log (1 — 0)"

—log (1 — 6)* < log (2nug) — log ((xk)T 5k>

2
—klog (1 —0) <log (WLO)

(k)T sk

Utilizando 60 < —log(1—10) , 0 < 6 <1 Entonces

k9 < log | 20
(zF)" s*

(Hip Auz) supongamos que (xk)Tsk > ¢

Aplicando logaritmo a ambos miembros
T
log ( ) k> > loge
T
( =)'+)
T &
log (2npuo) — log ) )
2
log ( n,uo )

—log < —loge
< log (2nuo) — loge

2”#0

<1

De (18) y (19)

2
k0 < log ( ”8“°>

1 2nug
—1
k< 7 0g< E ) (=)

por tanto,

(18)
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Lema 3.6 FEl niumero de iteraciones interiores en una iteracion exterior estd limitada por

17 nd* +60\/n 1
1-4 2

Teorema 3.7 Si ¢ tiene el valor predeterminado, entonces el niumero total de iteraciones inte-
riores en el algoritmo de largo paso estd limitada por

On++n 1 210
17<10 +26>log< 5

La salida del algoritmo es un par factible primal-dual (z,s) tal que x7s < e.

Demostracion 3 Por el lema (3.5), el algoritmo de paso largo tiene a lo mds

7

1 2nu° , , ,
— log iteraciones exteriores
€

Por otra parte, del lema (3.6), se tiene

0 62 1
17 (W 2> iteraciones interiores en una iteracion exterior

Entonces, el total de iteraciones es

Oy/n+60*n 1 1 2n "
(M) (e (1))

donde (z,s) es par factible primal-dual tal que 2x7s < e.

4. Conclusion

En este trabajo llegamos a las siguientes conclusiones:

= El algoritmo de Paso Largo genera iteraciones (xk, y*, sk) estrictamente factible, y que
en un primer momento no se garantiza que esté lo suficientemente cerca del par central.

» En cada iteracién, el algoritmo usa dos direcciones d, y ds que resultan ser la descom-
posicién ortogonal del espacio de A.

» Se utiliza una medida de proximidad del tipo § (x, s, p) = Hufl - uH en lugar de una
1
norma clasica |le — —Xs||.
7

= Al Algoritmo de Paso Largo que implemente el método tiene un comportamiento Polino-
mial.

PESQUIMAT 24(1): 104 104



Juan Luna y Edinson Montoro

Referencias bibliograficas

1]

2]

Frisch, R. The Logarithmic Potencial Method of Conver Programming. Technical Report,
University Institute of Economics. Oslo, Norway, 1995.

Gonzaga C. C. Polinomial affine algorithms for linear programming, Mathematical Pro-
gramming, 49 (1990), pp. 7-21.

Karmarkar N. A new polynomial-time algorithm for linear programming, Combinatorica, 4
(1984), pp. 373-395.

Khachiyan L. G. A polynomial algorithm in linear programming, Soviet Mathematics Do-
klady, 20 (1979), pp. 191-194.

Kojima M., Yoshise A. A primal-dual interior point algorithm for linear programming, Pro-
gress in Mathematical Programming: Interior Point and Related Methods. Springer Verlag,
New York, (989), 29-47.

Monteiro R. D. and Adler 1. Interior path-following primal-dual algorithms. Part I: Linear
programming. Mathematical Programming, 44 (1989), pp. 27-41.

Tapia R. A., Zhang Y., and Ye. Y. On the convergence of the iteration sequence in primal-
dual interior-point methods. Mathematical Programming, 68 (1995), pp. 141-154.

Wright, S. J., Primal-Dual Interior-Point Methods, STAM, Philadelphia, 1997.

105

PESQUIMAT 24(1): 105



	Introducción
	Preliminares
	Función lagrangeana
	Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
	Dualidad y condiciones de optimalidad
	Direcciones de Búsqueda
	Algoritmo de Paso Largo
	Variación de la Función Barrera

	Lemas importantes de convergencia
	Análisis de Convergencia

	Conclusión

