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Resumen: El objetivo de este trabajo es obtener soluciones débiles para una clase
de problema de tipo p(x) - Kirchhoff. El resultado es obtenido mediante teoremas
del tipo Fredholm para dos operadores no lineales. Ademas, se considera la unicidad
de las soluciones débiles.
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A Dirichlet problem of type p(z) - Kirchhoff via Fredholm alternative

Abstract: The objective of this work is to obtain weak solutions for a type of
problem of type p(z) - Kirchhoff. The result is obtained by Fredholm-type results
for a pair of non-linear operators. In addition, the uniqueness of weak solutions is
considered.
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Un problema de Dirichlet del tipo p(z)-Kirchhoff via alternativa de Fredholm

1. Introduccion

En el presente trabajo, tenemos como objeto de estudio, el siguiente problema p(x)-Kirchhoff

—M(/{)A(:c,Vu))div(a(x,Vu)) = f(a:,u)\uﬁ((?) en (1)

u=20 sobre 0f2

donde € es un dominio acotado de R™ con frontera regular 9, y n > 1, p, s,t € C(f2) para cada
r € Q; M : RT — RT es una funcién continua, f es una funcién de Caratheodory y div(a(x, Vu))
es un operador del tipo p(x)-Laplaciano.

En los ultimos anos los estudios de ecuaciones diferenciales y problemas variacionales con
condiciones de crecimiento no estdndar han recibido considerable atencién (Ver[2] — [4]); esto
debido a las multiples aplicaciones a la Dinamica poblacional, Biomatematica, Mecanica elasti-
ca, Restauracién de imagenes entre otras.

Consideramos y estudiaremos la existencia, unicidad y singularidad de las soluciones

débiles; para lograr lo deseado utilizaremos resultados topoldgicos del tipo Fredholm dados por
Dinca en [1].

2. Preliminares

Mencionamos algunas propiedades y resultados basicos del espacio de Lebesgue generalizado
LP@)(Q) y del espacio de Sobolev generalizado VVO1 P(@) (Q); consideramos el conjunto:

C(Q) = {px) € C(Q) : p(z) > 1,Vx € O}
pT =maz{p(z);z € C(Q)} y para alginp(z) € C4 ()
p~ =min{p(x);z € C(Q)} y para alginp(z) € C4(Q)

Sea M (€2) es el conjunto de todas las funciones reales medibles definidas sobre €.
i,e) M(Q)={ w: u es una funcién medible con valor real sobre Q}.

Definimos el Espacio de Lebesgue con exponente variable

LP@(Q) = {u e M(): / lu(z)|P@da < oo}
Q

con la norma

|U|p(;v)=inf{u>01/ |u(x)|p($)d1:§1}
Q M

asi (LP(®)(Q), |u|p(z)) es un Espacio de Banach.
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Definimos el Espacio de Sobolev con exponente variable

WLP@ Q) = {u € LP@(Q) : |Vu| € LW)(Q).}
cuya norma esta dada por

[ull = [ulp@) + [Vulpe)
A la clausura de C§°(Q2) en W1HP)(Q) serd denotada con Wol’p(x)(Q). Se sabe que |Vuly)

y |lu|| son normas equivalentes en WO1 P (x)(Q). Por lo que usaremos la norma
lal = [Vl Y € W™ (9)
u Ul p(z), VU s .

Proposicién 2.1 Los espacio LP®)(Q) y L' (#)(Q) son conjugados, donde ﬁ—kwlm) = 1. Don-

de para cada u € LP@(Q) y v e L' ®)(Q) se cumple una desiqualdad del tipo Holder.

/ uvdx
Q

Demostracién. Ver [7]pag. 20.

+ W) |V (2
P (p~) p(z) 1V1p' (z)

Proposicién 2.2 Sip~ > 1, entonces el espacio generalizado LP™®)(Q) es un espacio de Banach
Separable y Reflexivo.

Demostracién. Ver [7]pag. 17-21.

Proposicién 2.3 Los espacios generalizados WP (Q) y Wol’p(x)(Q) son espacios de Banach
Separables y Reflexivos.

Demostracién. Ver [7]pag. 32-33.

Proposicién 2.4 Denotamos p(u) = |, lu(z)[P@dz. Yu,u, € LP@(Q), entonces tenemos las
siguientes propiedades:

(1) u#0, ’u‘p(x) =\ = p(%) =1
(2) Julp@) <1 (=1;>1) <= p(u) <1 (=1;>1);

+

(3) Silulye) > 1, = lully) < p(u) < Jul?,;

. +
(4) Silulp) <1, = [ul) ) < p(u) < |ulp,
(5) Mm |uylpe) =0 lim p(u,)=0;
(6) Vll;r_"l_loo’uub(az) = +00 —= VEI}_IOOP(UV) = +00.

Demostracién. Ver [7]pag. 16.

Proposicién 2.5 (Desigualdad de Poincaré). Existe una constante Cy > 0 talque

Ul o) < ColVulppe) (), Vu € Wol’p(w)(Q)-
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Demostracién. Ver [7]pag. 37.

Proposicién 2.6 Sipuc C(Q) yu(z) < p*(x) (u(x) < p*(x)) para x € Q, entonces existe una
inmersion continua (compacta) ng’p(x)(Q) — LM=)(Q), donde

Demostracién. Ver [7]pag. 37.

Definicién 2.7 La funcién u € Wol’p(m) (Q) es llamada solucion débil del problema st

— x, Vu)dz a(z, Vu))Vudz = |ul'”) z,u)vdr Vv Lp(@)
M([ Ae,Vu)da) [ (ala Vu)Vode = ll) [ fauods voewgT @) 2

En lo que continua, la funcién f : @ x R — R siempre sera considerada con la condicién de
Caratheodory y ademés satisface:

(fo) Ja )t < al@ 4oy, Y(z,1) € QxR
donde c1, ca son constantes positivas, a € C (Q) tal que

1 <a(z) <p*(z)
(M) M : [0; +00[— [mg; +o0[ es continua no decreciente con mg > 0.
La aplicacién B
a(z,) : AxR" — R
es la derivada continua respecto a la variable £ de la aplicacién
A: QxR — R" A= A(x,§);

ie) a(z,§) = DeA(x,€) = %A(w, €), que satisface las siguientes condiciones:

(a) a(z,&) < co(1+|EP@1), Vo € Q y € € R™ para alguna constante ¢y > 0.

(b) A es p(z)-uniformemente convexa, si existe una constante k > 0 tal que

A, &) + S Alw, §) — HE — 9@, Vo € %6,y € R

(c) a(z,€).€ < p(x)A(x,€) para todo x € Q; € € R™.
(d) A(z,0) =0, Vz € Q.
(e) (a(z,€) — a(z,n)).(€ —n) = 7|¢ —nlP'*), para algin 7 > 1.

Observamos que el problema (1) no es variacional, por lo que nuestra herramienta en la
buisqueda de soluciones es un resultado del tipo alternativa de Fredholm para un par de opera-
dores no lineales obtenidos por G. Dinca [1].

Denotamos al operador grado de Leray-Schauder como drs(G, B, 0).
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Teorema 2.8 (Dinca) Sean X e Y espacios de Banach reales y dos operadores no lineales
T,5: X =Y tal que:

1. T es biyectiva y T~ es continua.
2. S es compacto.
3. Sea X # 0 un numero real talque: |[(ANT' — S)(z)|| = +o0 cuando ||z|| — +o0

4. Existe una constante R > 0 tal que
IAT = S)(@)|| > 0 si |z > R, drs(I —T"'(%),B(6,R),0) # 0

Entonces
Al — S es suryectiva de X enY.

Demostracién. Ver [1].
Recordemos que u € VVO1 P (x)(Q) es una solucién débil del problema (1) si y sélo si

-M </ A(x,Vu)) div(a(z,Vu)) = |u\i((?)Nfu en W_l’p/(x)(Q)
Q

donde Ny es el operador de Nemytski asociado a f.

3. Resultado Principal

Teorema 3.1 Si las siguientes condiciones se satisfacen :
(a) a(z,€) < co(1+ [€P@—1), Vo € Q y &€ € R” para alguna constante co > 0. “

(b) A es p(x)-uniformemente convexo, si existe una constante k > 0 tal que
1
A(.’E,f) + §A(.’E, ¢) - k“f - w’p(m)’vx € Qvfa 1/) e R™
(c) a(z,8).€ <p(x)A(x,€),Vz € Q y £ € R™
(d) A(z,0) =0, Vo € Q.

(e) (a(z,&) —a(z,n)).(€ —n) > yI& — n[P™), para algin v > 1.”

(fo) flo, )t < ert|*@ 4 eo, V(z,t) € AXR,
(M) M : [0; +o0[— [mo; +00[ es continua no decreciente con mg > 0.
y ademds
tt+at
3 7

FEntonces, existe una solucion débil para el problema .

Prueba: Para aplicar el teorema 1, tomamos ¥ = W12 @)(Q) y los operadores T,S :
Wol’p(x)(Q) — WL @)(Q) de la siguiente manera

(Tu, vy = M(/QA(:J:,Vu)dx> /Qa(x,Vu)Vvdx

(Su,v) = [ulD) (Nyu, v)
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(Su.0) = luli) [ fwu)oda
Q

Dado que Wol’p(x)(ﬂ) — La(‘”)(Q) es compacta, de la condicién dada por (fp), podemos ver que
la aplicacién
Ny : WP Q) » w7 @)

es secuencialmente débilmente y fuertemente continua; la continuidad de S es imediata.
Sea :
(uy)v>1 C Wol’p(x)(ﬂ) acotada,

entonces existe una subsucesion

(U )k>1 de (uy)u>1

tal que
(N¢(uy,))e>1 es fuertemente convergente
Sea:
Uy = U en Wol’p(x)(Q)
entonces
Uy — U en L'@Q) y LY@(Q)
de donde

uy, > u ctp en £

Desde que t € C(9), tenemos

|u,,\i((?) — \u|i(é)) ctp €

ademas
flw,w) = f(w,u) ctp e

entonces tenemos
flw) w2 = Faw)ullS) cp 2eQ
de (fo) yu, > u ctp en
t(a) t(x) |4 @)
[ w2~ £ w)lul ()

donde (1 + k(z) + |u|*®) € L1(Q) y por el teorema de la Convergencia Dominada

< 0(1 + E(z) + |uya<w>)

, (a) i(x) @
Jim | [ ) ) =l o] e = 0
entonces
3 xX xX a,(x)
im0 F (@) =l o) =0 (3)

luego de tenemos

‘<SUU7U> - (Su,v)’ < C‘f(%uy)\uyi(&

)
)
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Asi, Su, — Su en WL (#)(Q). Esto demuestra que S es compacto.

Por otro lado, consideramos la funcional L : I/VO1 P(@) () — R definida por
L(u) = /Q A(z, Vu)dz, Yu € WP (Q)
cuya derivada de Gateaux en el punto u € I/VO1 P (m)(Q) es dada por
(L' (u),v) = /Qa(x, Vu)Vudz,Yu,v € Wol’p(gc)(Q)

La monotonfa estricta de L’ es deducida inmediatamente de la condicién de monotonicidad (a),
de (e) y de la siguiente identidad elemental Va,b € R™ se cumple:
22Pla — b? < (Jaf’"2a — [P2b)(a—b); si pla) > 2
(p = Dla—b*(la| + [p))P7% < (|lalP"%a — [bP~?b)(a —b);  si 1< p(z) <2
donde estamos usando el producto interno estandar de R™. Asi tenemos que L es estrictamente

convexo.

Dado que M es no decreciente, entonces M (t) = fg M (s)ds es convexo en [0, +oo[ asi, para
cada u,v € Wol’p(x)(ﬂ), con u # v,y cada s,t €]0,1] con s+t =1 se tiene

o~

M(L(su+tv)) < M(sL(u) + tL(v)) < sM(L(u)) + tM(L(v))

b(u) = M </Q A(z, Vu)>

(¢ (u),v) = (Tu,v)

deducimos que T es estrictamente mondtona en WO1 P (x)(Q), por lo que T es una inyeccion, lo-
grandose probar que T es un operador del tipo (S4).

Ahora, para u € Wol’p(z)(Q), con |jul| > 1, tenemos

Esto muestra que

es estrictamente convexo, y como

(T'u, u)
[l

> m()Hqufl — 400

cuando ||u|| — +oo por lo tanto, T es coercivo; los argumentos estdndar garantizan que T es
demicontinuo.

Por el teorema de Minty-Browder, el operador T' es una suryeccién, y por lo tanto la inversa
(T)~: WP @(Q) - Wol’p(x) (Q) de T existe.

Ahora probaremos la continuidad de (7")7!.
En efecto sean:

(9)v>1 SW WP E(Q) talque g, —g en W PE(Q)

u, = (T) " Yg,, u=(T)"tg, entonces Tu,=g,, Tu=g
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Por la coercitividad de T, deducimos que (u,),>1 es acotada en VVO1 P (x)(Q).
asi tenemos que
Uy —u en Wol’p(x)(Q)

desde que
gy — g en W' (@) (Q)

VEIEOO(TUZ, —Tu,u, —u) = V£I+noo<gy —g,uy, —u)y =0.

Como T es del tipo (Sy) y u, — u entonces T~! es continuo.
Por otro lado después de algunos calculos obtenemos

| Tull > mollul®” ", Yu € Wa* ™ (), |u] > 1,

1Sull > e flul T+ 4 e, Yu € W PN (Q), |ful| > 1

Por lo que para ||ul| > 1 tenemos:

1 = Syl > [Tl — [Sull = mollul® " exflul] "1 + e, vu € Wa ™) (@)

Luego concluimos que

(T — S)u|| = +o0 cuando ||u|| — 400

entonces existe r; > 1 tal que

(T = Syu| > 1,Yu € WoP™(Q), con |full > r

luego realizando cédlculos simples se demuestra que
A= {u € Wol’p(x)(ﬂ) cu =T (Su);t € 0, 1]}
es acotado en Wol’p(x)(Q).

Entonces existe 9 > 0 tal que A C B(0,r3).

Elegimos R = max{ry,r2} y consideramos la homotopia de las transformaciones compactas
Hy : [0,1] x B(0, R) — WP (q)
definida por

Hi(t,u) = tT~(Su)

de la eleccién de R, tenemos Hy(t,u) # u, Yu € dB(0,R), por lo tanto el grado de Leray-
Schauder
dLS(I - T_1(5)7 B(Oa R)a 0)

esta bien definido. También

dLS'(I - T_l © SaB(()? R),O) = dLS(I - Hl(la )>B(07R)70)
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Luego
drs(I =T~ 05, B(0,R),0) = drs(I — Hi(0,.), B(0, R),0) = dzs(I, B(0, R),0) = 1 £ 0
Asi, el par de operadores no lineales (T, S) satisfacen la hipétesis del teorema (1) para A\ = 1.

Se deduce que
T—8: WP (Q) - wPE)(Q)

es suryectivo. Por lo tanto, existe u € VVO1 P (Z)(Q) tal que

(T—S)u=0; en W_l’p/(m)(Q)

es decir

Tu=Su en W H@(Q)
de donde concluimos la demostracion.

4. Resultados

Los resultados presentados aqui nos muestran la existencia de soluciones débiles para una clase
de problema de tipo p(x) - Kirchhoff, este resultado fue obtenido para dos operadores no lineales,
utilizando el teorema de Minty-Browder, la homotopia de las transformaciones compactas y la
teoria de grado de Leray-Schauder. Probando la unicidad de las soluciones débiles.

5. Discusiéon

Debido a que el problema (1) no es variacional, mostramos una herramienta para la bisqueda
de soluciones, la cual estd basada en un resultado del tipo alternativa de Fredholm para un par
de operadores no lineales obtenidos por G. Dinca [1]. A partir de ello se obtiene el resultado
buscado.

Una pregunta natural es ;la técnica aplicada, seguira siendo vélida en problemas con operadores
fraccionales y con no linealidades que involucren términos gradientes? , jse obtendra un mejor
resultado?

6. Conclusion

1. Al no tener el problema una estructura variacional, hemos recurrido a una técnica
topolégica dada por Dinca [1] . Esta metodologia de trabajo nos ha permitido obtener
solucién débil del problema.

2. El método introducido es bastante general y es aplicable a ecuaciones elipticas con otros
operadores y términos no lineales y en otros tipos de espacios, por ejemplo en los espacios
de Orlicz.

3. Similarmente es posible aplicar el método a ecuaciones elipticas que presentan condiciones
de frontera tipo Neumann, condiciones mixtas, de ningtn flujo, etc.
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