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Notas sobre puntos singulares irregulares de ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden y el wronskiano

José Luis Condort Condora

Resumen: Presentamos una clasificacién de los puntos singulares irregulares y el
infinito de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden; ademas, mostra-
mos algunos resultados del wronskiano de las soluciones y sus derivadas para esas
ecuaciones. Usamos la referencia bibliogréafica de Butkov y Krantz para el desarrollo
del marco tedrico, Sabbah enfoca el caso en variedades complejas y Scardua-Ledén
a ecuaciones diferenciales de segundo y tercer orden. Para conseguir los resultados
empleamos reiteradamente el método inductivo-deductivo y el manejo de los indices
para las series.
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Notes on Irregular Singular Points of Wronskian and Second-Order Linear
Differential Equations

Abstract: We present a classification of irregular singular points and infinity of
second-order linear differential equations; Furthermore, we show some Wronskian
results of the solutions and their derivatives for those equations. We use the bi-
bliographic reference of Butkov and Krantz for the development of the theoretical
framework, Sabbah focuses the case on complex manifolds and Scardua-Leén on se-
cond and third order differential equations. To achieve the results we repeatedly use
the inductive-deductive method and the handling of the indices for the series
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1. Introduccion

Estudiamos los puntos singulares de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
con coeficientes las funciones analiticas. En el marco tedrico describimos las nociones bésicas de
las ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo orden, el wronskiano, las funciones analiticas
v la nocién de los puntos singulares. En la seccién de los resultados deducimos una clasificacion
de los puntos regulares y singulares en el origen, de ella descartamos algunos casos. Analizamos
los casos del punto infinito. Finalmente, presentamos algunas situaciones del wronskiano de las
derivadas de las soluciones de las ecuaciones diferenciales.

2. Marco Teorico

2.1. Ecuacién diferencial homogénea

Seguimos algunas ideas de Butkov|[1]. Presentamos las ecuaciones diferenciales homogéneas
de segundo orden de la forma
Y P + Q-0 (1)
—_— x R — x = 5
dx? dx Y
definida en un cierto intervalo I. Observamos que la aplicacién trivial y = 0 la satisface; ademas,
la combinacién lineal C'y; + Dyo de dos soluciones de ella y1,y2 también la cumple. Definamos
las soluciones independientes de la ecuacion diferencial homogénea.

Definicion 1 Decimos que dos soluciones y1,yo definidas en un intervalo I son independien-
tes si la condicion

C-yi(x)+ D -ya(z) =0. (2)
satisfecha para todo x € I tiene solucion unicamente para C' = 0,D = 0.

Podemos completar las ideas de las soluciones de la ecuacién diferencial anterior con el
siguiente teorema.

Teorema 1 Sean las aplicaciones yi1,y2 linealmente independientes que también son soluciones
de la ecuacion diferencial y" + P(z)y + Q(x)y = 0. Si y es cualquier solucidn de la ecuacion
diferencial entonces existen constantes C, D tal que y(z) = Cyi(z) + Dy2(x) para todo x € I,
algun intervalo donde estan definidas todas las funciones.

2.2. Wronskiano

La condicién de independencia lineal de dos funciones puede verse de otro modo, para ello
necesitamos la siguiente definicién.

Definicion 2 El wronskiano de las funciones y1,yo2 se define por la formula

W (g1, 32) () = ] vy

v = y1(2)ya(2) — ya(x)y1 () 3)

para todo x definida en el intervalo I.

Veamos una propiedad del wronskiano de dos soluciones de la ecuacion diferencial.

Teorema 2 El wronskiano W (y1,y2) de dos soluciones y1,y2 de la ecuacion diferencial ho-
mogénea y' + P(x)y + Q(x)y = 0 definidas en |x| < r es idénticamente nula o nunca se anula.
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Prueba Calculemos la derivada, dd—W = 1Yy + Y1y — vyl — vy = 11yh — yoyf. Por el plantea-
miento del teorema las aplicaciones y1,ys son soluciones de la ecuacién diferencial homogénea,
significan que y{ + P(x)y] + Q(z)y1 =0, 5 + P(z)y, + Q(z)y2 = 0. Multiplicando la primera
ecuacién por —yo y la segunda por y;; a continuacién sumamos ambas igualdades.

y1ys — y2yi + P(x)(y1yh — yoy1) = 0

Podemos identificar las férmulas del wronskiano en ella, es decir, %—VX + P(z)W = 0 es la ecuacién
diferencial lineal homogénea de primer orden satisfecha por el wronskiano.
La solucién de ese tipo de ecuacion tiene la forma,

W) = Wa)exp (- [ " P(n)d)

o

donde W (zp) es una constante con xg € I.
Sabemos que la funcién exponencial nunca se anula. Deducimos las siguientes afirmaciones:

» Si W(zg) = 0 entonces W(z) es idénticamente cero, o

= Si W(xg) # 0 entonces W (x) nunca es cero. O

La relacion de la independencia y el wronskiano de dos funciones esté aclarada por el siguiente
teorema.

Teorema 3 Sean dos funciones y1,y2, tenemos la siguiente equivalencia:
(1) las funciones y1,y2 son linealmente independientes,

(i) el wronskiano W (y1,y2) es no nulo.

Prueba La condicién de independencia lineal Cy; + Dys, = 0 equivale a Cy; + Dys = 0 y
Cyy + Dyh = 0. A su vez, la tltima condicién equivale a

(2 2)(5)-()
N Y D 0

La independencia lineal equivale decir que la solucién es inica C = D = 0siy sélo si W (y1,y2)(x)
no es cero para algin x de un intervalo I. O

2.3. Solucién general de la ecuacion homogénea

Para la solucién general se necesitan hallar dos aplicaciones linealmente independientes de
la ecuacién diferencial homogénea; pero, basta tener una solucién y; no nula de la ecuacién
diferencial

y' '+ P(x)y +Q(x)y =0

para deducir la otra funcién ys; ambas linealmente independientes. El procedimiento descrito
recibe el nombre de método de variacién de constantes, que expresamos.
Ya tenemos una solucién y; no nula, la otra solucién tiene la forma y2 = C(z)y1(z), donde

= zex /" din
Cx) = / o Lop(f>d5)y1<n>2’ (4)

para xg,x1 constantes arbitrarias. Se comprueba que y1, y2 son linealmente independientes.
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2.4. Funciones analiticas
Tomemos algunas ideas basicas de Krantz [3].

Definiciéon 3 Una funcion f con dominio un conjunto abierto U C R y rango los nimeros
reales se llama analitico real en o € U si la funcion f se puede representar por una serie de
potencias convergentes sobre algun intervalo de radio positivo centrado en «:

f@)=> aj(z—a). (5)
j=0

La funcién f se dice analitico real sobre V C U si es analitico real en cada o € V'; y se dice
funcién analitica real si f es funcién analitica en cada o € U y el conjunto de ellas denotamos
por C¥(U); analégamente, se tiene la definicién de funcién analitica compleja.

La propiedad analitica real son cerradas por las operaciones algebraicas usuales. El radio de
convergencia de deduce por la formula de Cauchy-Hadamard.

Proposicién 1 Para la serie de potencias Z;'io aj(z — a)? definimos A = 1imy, o0 | -*2—|

An+1
Yy por
0 A =00
p=X 1/A 0< A<
00 A=0.

Entonces p es el radio de convergencia de la serie de potencias alrededor de c.

Consecuencias directas: el radio de convergencia de la serie derivada es la misma que el radio
de convergencia de la serie de potencias original; ademas, si f es analitico real en « entonces f
es continua y tiene derivadas continuas de todas las érdenes en «a.

Algunas condiciones de la igualdad de dos funciones analiticas reales las mostramos ahora.

Proposicion 2 Sean f,g dos funciones analiticas reales sobre un intervalo abierto U.

Si existe un punto xo € U tal que fO)(x0) = g (z0) para j = 0,1,... o si existe W C U abierto
tal que f(x) = g(x) para todo x € W o si existe una secuencia (x,) en U con limy, oo xp, € U
tal que f(xn) = g(xy) para todo n =1,2,.... Entonces f(x) = g(z) para x € U.

La composicion de funciones analiticas se preserva por composicion. También se cumple el
teorema de la funcién inversa.

Teorema 4 (Teorema de la Funcién Inversa) Sea f € C¥(I) para algin intervalo abierto
I CR. Sia€el tal que f'(a) # 0, entonces existe una vecindad J de o y una funcién analitica
real g definida en algin intervalo abierto K conteniendo f(«) tal que go f(x) = xz,Vz € J y
foglz)=a,Vre K.

2.5. Puntos singulares

Vamos a presentar la definicién de puntos singulares o regulares de la ecuacion diferencial
de segundo orden en el origen. Sea la ecuacién diferencial de la forma

y' + quf)y’ + Qg)y =0, (6)

donde simbolizamos las funciones analiticas P(z) = Y > g bz, Q(z) = 0 dna”
y los valores p,q € Z* U {0}.

Definicion 4 Con las nomenclaturas anteriores definimos al origen x = 0 como un punto:
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= regular si p=0,q =0,
= singular regular si p = 1,q = 2, que no sea punto regular,

= singular irregular en otro caso.

Las ecuaciones diferenciales de la fisica matematica clasica son ejemplos recurrentes del
asunto que definimos.

3. Resultados

3.1. Puntos singulares

Nos centramos en el origen y fijamos la ecuacién diferencial dada por

. P, Q)
Vo VT

y=0, (7)
donde - -
P(z) = Z b Q(z) = Zdnm”
n=0 n=0

con by # 0,dy # 0 son funciones analiticas en la vecindad de |z| < r, y los valores enteros
p=0,g20.

Considerando la simplificacién de factores identificamos los siguientes pares de valores (p, q):
(i) Puntos regulares: (0,0).
(ii) Puntos singulares regulares: cinco pares (1,0), (1,1),(0,1),(0,2),(1,2). En efecto,

» El par (1,0) se elije por

[ ]
=
—
o
I
L
—~
—_
—
~—
n
@
@
—_—
=l
@
i
Q
=

El par (0,1) se elije por

P) _ ppy - Pl Q) _ Q) _ 0
» El par (0,2) se elije por
P(z) aP(x)  Qz) _ Q(x)

xP x xd x

El par (1,2) se elije por

(iii) Punto singulares irregulares son otros puntos que pueden describirse por las siguientes tres
posibilidades:
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= {0} x{q¢/q =3},
= {1} x{g¢/q =3}

" p>2,q2>0,

Veamos la clasificacién completa de los puntos regulares y singulares de las ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden.

q

yL

Figura 1: Puntos regulares y singulares

Puntos regulares y singulares regulares Ambos casos presentan resultados conocidos, para
lo cual remitimos al lector a Scardua, Leén [6] o Rainville, Bedient [4].

Punto singulares irregulares En Sabbah [5] encontramos resultados del tema en superficies
analiticas complejas; pero, presentamos resultados de la misma definiciéon en el plano real que
también tiene validez en el plano complejo.

Sea la ecuacion diferencial P
T T
o P@ L Q@
xP xd

y=0.

Exigimos que las funciones P, Q) sean analiticas en una vecindad |z| < r del origen.

P(x) = i bz, Qz)= idna:"
n=0 n=0

con bgdg # 0.
Una supuesta solucion

[ee]
y(l?) = Zanmn+sa
n=0

de la ecuacién diferencial , donde s la hallamos por la ecuacién indicial.
Si reemplazamos en la ecuacién diferencial de segundo orden obtenemos la ecuacién

o0 oo n o0 n
Z(n+s)(n+s— 1)an-x”+s_2+z Z(k+s)akbn_k 'x”“_p_l—kz Z apdy_p-x" 7= 0. (8)
n=0 n=0 k=0 n=0 k=0
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Analicemos el primer caso (p = 0, > 3), afirmamos si hubiera alguna solucién de la
ecuacion diferencial
Q(z)
x

y'+ Py +=_~y=0

tendra que ser nula. Reemplazamos el valor de p = 0 y considerar el valor entero ¢ > 3 en la
ecuacién se obtiene:

o0 oo n
Z(n+s)(n+s—1)an-x”+s 24 Z k+s Yapbp_p - 2" 1+ZZakdn x4 =0.
n=0 n=0 k=0

Observe que el exponente de la variable z no son iguales en las series, vamos a igualarlos a
2"574 debido al orden 0 < ¢ — 2 < g — 1. Reordenamos

oo
Z (n+s—q+2)(n+s—q+1)ay_gro a"*1

n=q—2
oo n—g+l
+ Z Z (k + 8)agbyp—gi1-k - "5 q+22akdn e TS =0.
n=q—1 k=0 n=0 k=0

Despejamos los valores de los indices de inicio de cada una de las tres series, k = ¢ — 1, tenemos

n—q+1
I+ Z (nts—q+2)(n+s—q+)an_gra+ ¥ (k+8)arby_qr1- k—i—Zakdn K] 2" =0,
n=q—1 k=0 k=0
donde I es la ecuacién indicial dada por
q—2 n
I=(s—1)sapz* 2%+ Z Z apdy_p, - "5
n=0 k=0

Despleguemos la ecuacién indicial en orden descendente (s —2 > s — q):

q—2 1
s(s —1)ag - z°72 + Z apdg—o—} - 244 Z apdi_p - 257 4 apdy - 2577 = 0.
k=0 k=0

Sabemos de antemano que el coeficiente dy # 0, por ello, de la igualdad agdy - 7% = 0
deducimos ag = 0. Podemos continuar, 0 = agdy + a1dy implica a; = 0; repetimos el proceso de
igualar y cancelar factores, llegamos a la igualdad

q
-2
Z apdg—o_px® =0,

ella se reduce a a,—2dp = 0, deducimos a,—2 = 0.

Significa que la ecuacién indicial es idénticamente nula, es decir, cualquier s es una raiz de
ella.

La férmula de recurrencia de los coeficientes de la igualdad anterior serd

n—q+1
(n+s—q+2)(n+s—q+Danqra+ Y (k+8)arbp—gr1- k+zakd k=0,
k=0 k=0
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que se cumple para todo entero n > g — 1.
Sabemos que ag = - - - = a4—2 = 0. Probaremos que a,, = 0 para todo n > ¢—1. Por induccién
matematica, evaluemos las sumas anteriores para n = g — 1:

0 q—1
(s +)sar + Y _(k + s)agb—g + Y agdg-1-1 = 0.
k=0 k=0

Se cancelan casi todos los términos (incluyendo a; porque ¢ > 3) excepto a4—1dy = 0 que implica
Qqg—1 = 0.

Vamos a suponer por induccion matematica que se cumple para n con n > ¢ — 1, es decir,
ar = 0 para todo 0 < k < n. Veamos la férmula de recurrencia para el valor de n + 1:

n—q+2 n+1
(n+s—qg+3)(n+s—q+2)an—gt3+ Z (k+ s)arbp—gro—k + Z agdpi1-k = 0.
k=0 k=0

Antes de proceder a cancelar por induccién veamos las siguientes relaciones de los indices:
= n—q+ 3 < n,
= n—q+ 2 < n porque q > 2.

Las sumatorias anteriores se reducen a a,+1dg = 0 concluyendo a,+; = 0.
Por tanto, se cumple que todos los coeficientes a,, = 0 y de ella cualquier solucién dada por
y(x) = D pry anx™™® de la ecuacién diferencial anterior tiene que ser nula.

Analicemos el segundo caso {1} x {q/q > 3} de ella afirmamos si hubiera alguna solucién
de la ecuacién diferencial , la solucién tendra que ser nula.

Se sigue el mismo procedimiento del caso anterior y con las mismas simbologias de las series
con p=1,q > 3 deducimos de la férmula de series ,

oo oo n oo n
Z(n +5)(n4+s5—1Da,-z"2 4+ Z Z(k‘ + 8)apbp_p - VT2 4 Z Z apdp_p - "5 = 0.
n=0 n=0 k=0 n=0 k=0

Observe que ¢ > 3 > 2 de donde n + s — 2 > n 4+ s — gq. Vamos a modificar los indices
correspondientes.
Primero, modificamos la tercera serie anterior (de menor orden):

(o] o0 n
Z(n +8)(n+s—1)a,-z" ™72+ Z Z(kz + 8)agby_p - x"T2
n=0 n=0 k=0
9] n q—3 n
+ Z Z apdy_f - " 4 Z Z apdpy_ - "5 = 0.
n=q—2 k=0 n=0 k=0

Modificamos el indice de la tercera serie:
00 n n+s—q __ o n+q—2 n+s—2
D oneg—2 Dm0 Wk " T =302 o Oklnpgo—k T .
Desarrollamos la tultima suma:
q—3 d L tS—a — o do ST d do)-ps—atl ... a-3 . d 53
> n—0 2_k=0 Okln—k T = apdo- 2"+ (agd1 +aidy) - x +e Y i g akdg—3—p T
Como ella es cero y dy # 0 deducimos que de la primera suma agdy = 0 entonces ag = 0;
sucesivamente
a0:a1:-~:aq,3:0.

Deducimos la formula de recurrencia igualando a cero los coeficientes correspondientes.
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n n+q—2
(n+s)(n+s—1a, + Z(k + s)agbp—r + Z apdptq—2—k = 0,Yn > 0.
k=0 k=0

La férmula corresponde al monomio z"7*~2 de la suma de las series.

Apliquemos el Método de Induccién Matematica. Evaluamos en n = 0:

q—2

s(s — 1)ag + sapby + Z apdg—o_, = 0.
k=0

Se anulan los coeficientes de aj para 0 < k£ < g — 3, excepto aq—2dy = 0; por consiguiente,

aq_g =0.

Supongamos que sea verdad a; = 0 para todo 0 < k < n + ¢ — 2. Veamos la veracidad para
n + 1, es decir, ap44—1 = 0. Reemplazamos la férmula de recurrencia para n + 1:

n+1 n+q—1
(n+s+1)(n+ s)apt1 + Z(k + s)agbpi1—k + Z apdpyqg—1-k = 0.
k=0 k=0

Hacemos algunas observaciones a los indices:
= ¢ >3 > 2 entonces n+ g — 2 > n entonces a, = 0;
= también n + ¢ — 2 > n implica n +q¢ — 2 > n 4+ 1, luego, ap4+1 = 0.

Se anulan todas los coeficientes reduciéndose a,44—1do = 0, por consiguiente a,44—1 = 0.
Por tanto, todos los coeficientes a, = 0 y la solucién de la ecuacion diferencial serd nula.

Este razonamiento nos lleva a concluir que las soluciones en series generalizadas de la ecuacién
diferencial con punto singular irreducible, corresponde al caso p > 2, ¢ > 0. Detallemos estas
afirmaciones.

La serie generalizada y = >, _ an2®t™ reemplazamos en la ecuacién diferencial con las
nomenclaturas dadas. Obtenemos S7 + Ss + S3 = 0 donde

o0
Sy = Z(n +8)(n+s— a2
n=0
oo n
SQ = Z Z(k + s)akbn,kx"“_p_l,
n=0 k=0
n
Sy = Z Z akdn_k$n+3_q.
n=0 k=0

Hacemos el cambio de indices an + s — ¢:

WE

S, = (n+2—q+s8)(n+2—qg+s—1)apiaq 2"
n=q—2
co  ntpt+l—g
5= 5 e e

n=q—p—1 k=0
n

(o]
S3 = Z apdp_p - T
n=0 k=0
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Por tanto, la ecuacién trasladada a series generalizadas sera:

00 n+p+l—q

o
Z (n+2—q+s)(n+2—q+s—1)anto_qz" 9+ Z Z (k+8)akbnipi1—qrx" 79
n=q—2 n=q—p—1 k=0
9)

(o] n
+ Z Z apdy,_px" T = 0.

n=0 k=0

Dividimos el caso p > 2,q > 0 en tres subcasos.

Subcaso: p+ 1 < ¢,p > 2,q > 0 Razonando qué indice serd el mayor.
= De 2 < pdeducimos 2 < p+1, de ahi —p—1 < —2, suméandole g concluimos ¢—p—1 < ¢—2.
= También de p+ 1 < ¢ se concluye 0 < g —p — 1.

Por tanto, el mayor indice es ¢ — 2 y sobre ese valor deducimos la formula de recurrencia

n+p+l—q n
(n+2—q+s)(n+2—q+s—1)anta-¢+ Z (k + 8)agbnip+1—g—k + Z akdn—r = 0. (10)
k=0 k=0

Se cumple para todon > g — 2.

Completamos las sumas de @D con la ecuaciéon indicial

q—3  ntptl—g =3 n
Z (k' + S)Clkbn—l—p-i-l—q—k: + Z Z akdn—k‘ = 0; (11)
n=q—p—1 k=0 n=0 k=0

que observamos es una ecuacién lineal (As + B = 0).

Subcaso: p+1=¢,p>2,4>0
Tiene validez la féormula @ El orden de los indices son dados por 0 =¢—p—1 < ¢—2. La
férmula de recurrencia se reduce a

n+2—-—qg+s)(n+2—qg+s—1)apt2—q+ Z(k + 8)agby_r + Z apdy—r = 0.

k=0 k=0
La ecuacion indicial se reduce a
q—3 n qg—3 n
D (k+ s)arbn—k+ > axdn_y, = 0;
n=0 k=0 n=0 k=0

que tiene la forma lineal As + B = 0.

Subcaso: p+1>¢q,p>2,¢q>0
Este 1ltimo caso la subdividimos en los dos subcasos siguientes:

=g >2,p>2,p+1 > q. Deducimos la relaciéon de los indices g —p —1 < 0 < ¢q — 2.
Obtenemos la férmula de recurrencia para n > q — 2. La ecuacién indicial sera

qg—3 ntptl—gq -3 n
Z (k+ S)akbn+p+1—q—k + Z Z apdn_p = 0.
n=q—p—1 k=0 n=0 k=0
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s 0<¢g<2,p+1>q,p>2. Las desigualdades ¢ — 2 < 0,¢g — p — 1 < 0 consideran a cero
como el mayor indice de inicio de las series, asi, la férmula de recurrencia es (10]), pero
para n > 0.

La ecuacién indicial la deducimos de la igualdad (ver (9))
—1
Z n+2—q+s)(n+2—q+s—1)apio_g 2" 71
n=q—2
—1  ntptl—g

+ Z Z k+$ akbn+p+1 qg—k .iUTH_S_q:O.
n=q—p—1 k=0

En algunas situaciones las ecuaciones diferenciales con el origen como punto singular irregular
tienen soluciones:

» idénticamente nulas, por ejemplo, la ecuaciéon y” + ' /x? +y = 0;
= analiticas no nulas como 3" + v/ /2% + y /2% = 0.

Soluciones analiticas linealmente dependientes (p > 2,q > 0)

Sea el caso que el origen sea un punto singular irregular para la ecuacién diferencial (6)

P(z) ,  Qx)

dada por y” + 73/ + s Y= 0 para p > 2,q > 0. Supongamos que tenemos dos soluciones

analiticas y1,y2 alrededor del origen. El wronskiano de ellos W (y1,y2) = y1y5 — y2y) también
es una funcién analitica alrededor del origen, que podemos expresar por W = » ">  w,z™. Por
teorfa de las ecuaciones diferenciales para la ecuacién diferencial (6) se cumple

W =0.

4w, Pl)
dx P

Si la funcién analitica P la representamos por P(z) = > > bya™ con by # 0, vamos a probar
que el wronskiano es idénticamente nula.

0 = 2P— + P(x)W
xda:+ (x)

(o] (o @] o0
= 2P E nw,z™ " + Z bz - E wpx"
= an gtrl —i—Z E by —rwrz"

n=0 k=0
o0
= Z (n—p+ Dwp—pr12” + Z Z by—rwrT".
n=p—1 n=0 k=0

Por hipétesis p > 2 entonces p — 1 > 1; de ahi 1 — p < —1, deduciendo la siguiente relaciéon
de indices n —p+1 < n — 1 < n. Por consiguiente tenemos la siguiente relacién de coeficientes:

n
(n—p+ Dwp—py1 + Z bp—rwi = 0, n>p-—1. (12)
k=0

Agregando la suma restante:
p—2 n

Z Z by —pwpz" =

n=0 k=0
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equivalente al hecho )", = 0 para todo n =0, ...,p—2y a la solucién nula wy, = 0 para todo
k=0,....,p—2.

Evaluemos en n = p—1 en la relacién de coeficientes , resultando bpw,—1 = 0, cancelando
se deduce el valor w,_1 = 0. Supongamos que se cumple w; = 0 para cualquier 0 < k < n con
n > p — 1. Por hipétesis inductiva vamos a probar que se cumple w,+1 = 0. En esta situacién
tenemos la relacion de coeficientes para n + 1:

n+1

(n+2—plwnya—p + Z bny1—kwg = 0.
k=0

Si regresamos a la relacion de indices n — p + 1 < n se deduce n — p + 2 < n, reduciendo la
relacion de coeficientes a

0 = bpt1wo + bpwy + - - - + bywy, + bowp11;

por tanto, llegamos al deseo de wy+1 = 0. Todos estos valores nulos significan que el wronskiano
es idénticamente nulo; a su vez decimos que dos soluciones analiticas son linealmente depen-
dientes en una vecindad de un punto singular irregular ( p > 2,9 > 0) como planteamos al
inicio.
Puntos en el infinito

Necesitamos entender la nocién de punto en el infinito para la ecuacién de segundo orden
y" + P(z)y’ + Q(x)y = 0 definida en el intervalo |z| > r para algin r > 0 y las funciones
P, @ analiticas. Como el infinito no es un nimero procedemos a usar el cambio de coordenadas
x = 1/z, ahora, alrededor del origen.

d dy d 1d d
La primera derivadas da —= y_4ee - —zz—y, mientras que la segunda derivada
) dr  dzdx x? dz dz
Py _ 4Py, sdy
S 2 =% 42 + 2z 1 Al reemplazar en la ecuacién diferencial planteada da la ecuacién

@ 2z — P(z71) dy n Q(z™1)
dz? 22 dz 24

y = 0. (13)

Definicién 5 FEl infinito es un punto regular o singular para y" + P(x)y’ + Q(z)y = 0 si el
origen es punto reqular o singular para (13), respectivamente.

Se fija la funcién analitica P(z) =Y 2 (02" y Q(2) = > 07 5 dnz" con body # 0. Veamos la
situacién de los coeficientes de ellas en la definicion anterior, para lo cual escribimos
R(z) ,, S(2)

" _
Yy +7y —1—73/—0. (14)

donde R, S son funciones analiticas y

2:-P(z"Y) _R(z) QG _S(k)

2 2P ’ Z4

z

Se plantean los siguientes casos para el infinito:

Punto regular Los valores son p = 0,q = 0, pero se tiene

2z — P(z—l) 2 1 b1 bQ
por lo tanto, en ningin caso el infinito es punto regular para la ecuacién diferencial plan-

teada.
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Punto singular regular Los valores son p =1, ¢ = 2, luego,
1
R(z)=-(2z—- Pz ) =2—-—=—- = — = — e
z

que es analitico si b, = 0 para todo n > 0 con R(z) = 2. Ademas,

1 d  dy
()= S(do+ =+ 5 +)

que es analitico si d,, = 0 para todo n > 0, entonces S(z) = 0.

En esta situacion, la ecuacién diferencial (en la variable 2) se reduce a y”(2)+(2/2)y'(2) =
0, donde la solucién tiene la forma y(z) = ¢/z +d, es decir, y = cx 4 d con ¢, d constantes.

Punto singular irregular Tiene tres situaciones:

1. Para p =0,q > 3. No se da este caso porque
22— P(z71) 2 b

R =
(2) 22 z 22
no es analitica.
2z — P(z71 bo b
2. Para p=1,q > 3 se tiene: R(z) = 27(2) =22 —; — .-+ que es analitico
z z oz
si b, = 0 para todo n > 0. En este caso, R(z) = 2, P(z) = 0. La otra condicién
S -1
(2) = Q") tiene dos subcasos:
24 24

» Si g =3 la serie S(z) = 27 !(dy + di/z + --+) es analitica si d,, = 0 para todo
n > 0. En esta situacion la ecuacién se simplifica a

2
y'+-y'(z) =0
z
en la que el origen no es punto singular irregular.
= ¢ > 4 se tienen que S(2) = 2974 (do + d1 /2 + da /22 + ) =dozT 4+ -+ dys
es analitico y la ecuacion

5()

/! 2/
y o+ -yt y=0
z 21

tiene al origen como punto singular irregular (dependiendo si S(z) # 0).
3. Para p > 2,q > 0. Se tiene que

b
R(z):zp*Q(Qz—bg—;l—~--)

por ser analitico se reduce a R(z) = 22771 — ... — b, 5 . Ademds, el otro factor
S(z) = 274Q(271) tiene dos opciones:
» Si0 < g <3setiene S(z) = Q(z) = 0, aplicaciones nulas y la ecuacién diferencial

es .
QZP_ —_ e — _
'+ P2y =0
2P
que tiene al origen como punto singular irregular (dependiendo de b,—2 # 0).

= Si ¢ > 4 la expresion reducida
S(Z) = Zq_4(d0 + dl/Z =+ - ) = dqu_4 + - +dq_4
es analitica y la ecuacion diferencial es

9,p—1 — = byg 'y dozq_4+--~+dq,4
ZP Y 24

y'+ y=0

tiene al origen como punto singular irregular (dependiendo la no nulidad de co-
eficientes).
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3.2. Wronskiano y linealidad

Respecto a la independencia lineal de funciones y sus derivadas.

Proposicién 3 Sean dos funciones diferenciables y(x), z(z) definida en un intervalo I C R se
cumplen:

1. Silas derivadas y'(z), 2 (x) son linealmente independientes entonces y(x), z(x) son lineal-
mente independientes.

2. Reciprocamente, supongamos que para algin xo € I se verifica y(xg) = 0,z(xzg) = 0. Si
las funciones y(x), z(x) son linealmente independientes entonces las funciones derivadas
y'(x), 2 (x) son linealmente independientes.

Prueba.

1. Supongamos que se verifica la combinacién Cy(x) + Dz(x) = 0 para todo x € I tomando
la derivada de ellas se tiene Cy'(z) + Dz'(x) = 0. Por hipdtesis se obtiene los valores
C =0,D =0, garantizando que las funciones y, z son linealmente independientes.

2. Para chequear que y'(x), 2’(x) sean linealmente independientes tenemos la ecuacién lineal
Cy'(z) + D' (z) =0

para todo = € I. Por otra parte, se tiene C'y(xo) + Dz(xzg) =C -0+ D -0=0.

Integramos la ecuacién lineal:

C/ y’(t)dt+D/ z'(t)dt:/ 0dt.
x0o zo o

Calculando, C(y(z) — y(zo)) + D(z(x) — 2(z9)) = L(x) — L(xp), donde L es cualquier
constante real porque L' = 0.

Seguimos con los célculos, Cy(z) —Cy(xo)+Dz(x)—Dz(z9) = L—L = 0, después tenemos,
Cy(z)+ Dz(z) =0
para todo z € I, y finalmente, por hipdtesis inicial concluimos C' =0, D = 0. O

Wronskiano

Deducimos una relacién del wroskiano de dos soluciones de la ecuacion diferencial homogénea
y" + P(x)y + Q(x)y = 0, con P,Q analiticos. Denotemos por 1,y las soluciones definidas en
la bola |x| < r; ellas verifican:

yi + Pyi +Qu1 =0, 5 + Pys + Qya = 0.
Multiplicamos la primera por g} y la segunda por yj:
Y1ys + Pyrys + Quivs = 0, ysy; + Pysy; + Quayy = 0.
Procedemos a restar la segunda ecuacién de la primera:
Yoy — Yivh + Qy2y1 — y1ys) = 0.

Reordenamos la ecuacién e identificamos el wronskiano, por tanto, W (v}, y5) = QW (y1,y2).
Podemos deducir dos propiedades de ella:
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» Si Q(x) # 0 para todo z se cumple la equivalencia

W(y1,yn) # 0 < W(y1,y2) # 0,

es decir, ¥, y4 son linealmente independientes si y sélo si y1,y2 son linealmente indepen-
dientes. Ya no necesitamos la condicién extra (y(xg) =0 = z(xg))

= Por inducciéon matemaética y preliminares se cumplen para todo entero m > 1
W™, 05™) = Q@)W (11, 2) = Q™ ()W (o) exp(~ / P(n)dn).
o

Tenemos el siguiente resultado reciproco.

Teorema 5 Supongamos que las funciones derivadas y}, y5 son linealmente independientes, para
y1,y2 dos soluciones de la ecuacion diferencial y" + P(z)y + Q(z)y = 0 en la bola |z| < r.
Entonces:

(i) Las funciones y1,y2 son linealmente independientes.

(ii) La funcién @ no es idénticamente nula.

Prueba. Si las funciones derivadas y/,y5 son linealmente independientes entonces existe un
valor |z1| < r tal que W(y;,v5)(z1) # 0. Reemplazamos en la férmula:

W5k, 04)(o1) = Q)W (o) expl— [ Playan).

Deducimos que Q(x1) # 0y W(xg) # 0. Por tanto, W(y1,y2) no se anula y las funciones
soluciones y1, y2 son linealmente independientes, més ain W (yi,y2)(z) # 0 para todo |z| < 7.
[

Vamos a considerar el caso de las soluciones y1, y2 linealmente dependientes; de esta partida
deducimos una interesante deduccion.
Una primera afirmacién que arribamos es W = 0, es decir,

Z k(ckan— — agcp—g) =0
k=1

para todo n > 1. Vamos aplicar y aclarar la simbologia usada con el Principio de Induccién
Matemaética a los coeficientes a,.

Teorema 6 Supongamos dos soluciones y1 = > o~ g anz™ ya =y~ cpx™ linealmente depen-
dientes de la ecuacidn diferencial. Si los términos independientes y1(0) = 0,y2(0) # 0 entonces
Yy = 0.

Prueba. Como ya observamos se cumple la igualdad que proviene de W = 0:

Z k(ckan,k — akcn,k) =0
k=1

para todo n > 1.

Evaluamos n = 1 y tenemos c¢iag — aicy = 0; por otro lado, verificamos 0 = y1(0) = ay,
también ¢g = y2(0) # 0. Reemplazamos en la igualdad anterior ajcyp = 0, de ella deducimos
a)p = 0.
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Supongamos que se cumple a; = 0 para 0 < k < n. Probaremos que se cumple a1 = 0. En

efecto, se tiene

4.

n+1

Z k(crang1—k — apCpgr1—x) =0
k=1

Analicemos los indices:
s 1 <k<n+1deducimosn >n+1—k >0 entonces ap+1— = 0.

= Para 1 < k < n se cumple a; = 0.

La suma de la induccién se reduce a (n + 1)(—an41¢0) = 0 y por consiguiente a1 = 0.

Por tanto, todos los coeficientes a, = 0 y de ella y; = 0. ]

Conclusiones

Se concluye diciendo que el aporte del presente trabajo es de cardcter tedrico. Se ha restringido
(p, q) de cada ecuacién difererencial del tipo singular irregular en el origen y del wronskiano.
Se espera que este articulo sirva de referencia para completar analiticamente las soluciones de
las ecuaciones diferenciales en los puntos singulares mostrados.
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