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Un dominio de integridad que posee elementos no nulos con infinitos divisores
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Resumen: Daremos un ejemplo de un dominio de integridad que posee elementos
no nulos con infinitos divisores primos.
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An integral domain that has non-zero elements with infinite prime divisors.

Abstract: We give an example of an integral domain which has non-zero elements
with infinite prime divisors.
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1. Introducciéon

Dominios de factorizacién tiinica o dominios que satisfacen la propiedad de cadena ascendente
para sus ideales primos, son ejemplos de dominios cuyos elementos no nulos solo poseen un ntmero
finito de divisores primos (ver e.g. [2]). Queremos dar un ejemplo de un dominio de integridad
que posea elementos no nulos con infinitos divisores primos.

2. Ultrafiltros y Ultrapotencias

2.1. Filtros y Ultrafiltros

Definicién 2.1. Sea Z un conjunto no vacio. Una familia no vacia F de subconjuntos de Z es
un filtro sobre 7 si se cumplen las siguientes condiciones:

(F1) o¢ F.
(F2) Si A,B e F, entonces ANB € F.
(F3) SiAe Fy AC B, entonces B € F.
Si ademas se cumple
(F4) Para todo A CZ, o bien A € F, o bien T—A € F,
diremos que F es un ultrafiltro sobre Z.
Ejemplo 2.1. Sea Z un conjunto infinito, la familia
Feof ={ACZ: ZT— A es finito}
es un filtro sobre Z, llamado filtro cofinito.
Ejemplo 2.2. Sea A un elemento fijo de Z, la familia
Fa={ACZT:Nec A}
es un ultrafiltro sobre Z, llamado filtro principal o filtro anclado en \.

Proposicion 1. Todo filtro estd contenido en un ultrafiltro.

Prueba. Ver [I, Theorem 1.5.2] [ |

2.2. Ultraproductos y Ultrapotencias

Construiremos nuevos anillos y dominios introduciendo los conceptos de ultraproductos y
ultrapotencias, para esto seguiremos las referencias [I] y [3].

Sea Z un conjunto no vacio y sea {4y} ez una familia de conjuntos no vacios indexada por
7. Por el Axioma de Eleccién, el producto cartesiano I' := H A es un conjunto no vacio. Cada

ANET
elemento de I" es una familia (ay)yez tal que ay € Ay para todo \ €Z.

Dado un ultrafiltro U sobre Z, considere en I' la relaciéon ~ definida por:
(a)\)w(b)\) si {AEI:Q)\Zb,\}EZ/{. (1)

Esta relacion es de equivalencia. En efecto, veamos solo la transitividad. Supongamos que

(ax) ~ (bx) v (bx) ~ (en)-
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Por (1) tenemos que
A = {)\EIZG)\ZI))\}EU
B = {)\Eztb,\:C)\}EZ/{.

Desde que AN B € U por (F2) y {A € Z : ay = ¢} 2 AN B, concluimos, por (F3), que
{N €T :ay\=cy} €U. Esto demuestra que (ay) ~ (cy).

Definicién 2.2. El conjunto cociente I' /. es llamado ultraproducto de la familia {A)} ez
modulo el ultrafiltro U.

Denotemos con [(ay)] la clase de equivalencia de un elemento (ay) de I'.

Proposicion 2. El ultraproducto de una familia arbitraria de anillos conmutativos con identidad,
es un anillo conmutativo con identidad. Mds ain, si cada anillo es un dominio de integridad,
entonces el ultraproducto también es un dominio de integridad.

Prueba. Sea Ay un anillo conmutativo con identidad para cada A € Z. Equipamos el ultrapro-
ducro I' /. con las operaciones

[(@x)] +[(bx)] = [(ax +bA)]
[(ax)] - [(bx)] = [(axbr)]

Vamos verificar que estas operaciones estdn bien definidas. Supongamos que

[(@)] = [(aX)] vy (0] = [(B3)],

entonces

A={ e€Z:ay=d\} eU

B={\eT :by=b) el
Como ay +by = a) +b) paratodo A€ ANB y ANB € U por (F2), obtenemos, por (F3), que

{)\GI:a)\-i-b)\:a/)\-i-b/)\}Gu.

Asi, (ay + by) ~ (a) +V)). Esto demuestra que la suma esta bien definida. De manera analoga
se prueba la buena definicién del producto.

Claramente 0 := [(0y)], donde 0y es el cero de Ay, es el elemento cero para el ultraproducro
'/~ y1l:=](1))], donde 1, es el uno de Ay, es el elemento identidad. Es de rutina mostrar que
I' /. con estas operaciones es un anillo conmutativo con identidad.

Asumamos ahora que Ay es un dominio de integridad para todo A € Z. Primero notemos que
si a = [(ay)] es un elemento no nulo de I /., entonces {\ € Z : ay = 05} ¢ U. Por lo tanto,
gracias a la condicion (F4), {\ € Z:ay # 0,} € U.

Ahora sean a = [(ay)], b= [(bx)] € T/~ dos elementos diferentes de cero. Entonces,

A={ €T :ax#0\}elU

B=1{\eT: by £0,}cl.
En consecuencia, para A € AN B se tiene que ayby # 0y, de donde, por (F3)

{/\EI:a)\b)\#O)\}GU.

Por lo tanto, ab # 0. Concluimos asi, que I /. es un dominio de integridad. |
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Definicion 2.3. Sea D un conjunto no vacio. Si Ay = D, para todo X € Z, el ultraproducto
I' /. es llamado la ultrapotencia de D médulo el ultrafiltro i/, y es denotado por D*.

Corolario 1. Si D es un dominio de integridad, D* también lo es. Ademds la aplicacion
D > a+— [(ay)] € D*,

donde ay = a para todo X\ € I, es un monomorfismo de anillos.

3. El ejemplo

En todo lo que sigue el conjunto de indices serd N, el conjunto de los ntimeros naturales.
Ademaés, U indicara un ultrafiltro sobre N que contiene al filtro cofinito F.f, y trabajaremos en
el dominio Z*. Por el monomorfismo establecido en el Corolario [I, podemos identificar Z con un
subanillo de Z*.

Observacion. Establezcamos bien, en este contexto, que significa “a divide a b” en Z*.
Sean a = [(an)] y b = [(by)] dos elementos de Z*, entonces

a|b< b=ac, para algin ¢ = [(¢,)] € Z*

< [(bn)] = [(ancn)]
S {neN: b, =ancpt €U
< {neN: aub,} €U

Por lo tanto,
atbe{neN: aylb,} €U.

De donde, por (F4)
atbe{neN:a,1b,} €U. (3)

Recuerde que si p € Z, entonces p también denota el elemento [(p, p,p, ...)] en Z*.
Proposicion 3. Sip es primo en Z, entonces, p es primo en Z*.

Prueba. Sean a = [(ay)] y b = [(by)] dos elementos de Z* tales que p{a y p1b. Por (3) tenemos
que
A={neN:pta,}eUUyB={neN:ptb,}el

luego para cadan € AN B, ptapb, (pues p es primo en Z). Asi, por (F3)

{neN:ptayb,} €U,
de donde p { ab en Z*, lo que muestra que p es primo en Z* |
Teorema. Z* posee elementos no nulos con infinitos divisores primos.

Prueba. Bastara exhibir uno de tales elementos. Listemos los nimeros primos de Z en orden
cresciente,

P <p2<p3<---

Consideremos el elemento

a=[(ay)] € Z*, donde a, = Hpi.
i=1
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Afirmamos que pgla en Z* para todo k > 1. En efecto, para cada k > 1, el complemento del
conjunto

A:={neN: pglay}
={neN: n>k}

en N, es un conjunto finito. Esto implica que A € F.o¢ y consecuentemente, A € U. Por la
caracterizacion dada en , concluimos que pg|a.

Pero por la Proposicion [, px es un elemento primo de Z* para cualquier k£ > 1. De esa forma,
hemos probado que a posee infinitos divisores primos. |

Observacion. Es claro que a partir del elemento a de la prueba anterior, se pueden construir
infinitos elementos de Z* que poseen infinitos divisores primos, otro de tales elementos seria, por
ejemplo

a' = [(p1.p1p3, P1P3D5, )] -
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