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Los enteros p-adicos como un cociente de un anillo de series de potencias

Napoleon Caro TuestaEL Alex Molina Sotomayorﬂ, Mario Enrique Santiago Saldaﬁaﬂ

Resumen: Sea p un nimero primo. La construcciéon mas familiar del anillo de los
enteros p-adicos Z,, es como un limite proyectivo de cocientes de potencias del ideal
(p) <« Z. Existe otra descripcion de Z,, como un cociente del anillo de series de potencias
Z[[X]], que aparece en algunos textos sobre analisis p-adico (ver por ejemplo [3]). Méas
especificamente, existe un isomorfismo de anillos

U Z[[X]]/(p = X) — Zy.

Sin embargo, este isomorfismo también es de caracter topologico, pero no existe una
demostraciéon de tal hecho en la literatura correspondiente.

En este articulo probaremos, con suficiente detalle, que la descripcion citada arriba
también es vélida en el contexto de los anillos topoldgicos.

Palabras clave: enteros p-adicos, series de potencias, limite proyectivo, isomorfismo,
cociente.

The p-adic integers as a quotient of a ring of power series

Abstract: Let p a prime number. The most familiar construction of the ring of p-adic
integers Zy, is as the projective limit of quotients of powers of the ideal (p) <Z. There
is another description of Z,, as a quotient of the power series ring Z[[X]], which can
be found in some texts of p-adic analysis (see e.g. [3]). More specifically, there exists
a ring isomorphism

U Z[X])/p = X) — Zp.

However, this isomorphism is also topological in nature, but there is no proof of this
fact in the corresponding literature.

In this article we will prove in sufficient detail that the above description is also valid
in the context of topological rings.
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Los enteross p-adicos como cociente de un anillo de series de potencias

1. Los enteros p-adicos

A lo largo de esta seccién, p denotard un numero primo. Para cada n > 1 consideremos el
anillo Z/p"7Z de enteros residuales modp™. Indicaremos por

bn : LI L — T[p" L

el homomorfismo de anillos natural. La sucesion

..Hz/pnzﬂz/pn%Z;)...Hz/]ﬂzﬂz/pz

forma un sistema proyectivo de anillos. El anillo de los enteros p-ddicos, denotado por Z,, es el
limite proyectivo del sistema (Zy, ¢,,) definido arriba, i.e.,

Zp = lim Z/p" 7.

n>1

Por definicién, un elemento de Z, es una sucesiéon a = (a1modpZ, asmodp®Z, ...) € H Z]p"Z
n>1
tal que a, — a,_1 € p"~'7Z para todo n > 2.
Notemos el (tnico) homomorfismo de anillos j : Z — Zj, i.e., el homomorfismo definido por
j(r) = (rmodpZ, rmodp?Z, ...), es inyectivo. Esto permite identificar Z con un subanillo de Z,.

Si equipamos cada Z/p"Z con la topologia discreta y H Z/p"7Z con la topologia producto, el
n>1
anillo Z, hereda una topologia que lo convierte en un espacio compacto.

Lema 1. Todo elemento no nulo de Z, puede ser escrito de manera tnica en la forma p™u,
donde n es un entero no negativo e u, una unidad de Z,.

Prueba. Ver |4, Proposition 2|. [ |

Sea a entero p-addico no nulo escrito en la forma p™u. El entero no negativo n es llamado
valuacion p-ddica de a y es denotado por vy(a). Si definimos v,(0) = 400, valen las siguientes
propiedades:

vp(ab) = vp(a) +vp(b), vp(a+b) = min(vp(a), vp(b)).

Tales formulas implican que Z, es un dominio de integridad.
Lema 2. La topologia sobre Z, puede ser definida por la distancia
dy(a,b) == 27v@b),
Mads ain, (Zy,dy) es un anillo topoldgico completo.
Prueba. Ver [4, Proposition 3]. [ |

A partir del homomorfismo inyectivo j : Z — Z, podemos definir una métrica sobre Z de
la siguiente manera:

d'(r,s) :=d,(j(r),j(s)), paratodo par r,s € Z.

Es importante observar que d'(r,s) = 27", si y solo si, r — s = p"t, para algin ntmero entero
t tal que (t,p) = 1. En la literatura, es comin llamar a la distancia d’ de métrica p-ddica, e
inclusive, denotarla también por d,.

Lema 3. (Zy,d,) es el completamiento del espacio métrico (Z,d').

Prueba. Ver |4, Proposition 3|. [ |
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2. Anillos de series de potencias

Dado un anillo conmutativo con unidad A, denotemos por S el conjunto de todas las suce-
siones (a,) de elementos de A. El conjunto S equipado con las operaciones

((an), (bn)) — (cn), donde ¢, = ay, + by

y n
((an), (bn)) > (dn), donde dy = > aibp_i,
=0
es un anillo conmutativo con unidad, donde la sucesion nula 0 = (0,0,0,...) y la sucesion

1=(1,0,0,...) son los elementos cero e identidad, respectivamente.

La aplicacion A — S definida por a — (a,0,0,...) es un homomorfismo inyetivo de
anillos. Por lo tanto, podemos identificar A con su imagen homomorfa en S y escribir a en lugar
de (a,0,0,...).

Para cada elemento no nulo a = (a,,) de S, indicaremos por v(a) el entero no negativo definido
por v(a) :=inf {n € Ng | a,, # 0}.

Lema 4. La funcion | |: S — R definida por

la| 27V sia#0
a|=
0, sta=0

posee las siguientes propiedades:
(i) |a|=0, siy solo si, a = 0.
(ii) |ab|< |a || b|. La igualdad es vdlida cuando A es un dominio de integridad.
(iii) | a+b|< maz{|al,|b|}.

Prueba. Sean a = (a,) y b = (b,) elementos de S. La propriedad (i) sigue directamente de la
definicion.
Ahora vamos probar (ii). Si ab = 0, no hay nada que demostrar. Sean m = v(a) y p = v(b).
n

Escribimos ab = (¢;,), donde ¢, = Zakbn_k. Para cada n < m + p observamos lo siguiente:

ar =0s10 <k <m,ycuandom < li:C §0 n, by_r =0, puesn—k < n—m < p. Por lo tanto, ¢, =0
para todo n < m + p. Esto implica que v(ab) > m + p. Luego, | ab |= 2-v(@0) < g—v(@)g—v(b) —|
a || b |. Por otro lado, ¢pmp = amby. En el caso que A es un dominio de integridad, ¢,y 7# 0 pues
am # 0y by # 0, y en consecuencia, v(ab) = m + p = v(a) + v(b). Ahora la igualdad requerida
sigue facilmente.

Finalmente, probemos (iii): Si a + b = 0, la propriedad se cumple trivialmente. Supongamos
entonces que a +b # 0y que max{| a |,| b |} =| a |, o de manera equivalente, v(b) > v(a). Esto
implica que a,,+b,, = 0 para todo n < v(a). Por lo tanto, v(a+b) > v(a). Luego, | a+b |[<| a|. W

Ahora es facil ver que si A es un dominio de integridad, entonces S también lo es. En efecto,
sean a,b € S tales que a # 0y b # 0. Por el Lemafd] | ab |=| a || b |# 0y, por lo tanto, ab # 0.
Por otra parte, resulta claro que la aplicacién

d: Sx8§ — R
(a,b) —— |a—10]
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define una métrica sobre S.

Si denotamos por X el elemento (a,,) € S tal que a; = 1y a, = 0 para todo n # 1, entonces
aX = (a,0,0,...)(0,1,0,...) = (0,a,0,...) para todo a € A. En general, por inducciéon sobre
m € N, podemos probar que aX™ = (b,), onde b,, = a e b, = 0 para todo n # m. Ademas, por
convencion, asumiremos que aX? = a para todo a € A.

Ahora, sea a = (a,) un elemento diferente de cero de S. Consideremos la sucesion (s,,) de

m
elementos de S, donde s, = ag + a1 X + -+ + ap, X™ = ZaiXi, para cada m € Ny. Desde
i=0
que v(a — s,) > m + 1 obtenemos que | a — s,, |= 27v@sm) < 2-(m+1) _ . Por lo tanto,
oo

m
a= lim s, = lim g a; X' = E an X™ em S. Asi, cada elemento a = (a,) puede ser escrito,
m—00 m%w'o
1=

m=0
de manera tnica, como una serie

[o¢]
a:ag+a1X+a2X2+...:Zaan.
n=0

Por tal motivo, S es conocido como anillo de series de potencias con coeficientes en A 'y es
usualmente denotado por A[[X]].

Proposicion 1. (A[[X]], d) es un anillo topoldgico completo.

Prueba. Para mostrar que A[[X]] es un anillo topoldgico, debemos verificar que la adiciéon y la
multiplicacién son aplicaciones continuas. La continuidad de la adicién es consecuencia de la
desigualdad

)

[(a+b) = (a/ + V)| < méa (|a—d

b— b/D ,
en tanto que la continuidad de la multiplicacion se infiere de la desigualdad
lab—a't' [<méx(Jal|b=V | |a—d ||V ]).

Ahora veamos que el espacio métrico (A[[X]], d) es completo. Sea (a(j));>; una sucesién de
Cauchy en A[[X]]. Entonces, dado un entero no negativo s > 0, existe un entero positivo j, tal
que |a (5) — a (k)| < 2-6*D siempre que j, k > js. Si para cada j > 1 escribimos

a(j) = an (j) X",

n>0
entonces |a (j) — a (k)| < 2=+ iy solo si, ay (j) = an (k) para todo 0 < n < s. Por lo tanto,
an (j) = an (js) paratodo j>js y paratodo 0<n <s.
Sea ¢s := max {j,| 0 < n < s}. Notemos que para 0 < n < s se tiene que g5 > g > jn. Luego,
an (j) = an (jn) para todo j > g¢s.

Ahora consideremos el elemento

a=>Yan(jn) X" € A[[X]].

n>0
Entonces
la() —al=l D (an () = an (Gn)) X" |< 27D para todo j > gs.
n>s+1
En consecuencia, ,h'r+n a(j) = a. Esto prueba el resultado requerido. |
J—+o00
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Corolario 1. Si A es un dominio de integridad, entonces todo ideal principal de A[[X]] es
cerrado.

Prueba. Sea J un ideal principal de A[[X]]. Si J es el ideal nulo, no hay nada que probar.
Supongamos entonces que J = (a) para algin elemento no nulo a € A[[X]]. Sea b un punto de

adherencia de J, entonces existe una sucesion (b,,) de elementos de J tal que b = 11'1}_1 by,. Para
n—-+0oo

cada n > 1 existe ¢, € A[[X]] tal que b, = cpa. Desde que a # 0, la igualdad | b, — by, |=|

a || ¢, — ¢, | implica que (¢y,) es una sucesion de Cauchy en A[[X]]. La completitud de A[[X]]

garantiza la existencia de un elemento ¢ € A[[X]] tal que h’rf ¢n, = c. Finalmente, la igualdad
n—-+0oo

| b —ca|=| cha—ca|=|all e, —c|
implica que b = ca € J. [ |

A partir de ahora asumiremos que A es un dominio de integridad y que J = (a) es un
ideal principal no nulo de A[[X]]. Desde que J es cerrado (Corolario [I)), no es dificil ver que la
aplicacién

d: A[[X])/J x A[[X]]/J — R definida por d(b mod.J, ¢ modJ) := fng |b—c—e]
ec

es una métrica sobre el anillo A[[X]]/J tal que la aplicacion cociente 7 : A[[X]] — A[[X]]/J es
(uniformente) continua. En efecto, dado un ntimero real € > 0 existe § = € tal que si b, c € A[[X]]

con | b—c|< d, entonces d(b modJ, ¢ modJ) = ing |b—c—e|<|b—cl|<e.
ec
Denotemos por 7, la topologia inducida por la métrica d y por 7., la topologia cociente.

Lema 5. Las topologias T, y Te coinciden.

Prueba. Desde que 7 es continua (cuando A[[X]]/J esta equipado con la métrica d), 7. es més fina
que T, ie., Trn C Te. Reciprocamemte, sean U € T, y b modJ € U. Como 7r*1(U) es un abierto
de A[[X]]y b € 7~ 1(U), existe r > 0 tal que B(b,r) C 7~ (U). Afirmamos que B(b modJ,r) C U.

En efecto, sea t mod.J un elemento de A[[X]]/J tal que d(t modJ, b modJ) = ing |[t—b—c|< .
ce

Entonces existe ¢ € J de modo que |t —b— ¢ |< r. Esto implica que t — ¢ € B(b,r) C 7~ *(U).
Por lo tanto, t modJ = 7(t) = n(t — ) € U. [ ]

3. Z, como un cociente de Z[[X]]

Dados un ntimero primo p y un namero natural n > 1, no es dificil verificar que la aplicacién

oo ZX]) — Z/p"Z
n—1
Z a; Xt — (Z a;p’)modp™
>0 =0

es un homomorfismo sobreyectivo de anillos. Més atn, ¢, es (uniformemente) continua. En efecto,

para un numero real € > 0 escogemos un numero real 0 < § < 27", Luego, si a = ZaiXi y
i>0
b= Z b; X son elementos de Z[[X]] tales que d(a,b) = 27v(@®) < §, entonces a; = b; para todo
i>0
0 <i<n—1.Por lo tanto, d"(¢n(a), pn(b)) =0 < €. (Aqui d” denota la métrica discreta sobre
Z/p"7Z).
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Desde que ¢,(p — X) = 0, el homomorfismo ¢,, induce un homomorfismo (sobreyectivo) de
anillos ¥, : Z[[X]]/(p — X) — Z/p"Z tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Z[[X]] o Z/p"Z
WL /
Z[[X]]/{p — X)

Si equipamos Z[[X]]/(p — X) con_la topologia cociente, o equivalentemente con la topologia
inducida por la métrica d (Lema , el homomorfismo v, también es continuo. Por otro lado,
para todo n > 1, valen las igualdades

(Pnothp)om=dnopn=on=1Up10m,

donde ¢y, : Z/p"Z — Z/p"'7Z denota el homomorfismo sobreyectivo natural (como indicado
en la Seccion . Desde que 7 es sobreyectiva, obtenemos que ¢, o ¥,, = 1,1 para todo n > 1.
Indiquemos por py, : Z, — Z/p"Z €l homomorfismo de anillos continuo que asocia a cada
entero p-adico b = (bymodpZ, bomodp?Z, ...) su n-ésima componente b,modp™Z. La propiedad
universal del limite proyectivo, garantiza la existencia de un tnico homomorfismo continuo

U Z[X)/p = X) — Zp = im Z/p"Z

n>1

tal que py o) = ¢, para todo n > 1. De manera més explicita,

\IJ(Z a; X" mod(p — X)) = (agmod pZ, (ag + a1p)mod p*Z, (ag + a1p + agp®)mod p°Z, ...).
>0

En [3, Theorem, pag 35|, A. M. Roberts prueba que ¥ es un isomorfismo de anillos. Nosotros
demostraremos que ¥ también es un homeomorfismo. Para esto, necesitaremos del siguiente
resultado.

Lema 6. Sea m un nimero natural cuyo desarrollo en base p es

l

mzzaipi, 0<a;<p-—-1.
i=0

Entonces existen qo, ..., q—1 € Z tales que

-1 l
m={p-X)> X'+ aX' en Z[X]]. (1)
=0 =0

Prueba. Veamos como escoger los enteros ¢ para que se cumpla . Primero debemos tener
!

!
m = pqo -+, de donde gp = Z a;p'~. También, pq; —qo+a; = 0. Por lo tanto, ¢; = Z aip 2.
i=2

i=1
l

Por induccién, sea qp_1 = Z a;p' ¥ para1l < k <1—1. Desde que pgi — g1+ = 0, entonces
i=k

l
qr = Z Ozipz_(kﬂ). Reciprocamente, no es dificil verificar que tales ntumeros satisfacen |D |
i=k+1
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Teorema. V¥ es un isomorfismo en la categoria de los anillos topoldgicos.

Prueba. Para probar que ¥ es inyectiva, supongamos que \II(Z a; X" mod(p— X)) = 0. Entonces
i>0

p'|(ap + aip + - -+ + a;_1p"~!) para todo i > 1. Luego, existe ro € Z tal que ag = pro. Desde

que ag + a1p = p2r1 para algin r; € Z, obtenemos a1 = pr; — ro. Continuando en este camino,

podemos encontrar una sucesion de nimeros enteros (r;) tal que a,, = pr; —r;_1 para todo i > 1.

Por lo tanto,
ZaiXi =(p—X) ZmXi.
>0 >0

En consecuencia, Z a; X" mod(p — X) = 0.
i>0
Ahora sea (b; mod pZ, by mod p?Z, ...) un elemento cualquiera de 2. Para cada i > 1, existe
un entero 7; tal que b;y1 — b; = p'r;. Consideremos los ntimeros enteros ag = by y a; = r; para
i > 1. Entonces ag + aip + - - - + a;p*~! = b; para todo i > 1. Por lo tanto,

\II(Z a; X* mod(p — X)) = (ap modpZ, (ag + a1p) mod p*Z, ...)
i>0
= (b; modpZ, by mod p°Z,...).

Concluimos asi, que W es sobreyectiva.
A continuacién, denotemos por ¢ : Z — Z[[X]]/(p—X) la composicion de los homomorfismos

2— Z[[X]] == Z[[X]]/(p - X)

Observemos que ¥ o = j. Afirmamos que ¢ es uniformemente continua. En efecto, sean r, s dos
ntimeros enteros diferentes tales que d'(r,s) = 2%, Supongamos que r > s. En base p podemos
escribir

r—s5=oap” + a;pt + -+ ap

para algin entero no negativo [ e algunos enteros 0 < a; < p — 1 con ag # 0. Gracias al Lema
6] existe ¢ € Z[[X]] tal que

l
r—s=(p-— X)q—|—ZaiXk+i en Z[[X]]
=0

Luego,
l

inf |[r—s—al|<| ZaiXk‘H <27k,

||  mod(p — X) — s mod(p — X) ||=
a€(p—X) =0

En vista que Z, es el completamiento de Z, existe un tnica funciéon (uniformente) continua
Y:Z, — Z[[X]]/(p — X) tal que el siguiente diagrama

Z——— Z[[X]l/{p - X)

Ly
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es conmutativo. Ahora afirmamos que W o ¥ = idz,. En efecto, sea a € Z, entonces a =
h'rf j(ay) para alguna sucesion (a,) de ntmeros enteros. Por lo tanto,
n—-+0oo

Vo¥(a)=¥( lim Yoj(a,)="Y( lim t(a,))= lim Yoila,) = lim jla,)=a.

n—-+00 n—+o0 n—-+o0 n—+00
Como VU es una biyeccién, ¥ = ¥~!. Concluimos asi que ¥ es un homeomorfismo. |
Corolario 2. Son vdlidas las siguientes afirmaciones:
() (Z[[X]]/{p — X),d) es un completamiento de (Z,d').
(ii) Z[[X]] no es un dominio de ideales principales.

Prueba. La parte (i) sigue directamente del Teorema y del Lema

Por otro lado, el Teorema muestra que p — X es un elemento primo de Z[[X]]. Por lo tanto,
p — X es irreducible. Si Z[[X]] fuese un DIP, el ideal (p — X) seria maximal y en consecuencia,
Z[[X]]/{p — X) seria un cuerpo, lo que es una contradiccion. Esto demuestra la parte (ii). W
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