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Comportamiento asintético y simulacién numérica por diferencia finita para el
modelo de vibracion de un sélido lineal estandar con efecto térmico

Carlos Javier Romero Figueroa E] , Andrés Guardia Caytﬂ y Alfonso Pérez Salvatierra[ﬂ

Resumen: En este articulo aplicando la teoria de semigrupo de operadores lineales,
se estudia el decaimiento exponencial de las soluciones de un sistema acoplado que
modela las vibraciones de un sélido lineal estandar con un efecto térmico disipativo.
Con el fin de verificar numéricamente los resultados analiticos establecidos, se rea-
liza una serie de simulaciones numeéricas en su forma unidimensinal, para el cual
consideramos el esquema numérico aplicando diferencias finitas.
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Asymptotic behavior and numerical simulation by finite difference for the
vibration model of a standard linear solid with thermal effect

Abstract: In this article applying the semigroup theory of linear operators, we
study the asymptotic behavior of the solutions of a coupled system that models
the vibrations of a standard linear solid with a dissipative thermal effect. In order to
verify numerically the established analytical results, a series of numerical simulations
are carried out in their one-dimensional form, for which we consider the numerical
scheme applying finite differences.
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1. Introduccion

En el presente articulo aplicando la técnica de semigrupos vamos a establecer la estabilidad
exponencial del Cy-semigrupo asociado a un sistema acoplado que modela las vibraciones de
un solido lineal estandar con efecto térmico disipativo. Finalmente, llevaremos acabo un andlisis
cualitativo del sistema en estudio, en su forma unidimensional via el método de diferencia finitas
con el fin de verificar numéricamente los resultados que se irdn estableciendo en el desarrollo del
presente trabajo. Las ecuaciones que modelan el fenémeno son

Qs + uy — a?Au — a?BAus + A0 = 0, enQ x 10, 00| (1)
0 — AG — anAuy — nAuy = 0, en 2 x ]0, 00| (2)

Condiciones iniciales
u(z,0) =wuo(z), u (x,0) = u (z),uy (x,0) = uz (), 6 (x,0) =0 (x), en Q (3)

Condiciones de frontera
u=0,u=0,60=0,sobred2 =TI (4)

Donde §2, es un subconjunto abierto, acotado de R™ para n > 1, con frontera I' = 90 suficien-
temente regular.

En el sistema acoplado —, la funcién v = wu (z,t) representa la vibracién de la estructura
flexible y @ = 6 (z,t) representa la diferencia de temperatura entre la temperatura actual y la
de referencia. Las constantes «,a, § y 1 son positivas, siendo 7 la constante de acoplamiento.

Es de mencionar que la mayoria de los solidos tienen una estructura periédica de atomos,
que forman lo que llamamos una red cristalina. Los sélidos y cristales amorfos son excepciones.
La existencia de la red cristalina, implica un grado de simetria en la disposiciéon de la red.
Estas simetrias existentes se han estudiado ampliamente. La estructura cristalina es una de las
caracteristicas de los minerales. Una de las implicaciones de la red simétrica de dtomos, es que
puede soportar modos de vibracién de red resonantes. Estas vibraciones transportan energia y
son importantes en la conductividad térmica de los elementos no metdlicos, y en la capacidad
calorifica de todos los sélidos.

De hecho, estudios recientes sobre estabilizaciéon de sistemas mecanicos han ganado impor-
tancia debido a la aplicacién del control de vibraciéon en varios elementos estructurales. La
dindmica de las vibraciones lineales de la estructura eldstica estd matematicamente gobernada
por la ecuacion de onda,

y' (x,1) = oAy (2,1) ()

en algiin dominio 2 y o > 0 es la velocidad de onda constante.

La dindamica de la ecuacién se formula sobre la base de la ley de Hook, en la cual la tension
o es simplemente proporcional a la deformacion e, lo que significa que 0 = Fe, E es el modulo
de Young de la estructura eldstica, sin embargo, la dindmica de las vibraciones eldsticas de
las estructuras flexibles en la practica no es lineal. En realidad es bastante engorroso para un
tratamiento analitico del problema, cabe precisar ocurren por lo general, cuando es no lineal y,
por lo tanto el resultado asi obtenido generalmente no serd de forma precisa.

En el articulo Gorain [5], busca un modelo mas realista de vibraciones no lineales de es-
tructura eldstica comtinmente conocido como el modelo lineal estandar ”de viscoelasticidad (cf.
Fung [7]), en el que la tensién o no es simplemente proporcional a la tensién e. En este modelo,
un resorte lineal estd conectado en serie con una combinacién de otro resorte lineal y un table-
ro en paralelo y la férmula correspondiente de tensién-deformacion de la estructura eldstica se
describe por la relacién constitutiva; estudiado por Fung [7] y Rabotnov [13]

o4+ X =E (e—l—ue/) (6)
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Donde A, p son constantes pequenas que satisfacen la relacién 0 < A < p.
Como resultado de esto, la dindmica de las vibraciones de las estructuras elasticas se rige con
mayor precisién por la ecuacién diferencial de tercer orden,

A" (@, t) + 4" (2,t) = & (Ay (2,t) + pAy (z,1)) (7)

El autor estudia la estabilizacion del problema matematico en un dominio Q x R*, bajo la
condiciones de frontera mixtos no amortiguadas

0
y = 0 sobre Iy x R, 8—y =0 sobre I'; x R™
v
Bajo las condiciones iniciales

y(2,0)=yo(z), ¥ (,0)=y1(z) yy" (2,0) = y2 (z) en Q

donde  es un conjunto conexo limitado en R™, para n > 1, con frontera regular I' = 002 que
consta de dos partes I'y y I'g de modo que I'y UT'y = Q y I' NTg = 0, aqui v denota la unidad
normal de I' apuntando hacia el exterior de  y RT =]0; +o0].

2. Preliminares

Enunciamos algunos resultados de la teoria de semigrupos lineales, que seran utilizados en
el presente trabajo.

Teorema 1 (Priiss) Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones {71 (¢)},~ ,
entonces el semigrupo 7T (t) es exponencialmente estable si y solo si

a) iR C p(A)

b) I H N — A —1H
) Aeo P (i ) Loy =

Demostracién. Ver [12].

Teorema 2 Sea A un operador lineal y cerrado en un espacio de Hilbert H tal que el operador
resolvente (Aol — A) ! existe y es compacto para algin \g. Entonces el espectro o (A) = C\p (A)
estd conformado Unicamente por autovalores de A con multiplicidad finita.

Demostracién. Ver Kato T. [§], pdgina 187.

3. Existencia y unicidad de soluciones

En esta seccién, establecemos la existencia y unicidad de soluciones del sistema —, con
condiciones iniciales y de frontera a través de la teoria de semigrupos lineales, ver, por
ejemplo Liu and Zheng [10]. y Pazy [11].

La teoria de semigrupos se desarrolla a partir de ecuaciones de primer orden en el tiempo.
Para esto es necesario convertir el modelo anterior a un sistema de primer orden. Para tal
consideremos la siguiente notacién vectorial U = (u, v, w, ) con v = uy, w = vy.

Entonces el problema — con condiciones iniciales y de frontera y (4]) se puede reescribir
como el siguiente problema de valor inicial abstracto para una ecuacién de evolucion de primer
orden

Uy = AU, U (0) = U, (8)
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donde Uy = (ug, vo, wo, 90)T y A es el operador diferencial dado por
0 I 0 0
0 0 I 0
A= 2 9)
s\ GBN 1y My
@ o « o

0 nA  anA A
Teniendo en cuenta la condicién de frontera , consideramos el espacio de Hilbert
H=H}(Q) x H} () x L* () x L*(Q)
Proposicién 1 Si (8 — «) > 0, entonces la energfa del sistema (1)-[) E(t) : R* — R* dada

en el tiempo t estd definida como

1
E(t):2/9<|autt+ut]2da:+a2|onut+Vu|2+a2a(ﬁ—a)\Vut|2+]9|2> dz  (10)

y satisface la ley de disipacién

d

L B(r) = o (B—a)/ﬂWut|2dx—/Q|V9|2d:ﬂ (11)

Demostracién. En efecto, realizando el cambio ¢ = auy+u, en el sistema )— y efectuando
opeaciones pertinentes se obtiene la Proposicién [I}
De este modo se define el espacio de fase

H=H}(Q) x H} (Q) x L* () x L*(Q). (12)

el cudl equipado con el siguiente producto interno

(Uy,Uz)y = aa (B — a) / Vv1.Vuadr + a2/ (Vui + aVuy) (Ve + aV1y) dr
Q Q

+ / (v1 + awy) (V2 + aws) dx + / 0102dx
Q Q

donde Uy = (u1,v1,w1,01), Uy = (ug,ve,ws,02), es un espacio de Hilbert, con la norma dada
por
U3 = a®a (8 = @) [Vl Z2(q) + @IV + aVol[7zg) + lv + aw|Faq) + [0ll72)  (13)
esta norma es equivalente a la norma usual
2 2 2 2
1UN1% = llullzgy oy + 10170 0 + lwllze@) + 191720 (14)

Habiéndose definido el espacio de fase, se puede definir el dominio del operador A de la siguiente
forma. Recordando que en términos generales

D(A)={U e H; AU € H}

Usando la definicién del operador A se obtiene

D (A) = {(u,v,w,0) € H:w,0 € Hj (Q),a*u+ a*Bv —nb € Hy () N H*(Q),
nv + anw + 6 € H () N H? (Q)}
En consecuencia, el resultado de existencia y unicidad del sistema — con condiciones iniciales

y de frontera y (4) se dard a través del problema equivalente .
En estas condiciones, tenemos
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Teorema 3 Supongamos que Uy = (ug, vg, wp,bp) € D (A). Entonces el problema posee
una tnica souciéon U = U = (u,v,w, ) en la clase ”

U € C([0,00[; D(A))NC*([0,00[; H) .

Demostracién. No es dificil probar que A es un operador disipativo en H, D (A) estd den-
samente definido en H, y 0 € p(A), donde p(A) es el conjunto resolvente de A. Por lo tanto,
del Teorema de Lummer-Phillips, ver, por ejemplo Pazy [I1]; Teorema 4.3, el operador A es el
generador infinitesimal de un Cp-semigrupo de contracciones S (t) = e4* sobre H. Con lo que
finaliza la demostracion del teorema.

4. Decaimiento exponencial

En esta seccién vamos a establecer el decaimiento exponencial de las soluciones del sistema
acoplado que modela las vibraciones de un sélido lineal estandar con efecto térmico disipativo
dada por —, para el cual vamos a utilizar los resultados obtenidos por Priiss [12].

En el siguiente teorema, enunciamos el resultado central de esta seccién.

Teorema 4 Si (8 — a) > 0, entonces el semigrupo T (t) = e asociado al sistema - es
exponencialmente estable, es decir, existen constantes positivas M y d tal que

1T (t) Upllyg < M||Upllpe™, Vvt > 0.

Demostraciéon. Sea U = (u,v,w,Q)T € DAy F = (fl,fQ,fg,f4)T € H, de la ecuacién
resolvente
(iINU—-AU)=F (15)

Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
Au—v=f;
AV —w = fo
iodw — Aa’u — Ad?fv+ Anf +w = afs
AN — Anv — Aanw — Af = fy

—
BN |

—_
Ne)

)
)
)
)

~—~ ~ —~
—_
co

Para demostrar el decaimiento exponencial del sistema, verificaremos la primera condicién del
teorema de Priiss; esto es iR C p(A). En efecto, desde que A es un operador cerrado, D (A) tiene
inmersién compacta sobre el Espacio Fase H y 0 € p(A) se tiene que (Al — A)_1 es compacto
para todo A € p(A). En particular, se tiene que A~! es compacto, puesto que 0 € p(A). Por
tanto, o (Afl) esta conformado por autovalores y en consecuencia el espectro o (A) solo contiene
autovalores.

Teniendo en cuenta el Teorema 6.29, ver Kato [§], para probar que iR C p(A) es suficiente
mostrar que o (A) no contiene ningin autovalor imaginario. Procedemos por contradiccién.
Supongamos iR ¢ p(A), es decir, que existe un autovalor imaginario i\, A € R, con A\ # 0,
entonces existe un autovector no nulo U = (u,v,w, ) € D (A) tal que

AU =i\U (20)
Tomando producto interno en la ecuacién , obtenemos
(AU, U)y, = —iA|U|I3, (21)

Desde que el operador A es disipativo y (5 — «) > 0 se tiene

(AU, U)y = —a* (B — «) /Q V| da — /Q V0| dz < 0 (22)
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sustituyendo en , y tomando la parte real se concluye
a® (B - a)/ IV |* da +/ |VO|* dz = Re (AU, U),, = 0
Q Q

de donde
a? (B — a)/ (V| de + / V0> dz =0
Q Q

luegov =0y 8 =0.
A partir de la ecuacién resolvente con F' = 0, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

iu—v=0 (23)

iAv—w=0 (24)

ixaw — a’Au — a?BAv + A0 +w =0 (25)
i —nAv — anAw — A =0 (26)

De y obtenemos w = 0 y u = 0, esto implica que U = (u,v,w,@)T = (O,O,O,O)T, lo
que es una contradiccién. Por lo tanto iR C p(A).

En lo que sigue demostraremos la segunda condicién de teorema de Priiss, para ello efectuaremos
estimativas para cada término de ||U]|3,, donde

U3, = a*a (8 — a)/ |Vo|2de + a2/ |Vu + aVu|?dz +/ v + aw|*dx —I—/ 0|2dz  (27)
Q Q Q Q
Efectuando producto interno en se obtiene
NG, = (AU U)y = (F,U)y

luego, tomando la parte real, obtenemos

— Re(AU,U),, = Re (F,U),, (28)
De y , se obtiene
o (B - a) /Q Vol2dz < C|U|lw|Fll (20)
y
/Q V6]2dz < C|U sl Fll (30)

A partir de , por la desigualdad Poincaré, obtenemos
[ 10z < 1 Pl (31)

En la ecuacién multiplicando por v + aw, integrando sobre €2, y aplicando el Teorema de
Green se obtiene

n/QW(v+aw)y%zx:/Qf4(v+aw)dx—/Qvo.wwmu)d:c—u/ﬂe(m)dx

En seguida, tomando la parte real y aplicando la desigualdad triangular se tiene

Re{/ﬁfz;(m)dx}’—k Re{/QVQ.V(erOzw)dx}’
Re{ /Q (iN0) (v Faw) dm}‘ (32)

0 [ 190+ aw) Pde <
Q

_.I_
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Aplicando la desigualdad de Young, Hélder, Poincaré y la equivalencia de normas en (32), se

obtiene
wof [ i@Fam dc}| < vl Pl (33)
Q
C
‘Re {/ VO.V (v + aw) d:c} < Ul Fll3 + ’7/ IV (v 4 aw) |*dx (34)
Q 2n 2 Ja
. _— A2C n 2
Re (iN0) (v + aw) dx ¢| < THUHHHFHH—FZ IV (v + aw) |“dx (35)
Q Q
Teniendo en cuenta —, a partir de se obtiene
C \C
1 [ 19+ auPas < (04 o+ 2 ) 10l Pl (36)
4 Ja 2n
De , por la desigualdad de Poincaré, se tiene
[ 1o+ awbds < Ul (37)

Sustituyendo y en se tiene
i w — a?Au — iNa?BAU + a?BAf + A0 +idv — fo = afs

Multiplicando por u, e integramos sobre €2, obtenemos

ia)\/ wudm—a2/ Auudm—i)\a2ﬁ/ Auud$+a2ﬁ/ A fiudx
Q Q Q Q

—i—n/ Aﬁuda:—i—z')\/ vuda;—/ fgudar—a/ fsudx
Q Q Q Q

Aplicando nuevamente el Teorema de Green, se obtiene
az/ |Vu|?dx g&ﬁ/ V f1.Vaudz + n/ Vo0.Viudx + / fotidx
Q Q Q Q
—|—a/ fsudx — i)\/ (v + aw) udr — i)\azﬁ/ \Vu|dz
Q Q Q
De modo similar que en , efectuando estimaciones, obtenemos
| 1vukds < CIUl Pl (3%)

Por 1ltimo, teniendo en cuenta y (38) se obtiene

~ C
/ IV + aVo|?de < / |Vu|?dz + oz2/ |Vo|?de < (C’ + ) WU 1% |1 F |l %
0 Q Q (B—a)
de donde se tiene

@ / Vu+ aVoldz < ClU|ul Fllx (30)
Q

Sumando , , y se obtiene
U3 = ClU |3/ F |3 con C >0

De donde se conluye
1U]l3 < C|Fln

Por tanto
| GAT = A) "l < C, VA > 1,

PESQUIMAT 24(2): {45/-59) 51
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5. Discretizacién de la energia

En esta seccién vamos a verificar el decaimiento exponencial del sistema — para el caso
unidimensional, para determinar la energia discretizada haremos uso del método de diferencias
finitas. Teniendo en cuenta los trabajos de Santos et al. [15], Negreanu et al.[9] y Schiavi et
al.[16].

Realizamos la discretizacién del sistema, )— por el método de diferencias finitas para el caso
unidimensional, tenemos el siguiente sistema:

QU + Upp — P Ugy — A% Blger + N0z = 0, en |0, L[x]0, co] (40)
Ht — 9m — QNUgxtt — NUgzt — 0, en ]0, L[X]O, OO[ (41)

Con condiciones iniciales

u(x,0) =wuo (z), w (z,0) =uy (x), Ve €]0,L] (42)
ug (2,0) = ug (x), 0(x,0) =60y (z),Vx €]0,L] (43)

y condiciones de frontera

Hacemos el cambio ¢ = au; + u, y reemplazamos en y , obtenemos
Pt — a290:m: + CL2 (Oé - /8) Uzt + 779m =0 (45)
et - 99636 — NPzxt = 0 (46)

Con condiciones iniciales

u(z,0) =wug (x), u (2,0) =uy (z), Vo €]0,L[ (47)
ug (2,0) = ug (x), 6(x,0) =60y (z),Vx €]0,L] (48)
¢ (2,0) = aug (x,0) + u (x,0) = @o (x), Vo €]0, L] (49)
ot (2,0) = auy (x,0) + ug (2,0) = 1 (z), Vo €]0, L] (50)

Con condiciones de frontera

w(0,t) =u(L,t) =u (0,t) = uy (L, t) = 60(0,t) =0 (L,t) =0, t €]0,T] (51)
0 (0,t) = au (0,t) +u(0,t) =0, @(L,t)=au (L,t)+u(L,t)=0, t €]0,T] (52)

5.1. Método numérico en diferencias finitas

El sistema — lo discretizaremos en la variable espacial x y temporal ¢ por el método de
diferencias finitas. Definimos la siguiente malla.

ro=0<m;=Arx<.<zxy=JAx<xy41 =1L (53)
to=0<t1 =At< ... <ty =NAt <ty =T (54)

Donde

T
J+1 Y N1 paa SN E

Denotaremos por u7, 7 y 07 las soluciones numéricas en los puntos nodales (x,t,) de la dis-
cretizacion, sus aproximaciones numéricas para las soluciones exactas u, ¢ y 6 que trabajamos
en la malla. De modo més precisa tenemos que

Az

uj 2 u(zjt), @9 R ejitn) v 0 =0z, t)
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Proposicién 2 La férmula en diferencias finitas de uz (2, t) estd dada por

n+l n+1 n+1 n—1 __ n—1 n—
uiiy = 2ui " Fugl ujJr 2u; T 4w

2AtAa:2 B 2AtAa:2

1
1

Uzt (-Tjat ) ~

(Ax)? L (A0 (A <At>4)

con un error de orden O , Az, , , ,
< At Az " (Az)? (Az)?

Demostracion. Teniendo en cuenta el desarrollo de las series de Taylor en dos variables y
siguiendo como referencia el trabajo de Schiavi et al.[16], se puede deselvolver la proposicion,
debido a que es extenso omitimos los detalles del resultado, para el lector que quiera investigar
n [14].

Consideremos los siguientes operadores de diferencias finitas en espacio y en el tiempo:

_ T — 2 4y — u g —2u? +ul
+1 1
8t8tu? = Atg l &ﬁxu? = Ax]2 J (55)
fu,’r,H_l — un_l _ u” — un_l
_ J j _ Y j
1 1 1 -1 -1 1
93 . u;‘jr'l 2 ;H‘ _|_un+ B u?Jrl — 211,;Z + u?fl (57)
ox20t 7 2AtAz2 2AtAz2
Considerando la discretizacion de 6 como
0(x: t, — At 0(x;, t
0 (zj,tn) ~ (st 2)+ (23] + O (At)
gnt 4 on
0 (xj,ty) ~ ~———L conerror O (At) (58)

2

El esquema numérico espacio - tiempo en diferencias finitas del sistema (45)-(46]) esta dado por
las siguientes ecuaciones numéricas.

B o 3
0t0rp} — a28x8xg0? +a? (o — B) =—— 920t "+ 0030y 07 (59)
- - 3

Teniendo en cuenta los siguientes operadores discretizados de (55)-(58) se obtiene el siguiente
esquema numeérico

P 2 P (P — 200+ 041 — 20 67,
— Ax? K

At? Ax?
n+1 n+1 n+1 n—1 n—1 n—1
TP e e e e 1% et M )
2AtAx? 2AtAx? -

-0 G- 29?+9?1—n<*0?ﬂ 267 m—w“**”?_ll):o

At Ax? 2AtAz? 2AtAz?
(62)
Para todo j =1,2,...,J yn=1,2,...,N. Con las condiciones de frontera dadas por
uy =uj =0, by =051 = o =974 =0 VYn=12....N (63)
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La discretizacion de las condiciones iniciales estan dadas por

u? = u(z;,0), ujl = uj_l + 2Atu(x5,0), Vi=1,2,...,J (64)
90? = ¢(x},0), cp; = gp}l + 2Atp(x5,0), Vi=1,2,...,J (65)
09 =6 (x;,0), Vi=12...,J (66)

La energia numérica del sistema 1) esté definida por

g Bos ([ (0w ot g
2~ 2112 2At2 At

n+2_ n n+2 . n n+l _  n+l
< g+l T Wbl Yy “j) +“j+1 uj

2AtAx 2AtAx Ax
1 n—1 n+1 —1
o “?Il “ Y41 “j+ - “;l n ui g —uy + (en)Q
2AtAx 2AtAzx Az J
42 +2 +1 -1 +1 -1
b a5 g | (5 ) = (572 ) ] (o ) — (7 ™)
2AtAx 2AtAx

(67)
Para todon=1,2,... N

Jr7

Proposicion 3 Sea (u 0") la solucion del sistema discreto 1} la tasa discreta de va-
riacion de la energia en el instante ¢, es dada por

Bt S (B Y RS (st ) - (7 )]

Jj=

Vn € 1,2,...,N.

1
Demostracién. Multiplicando las ecuaciones , 1) por (gp?“ @?*1) y At} respec-
2,.

tivamente, luego sumando en el dominio discreto, para j = 1, ., J, se obtiene

J +1 1 J
}Z vi 20 Tyl ntl | ae1) @ Z Pl — 207 i ntl -l
92 At2? LR & 9 A2 LI &
j=1

Jj=1

1 1 1 -1 1 -1
. a®(a — f) Z u?jrrl 2u ”+ —|—u”+ “;L+1 — 2u}1 —l—u?_l ( ntl e 1)
2AtAx2 2AtAz2

—

Jj=

ZZ(  — 207 +0” ) ((p;m (p?_l) —0 (69)

J n—1
0" — 07" 0%, — 20" 4+ 6"
J J n Jj+1 J j—1 n
Z ( At ) ij - Z < A2 ) At@j

j=1

- ZJ: i =200 e el - 20 e A" =0 (70)
K 2AtA:c2 2AtAL? i
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Considerando como referencia el trabajo de Negreanu et al. [9], de considerando las
condiciones de frontera discreta se obtienen los siguientes resultados

J +1 1 J +1 2
Z vi 20 e <(Pn+1 907-1_1) _ }Z vi ey
At? J J 2 At

Jj=1

N =

J J 1 1
_ajz P — 200+l (e - ) = A~ (P e (e )
2 Ax? J J 2 Ax Ax
Jj=1 Jj=0
J 1 ~1
B ajz i — ¢y ‘P?H - ‘P?
2 = Ax Ax ’

2AtAz2 2AtAz2

J — 207 + 67
;’Z( ) (- =0 1)

J n+1 n+1 n+1 n—1 n—1 n—1
Piil — 205 Tt v 20 e
__UE::< J J J J Aﬂ%t

j=1

j=1 §=0
y
a?(a— ) “?Ill 2“?“—’_“}@11 “7+ — 2uf 1—|—u?__11 n+1 n—1
9 jz_:l ININ ININ (‘Pﬂ BRE) )
+2 +2 +1 —1 +1 —1
o (8 —aya g [ (95 ) ~ (572 = )] [t - w) - (157 7)
- 2 = 2AtAx 2AtAx
—+1 —1 +1 —1 2 2
s oy [ () - (7 =) ] (g i)~ (1 2 7)
2 = 2AtAx 2AtAx
2 J
a (ﬁ—a) +1 -1 +1 —1\12
Faimar 2o (i =) = ()] (76)
=0
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Sumando las expresiones a obtenemos la siguiente expresion
J +1 2 J J +1 +1
EZ ()0? - SO;L 4= 1 Z 9” 2 Z 90?-4-1 (,0? 90?-4-1 - (P;L
2 At 2 Ax
Jj=0 J=
n+
U

nt+l  n—1) n+l _ n—1
) (“j+1 “j+1> (“j Y )

L8
Ty
az(ﬁ—oz)azjj ( ?Ilg—u?+1> (

+ 2 = 2AtAx 2AtAx
J n n—1\ 2 J J n n n—1 n—1
1 ¥~ ¢ 1 no1\2 @ Pit1 P\ [P+ — %
- 22( ) ) e () (G
7=0 7=0 7=0
n+1 n—1 n+1 n—1 n n—2 n n—2
L aZJ: (ot = wid) = (=) ] [ (s i) = (5 —572)
= 2AtAx 2AtAx
4 1 1 1 1\1? d QﬂH_Qﬂ ?
P S _ (yntl _ n— g g —
o () - (g7 ) (BEE) 0w

De la definicién de se tiene

L 20 J
s () OIS ) () -
de donde se demuestra
E" — B! T =N a2 (B—a) N[ n n— n n-1)]°
AT ‘ZO () ~ e [t —ued) - (w5 —57)]
j=

Vn e 1,2,...,N.
Lo que completa la demostracién de la proposicion.

Proposicién 4 La energia de las soluciones de las ecuaciones discretas (61)-(62) con las condi-
ciones de contorno, se cumple que

E™ < E°, VYn=1,2,...,N.
Demostracion. De , obtenemos
E" < Enfl
Haciendo un procedimiento recursivo es facil de obtener
E" < E°, Vn=12,...,N.

Con la cual se concluye la demostracién.

Ahora vamos a despejar u"“, ety 07. De la expresién 1' despejando u?“, se obtine

J
2At
o

2At
n+1 n n—1
uj =y Uy —

- ul? (79)

j
De la expresion despejando (p;wrl’ obtenemos
80;41 (01971 + a1} +b1¢f4) — @)~ Lye ( ntl 2u§L+1 . uﬁrll)

— (”n_l — 20+ UJ-H) dy (071 — 207 +6}'1,) (80)
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De la expresion se obtine
— 107 +eabf — f107 =07 4+ g <<P?f11 —2p0% + soyif) —g (90}1_11 — 20071 + so;:%) (81)

Para efectos de célculos computacionales usamos los términos obtenidos en ([79)), y (81))
donde

2a2At? a’At? a’ (B —a)At nAt?
ar=2— ———, 1= 5 CL=—"r g5 dy = ;
Ax? Ax? 2Ax2 Ax?
AL At 0
=1 = — = —t
=it A h=xz 9= S

5.2. Simulacion numérica

A continuacién mostraremos la simulaciéon numérica del sistema —, asi como de la energia
E™ dado en ([67). Para las simulaciones numéricas hemos considerado los siguientes valores

a=06, L=1,T=25 =0,75, a=0,35, n=0,60
Considerando las condiciones iniciales

3mx; 372
u(z;,0) =0, 6(x;,0)=sen <7TL:EJ> . g (2,0) = sen <7TL"EJ>

2w,

uy (x5,0) = sen < 7

) - o (27.0) = oy (5.,0) + u (x;.0)

Cormportamiento de la energia En Solucidn numérica de U

25

tiempo tn @spacio xi

Figura 1: Decaimiento de la energfa. Figura 2: Vibracién de la estructura
a=0,35
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Compartamienta de |a energia En Solucidn numérica de THETA

tiernpo tn Bspacio i

Figura 3: Decaimiento de la energia. Figura 4: Diferencia de temperatura
a=0,40

En las figuras, observamos que la energia decae exponencialmente, de las figuras, podemos notar
el comportamiento oscilatorio, que conforme transcurre el tiempo las soluciones se aproximan a
cero.

6. Conclusiones

= Usando el método de Priiss se demostré que el sistema — decae exponencialmente
también se puede estudiar el decaimiento exponencial con el método de la energia.

= Con el método de diferencias finitas se discretizo la energia del sistema para el caso unidi-
menssional y se comrpobo que la energia decrece conforme trascurre el tiempo.

= En lo que respecta a la implementacién computacional observamos que la energia para el
caso unidimensional decae exponencialmente.

= Se considero que Ax = At para que se pueda controlar el error de discretizacion y sea del
orden O (At).

= Para estudios futuros se puede discretizar el mismo sistema pero en dos dimensiones y
determinar la energia discretizada.
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