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Resumen:
En este trabajo estamos interesados en demostrar que el núcleo del operador Trazo
de orden m, es el espacio Hm

0 (Ω) con Ω abierto acotado bien regular, inspirados por
los resultados mostrados por M. Cavalcanti [11]. Finalmente, damos algunos comen-
tarios.
Palabras clave: Operador Trazo, Núcleo de un operador, espacios de Sobolev, so-
porte compacto de una distribución, conjunto abierto bien regular.

The kernel of the m-order trace operator.

Abstract:
In this work, we are interested in prove that the kernel of the trace operator of m-
order, is the space Hm

0 (Ω) with Ω bounded open well-regular, inspired by the results
shown by M. Cavalcanti [11]. Finally, we give some comments.
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1. Introducción

El operador γ : Hm(Ω) −→
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ), denominado trazo de orden m, realiza un segui-

miento dialéctico de las funciones u ∈ Hm (Ω) con m ∈ Z+ en el marco teórico de los espacios
de Sobolev de orden fraccionario, donde la función u pierde una parte de su derivada pero gana
un valor en la frontera de Ω denotado como Γ = ∂Ω, realizando las restricciones necesarias

en condición de regularidad, se tiene γ (u) = (γ0 (u) , ..., γm−1 (u)) donde γj (u) = ∂ju
∂νj

∣∣∣
Γ

para

j = 1, ...,m− 1, siendo ν la derivada normal de orden j y γ0 (u) = u
∣∣
Γ
.

El operador trazo se aplica en la prueba de existencia y unicidad de soluciones no singulares
como por ejemplo en los problemas de Dirichlet(PD) y de Newman(PN) respectivamente ( para
esto citamos [10] ):

(PD)

∣∣∣∣ −∆u = f en Ω
u|Γ = h sobre Γ

(PN)

∣∣∣∣ −∆u = f en Ω
∂u
∂ν |Γ = h sobre Γ

(1)

donde ∆ =

n∑
i=1

∂2

∂x2
i

; ν : vector normal unitario exterior

El problema de Dirichlet equivale a resolver el problema de minimización min
u=0 en Γ

J (u) , si u
∣∣
Γ

=

u0 = 0, ambos problemas son equivalentes a min
u∈H1

0 (Ω)
J (u), en esta formulación esta presente el

espacio Hm
0 (Ω) ¿ como se caracteriza el espacio Hm

0 (Ω), m ∈ Z+ ?.
El concepto de singularidad explica el concepto de turbulencia conjeturado por Leray al tratar de
resolver las ecuaciones de Navier-Stokes (ENS) para el caso tridimensional, que hasta hoy no ha
sido resuelto. Intuitivamente las turbulencias se desarrollan de escalas energéticas con frecuencias
bajas hacia escalas energéticas con frecuencias altas, disipándose debido a la viscosidad de algún
fluido. El termino convectivo caracteriza la no linealidad de las ENS formuladas de la siguiente
forma ( para esto citamos [5], [13], [7] ):

σ
∂u

∂t
+ σ (u.O)u− σf + Op− ν4u = 0 en [0,+∞〉 × Rn (2)

O.u = 0 (3)

u (x, 0) = u0 (x) . (4)

Donde t es el tiempo, σ es la densidad constante del fluido, f(x, t) es la fuerza externa actuando
sobre el fluido, σ(x, t) y u(x, t) son la presión y el campo de velocidades respectivamente, ambas
magnitudes f́ısicas son desconocidas y ν describe la viscosidad cinemática del fluido. El movi-
miento de un cuerpo esta subordinada a una cierta variación temporal de la velocidad respecto
de alguna posición que ocupa en el espacio; la aceleración esta dada por la formula (u.O)u+ ∂u

∂t ,
donde (u.O)u es la aceleración convectiva. En esta formulación esta impĺıcito el seguimiento
γ1 (u) y γ2 (u) en forma de velocidad y aceleración respectivamente.
Considerando que, en investigaciones en el campo de la f́ısica de fluidos se usa condiciones de
contorno tipo Dirichlet y Newman, en las ENS subyace un proceso dialéctico entre lo abstracto
y concreto, en el sentido de que la naturaleza no se subordina a nosotros, el presente trabajo lo
realizamos en el contexto principalmente matemático con el objetivo de caracterizar el espacio
Hm

0 (Ω). Si en la ecuación 2 la expresión no lineal (u.O)u se anula, la enerǵıa se puede contro-
lar localmente , estaŕıamos en el caso del flujo laminar, pero si (u.O)u no se anula estaŕıamos
ante el caso de un flujo turbulento, hasta hoy (inicio de Siglo XXI) no conocemos una explica-
ción matemática formal de la transición de un flujo regular a un flujo turbulento. La evolución
espacio-temporal de las escalas energéticas, en la cual la enerǵıa promedio unido a la tempera-
tura generan calor disipado, es decir existe un potencial energético, que bajo ciertas condiciones
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dicha evolución sucedida se anula producto de la aparición de una singularidad, lo que causa la
disipación del proceso turbulento ( para esto citamos [8], [15], [6] ).
Si consideramos en las ENS:

σ = 1 ;
∂u

∂t
= 0 ; (u.O)u = 0 ; 5p = 0 ; ν = 1.

Obtenemos (PD) de la ecuación 1, el cual en particular describiŕıa el estado de equilibrio
(en tiempo infinito) de una solución de la ecuación del calor que no depende del tiempo en el
contorno del dominio de trabajo. La existencia y unicidad de solución esta probada usando el
análisis funcional. Las escalas energéticas nos permite una intuición geométrica en el sentido
del seguimiento del operador trazo en la dirección de la tangente del contorno del dominio de
trabajo. Por la Hipótesis del continuo f́ısico trabajaremos sobre un dominio abierto acotado bien
regular cuya frontera este del mismo lado.
La completez del espacio Ck (Ω) nos permite diferenciar en el sentido débil y aśı evitar las
singularidades. Una caracterización conocida del espacio que contiene a las funciones que se

anulan en la frontera (γ (u) = u
∣∣
Γ

= 0) esta dada por la relación Hm
0 (Ω) := C∞0 (Ω)

Hm(Ω)
.

Los espacios de Sobolev permite medir el grado de regularidad en norma, la restricción en la
condición de frontera ( Γ como una variedad de clase C∞, n− 1 dimensional, de medida nula )
exige trabajar con el operador Trazo de orden m, que es un operador de extension continuo y
nos permitirá caracterizar el espacio Hm

0 (Ω) como el Núcleo del operador Trazo expresado en
la relación Ker (γ) = Hm

0 (Ω) que es el resultado principal del presente trabajo.(Para la prueba
del caso Ker (γ) = Hm

0

(
Rn+
)
. (para esto citamos [11] )).

2. Preliminares

En esta sección enunciamos los resultados que usaremos para probar nuestro resultado prin-
cipal sobre el Núcleo del Trazo de Orden m, para mayor detalle, el lector interesado puede
consultar [11] aśı como [1, 2, 16].

El espacio de las funciones prueba dotado de la topoloǵıa del ĺımite inductivo L, lo deno-
taremos por

D (Ω) = (C∞0 (Ω) , L) . (5)

Definición 1 Se representa por D
(
Ω
)

el conjunto formado por las restricciones a Ω de todas
las funciones prueba en Rn, es decir:

D
(
Ω
)

=
{
ϕ
∣∣
Ω
/ϕ ∈ D (Rn)

}
. (6)

El espacio normado
(
Wm,p, ‖.‖m,p

)
es denominado espacio de Sobolev. En particular para p = 2

tenemos el espacio

Hm (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) : ∂αu ∈ L2 (Ω) , ∀α : |α| ≤ m

}
(7)

con norma

‖u‖Hm(Ω) =

 ∑
|α|≤m

‖∂αu‖2L2(Ω)

1/2

. (8)
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Proposición 1 Si u ∈ Wm,p (Ω) y posee soporte compacto contenido en Ω entonces u ∈
Wm,p

0 (Ω) .

Si p = 2 ,

Hm
0 (Ω) := C∞0 (Ω)

Hm(Ω)
. (9)

Teorema 1 Sea Ω un subconjunto abierto acotado bien regular en Rn. Entonces Ω tiene la
propiedad de (m− p)-prolongamiento en relación a todo m ≥ 1 y p ≥ 1.
para p = 2,Ω tiene la propiedad (m− 2) prolongamiento.

Lema 1 Sea v ∈ H1
0

(
Rn+
)

y S (v) ⊂ Q+ ∪
∑

. Entonces v ∈ H1
0 (Q+) y además satisface

uj = v ◦ ϕj ∈ H1
0

(
U+
J

)
; ∀j ∈ {1, ...k} .

Lema 2 Sea u ∈ H1 (Ω) tal que S (u) ⊂ U+
j ∪ Γj, donde Γj = Γ ∩ Uj. Definiendo:

vj (y) =

{ (
u ◦ ϕ−1

j

)
(y) ; y ∈ Q+

0 ; y ∈ Rn+ \Q+

tenemos que vj ∈ H1
(
Rn+
)

y además :

(γ0vj) (y) =

{
(γ0u)

(
ϕ−1
j (y)

)
; c.t.p en

∑
0 ; c.t.p enRn−1 \

∑
Proposición 2 Sean u ∈ H1 (Ω) y θ ∈ D

(
Ω
)
. Entonces θu ∈ H1 (Ω) y además satisface :

γ0 (θu) = γ0 (θ) γ0 (u) .

Teorema 2 (Rellic-Kondrachov) Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado con frontera de clase C1.
Entonces la inclusión H1 (Ω) ⊂ L2 (Ω) es compacta.

Definimos para todo s ∈ R.

Hs (Γ) =
{
u/φi (u) ∈ Hs

(
Rn−1

)
, i = 1, ..., k

}
(10)

dotado de la norma

‖u‖Hs(Γ) =

(
k∑
i=1

‖φi (u)‖2Hs(Rn−1)

)1/2

. (11)

2.1. Resultados del Teorema del Trazo

En este apartado daremos resultados probados en [11].

Teorema 3 Existe una única aplicación lineal y continua:

γ : Hm(Ω) −→
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ).

Con núcleo γ−1({0}) = Hm
0 (Ω), que verifica la siguiente condición:

γξ =

(
ξ|Γ ,

∂ξ

∂ν

∣∣∣∣
Γ

, . . . ,
∂m−1ξ

∂νm−1

∣∣∣∣
Γ

)
, ∀ξ ∈ D(Ω).

Tal aplicación admite una inversa a la derecha lineal y continua.
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En consecuencia Im (γ) =
∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ), donde ν es el vector normal unitario exterior a Ω
abierto acotado bien regular.
Para el caso Ω = Rn+

γ : Hm(Rn+) −→
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Rn−1),

con núcleo γ−1({0}) = Hm
0 (Rn+)), que verifica la siguiente condición:

γξ =

(
ξ|Rn−1 ,

∂ξ

∂x1

∣∣∣∣
Rn−1

, . . . ,
∂m−1ξ

∂xm−1
n

∣∣∣∣
Rn−1

)
, ∀ξ ∈ D(Rn+).

Tal aplicación admite una inversa a derecha lineal y continua.
Tenemos probado que Ker (γ) = Hm

0

(
Rn+
)
.

Estamos interesados en probar el caso Ker (γ) = Hm
0 (Ω) con Ω ⊂ Rn acotado bien regular es

decir con frontera Γ = ∂Ω como una variedad de clase C∞ de dimension n−1 estando localmente
del mismo lado de Γ.

3. El Núcleo del operador Trazo de Orden m

En esta sección demostraremos el resultado principal del presente trabajo, esto es, probare-
mos que el núcleo de la aplicación Trazo de orden m es el espacio Hm

0 (Ω) para el caso Ω abierto,
acotado bien regular.

Teorema 4 Sea Ω un subconjunto abierto acotado de Rn con frontera Γ bien regular. Entonces
la aplicación Trazo de Orden m posee Ker (γ) = Hm

0 (Ω).

Demostración. Sea u ∈ Hm
0 (Ω), por definición (5) y (7)

∃ (ϕν) ⊂ D (Ω) /ϕν → u en Hm (Ω) . (12)

Definamos:

ϕ̃ (x) =

{
ϕν (x) ;x ∈ Ω

0 ;x ∈ Rn \ Ω
(13)

De (13) tenemos ϕ̃ (x) ∈ D (Rn) luego por (6) ϕν
∣∣
Ω
∈ D

(
Ω
)

para algún soporte compacto K
tal que K ⊂ Ω , supp (ϕ̃ν) ⊂ Ω. También

ϕ̃ν
∣∣
Ω

= ϕν → u en Hm (Ω) ,

de donde

ϕ̃ν
∣∣
Ω
→ u en Hm (Ω) . (14)

Resulta de la convergencia en (14) que

γ (ϕ̃ν)→ γu en
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ). (15)

Como Γ ⊂ Rn \Ω y por el hecho de que γ (ϕ̃ν) = ϕ̃ν
∣∣
Γ

= 0 y por unicidad de ĺımite resulta que

γ (u) = 0 en

m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ), luego por definición del teorema del Trazo de orden m

γ (u) = (γ0u, γ1u, ..., γm−1u) = (0, 0, ..., 0) .
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Luego

u ∈ Hm (Ω) /γ0u = γ1u = ... = γm−1u = 0

entonces u ∈ Kerγ.
Rećıprocamente, sea u ∈ Kerγ entonces

u ∈ Hm (Ω) /γ0u = γ1u... = γm−1u = 0. (16)

Como Ω es abierto acotado bien regular, su frontera Γ es un compacto de Rn y por consiguiente,
existirá un sistema finito de cartas locales {(Ui, ϕi)}1≤i≤k para la frontera Γ = ∂Ω. A partir
de estas cartas locales construimos una partición C∞ de la unidad subordinada al cubrimiento

abierto (Ui ∪ Ω) del abierto
k⋃
i=1

Ui∪Ω como Ω = Ω∪Γ, dichos abiertos contienen Ω. Denotaremos

por θ0, θ1, ..., θk las funciones de esa partición. Donde

θi ∈ C∞0 (Rn) ∀i = 0, 1, ..., k (17)

supp (θ0) ⊂ Ω, supp (θi) ⊂ Ui,∀i = 1, ..., k (18)

0 ≤ θi ≤ 1, ∀i = 0, 1, ..., k (19)
n∑
i=0

θi = 1, ∀x ∈ Ω. (20)

Sea u : Ω→ K, representemos por S (u) = {x ∈ Ω/u (x) 6= 0} en Rn. Aśı,

x /∈ S (u)⇔ u (x) = 0⇔ x ∈ (Rn \ S (u)) ∩ Ω ⊂ O tq O ⊂ Ω, (21)

donde O es el mayor abierto para el cual u se anula casi siempre. Como u(x) = 0 cs en O

(Rn \ S (u)) ∩ Ω ⊂ O ↔ Ω \ O. (22)

Afirmación 3.1 supp (u) ⊂ S (u).
Por (22) bastará probar que:

(Rn \ S (u)) ∩ Ω ⊂ O. (23)

Sea x ∈ (Rn \ S (u)) ∩ Ω. Entonces x ∈ Ω ∧ x /∈ S (u). Luego, ∃r > 0 tal que:

Br (x) ∩ {x ∈ Ω/u (x) 6= 0} = ∅ (24)

lo que implica que u (y) = 0, ∀y ∈ Br (x). En particular, (Br (x) ∩ Ω) es un abierto para el
cual u se anula lo que nos lleva a concluir que (Br (x) ∩ Ω) ⊂ O y por consiguiente que x ∈ O,
lo que probaŕıa (24).

Consideremos u ∈ Hm (Ω). Entonces u = uθ0 +

k∑
i=1

uθi en Ω. Por las cartas locales anteriormente

definidas, definamos , para cada i = 1, ..., k:

wi : Ω −→ K
x 7→ u (x) θi (x)

. (25)

De las condiciones de la partición de la unidad (19), (20), definidas anteriormente se tiene
Dα (θi) = 0, ∀i = 0, 1, ..., k y de la formula de Lebnitz obtenemos

‖Dα (uθi)‖ ≤ ‖Dαu‖ ‖θi‖ ≤ ‖Dαu‖ . (26)
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De (26) obtenemos que ∑
|α|≤m

‖Dα (uθi)‖2L2(Ω) ≤ C
∑
|α|≤m

‖Dαu‖2L2(Ω) (27)

de donde obtenemos que ωi = uθi ∈ Hm (Ω).
Además,

x ∈ S (θi)⇒ x ∈ Γ/θi (x) 6= 0

luego

x ∈ Γ ⊂
k⋃
i=0

Ui / θi (x) 6= 0

entonces x ∈ Ui para algun i 6= 0 es decir x ∈ Ui / θi (x) 6= 0⇒ x ∈ supp (θi) .
por tanto se tiene que S (θi) ⊂ supp (θi). Luego

S (uθi) = {x ∈ Γ/ (uθi) 6= 0} ⊂ S (u) ∩ S (θi) ⊂ Γ ∩ supp (θi) ⊂ Γ ∩ Ui

posee soporte compacto de Rn contenido en Ui. También tenemos que:

u
∂ (θϕ)

∂xi
= (uθ)

∂ϕ

∂xi
+ (uϕ)

∂θ

∂xi
(28)

− (uθ)
∂ϕ

∂xi
= −u∂ (θϕ)

∂xi
+ (uϕ)

∂θ

∂xi
. (29)

Aplicando (29) en la siguiente definición:〈
∂ (θu)

∂xi
, ϕ

〉
=

∫
Ω

∂ (θu)

∂xi
ϕdx = −

∫
Ω

(θu)
∂ϕ

∂xi
dx (30)

=

∫
Ω
−u∂ (θϕ)

∂xi
dx+

∫
Ω

(uϕ)
∂θ

∂xi

=

∫
Ω
θ
∂u

∂xi
ϕdx+

〈
u
∂θ

∂xi
, ϕ

〉
=

〈
θ
∂u

∂xi
, ϕ

〉
+

〈
u
∂θ

∂xi
, ϕ

〉
=

〈
θ
∂u

∂xi
+ u

∂θ

∂xi
, ϕ

〉
por tanto

∂ (θu)

∂xi
= θ

∂u

∂xi
+ u

∂θ

∂xi
∈ L2 (Ω) . (31)

Entonces de (31) y el hecho de que supp (uθ0) ⊂ supp (θ0) posee soporte compacto contenido en
Ω por (18), entonces uθ0 ∈ Hm

0 (Ω) por proposición 1
Afirmación 3.2 uθj ∈ Hm

0 (Ω) ∀j = 1, ..., k.
En efecto, de (28) tenemos que uθj ∈ Hm (Ω). Como el dominio de definición Ω es abierto
limitado bien regular, podemos considerar un punto genérico x ∈ Γ para el cual existe una
vecindad abierta limitada Ux en Rn de x y una aplicación ϕx : Ux → Q que es un difeomorfismo
de clase C∞ y que satisface la condición de compatibilidad, donde Q es un rectángulo abierto.
Podemos definir ahora para cada i = 1, ..., k la siguiente aplicación:

vi : Q+ −→ K
y 7→ ωi

(
ϕ−1
i (y)

) . (32)
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Como S (ωi) = S (uθi) es un compacto de Rn contenido en Ui entonces d (S (ωi) ,Rn \ Ui) > 0
lo que implica que S (ωi) no intercepta a Γ = ∂Ui, de la afirmación 3.1 supp (ωi) también no
intercepta a Γ = ∂Ui.
Afirmación 3.3 S (vi) = ϕi (S (ωi)) .
En efecto, sea y ∈ S (vi). Entonces existe (yν) ⊂ Q+ tal que yν → y, luego existe x ∈ Ui tal que
y = ϕi (x).
Afirmación 3.4: x ∈ S (ωi) .
En efecto, tenemos :

y ∈ S (vi) =
{
y ∈

∑
/vi (y) 6= 0

}
vi (y) = (wi)

(
ϕ−1
i (y)

)
6= 0

wi (x) 6= 0/x = ϕ−1
i (y) ∈ Γ

x ∈ S (wi) .

aśı como

xν = ϕ−1
i (yν)→ ϕ−1

i (y) = x, xν ∈ Ui ∩ Ω

además ωi (xν) = ωi
(
ϕ−1
i (yν)

)
= vi (yν) 6= 0. Luego, y ∈ ϕ (S (ωi)).

Rećıprocamente, sea y ∈ ϕi (S (ωi)). Entonces, y = ϕi (x) para algún x ∈ S (ωi).
Afirmación 3.5: y ∈ S (vi)
En efecto, existe una sucesión (xν) ⊂ Ui tal que xν → x con ωi (xν) 6= 0. Aśı mismo,

yν = ϕi(xν) → ϕi(x) = y, yν ∈ Q+

además ,

vi (yν) = ωi
(
ϕ−1
i (yν)

)
= ωi (xν) 6= 0.

Por tanto y ∈ S (vi) lo que prueba la afirmación 3.3.
Siendo ϕi : Ui → Q una función continua y S (ωi) un compacto contenido en Ui establecido
anteriormente se sigue de la afirmación 3.3 que S (vi) es un compacto contenido en Q. Luego,
d (S (vi) ,Rn \Q) > 0 lo que prueba que S (vi) no intercepta Γ = ∂Q.
De (32) podemos definir

vj (y) =

{
(uθj)

(
ϕ−1
j (y)

)
; y ∈ Q+

0 ; y ∈ Rn+ \Q+
(33)

Como S (uθj) ⊂ Uj ∩ Ω tenemos que

S (vj) = ϕj (S (uθj)) ⊂ ϕj
(
Uj ∩ Ω

)
= Q+ ∪

∑
/
∑

= Q ∩ {yn = 0} (34)

además

S (uθj) ⊂ S (u) ∩ supp (θj) ⊂ Γ ∩ Uj

de donde obtenemos

S (uθj) ⊂ S (u) ∩ supp (θj) ⊂ Ω ∩ Uj

en consecuencia se tiene la relación

S (uθj) ⊂ Ω ∩ Uj = (Ω ∪ Γ) ∩ Uj = U+
j ∪ Γj / Γj = Γ ∩ Uj
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entonces por el lema 2, vj ∈ Hm
(
Rn+
)

, y además se tiene lo siguiente

(γvj) (y) =

{
γ (uθj)

(
ϕ−1
j (y)

)
; c.s y ∈

∑
0 ; c.s y ∈ Rn−1 \

∑ (35)

Por la proposición 2 y de (16) se verifica

γi (uθj) = γi (u) γi (θj) = 0 ∀j = 1, ..., k;∀i = 0, 1, ...,m− 1 (36)

luego de (35) y (36)

(γvj) (y) = 0 c.s. en
∑

en consecuencia

(γvj) (y) = 0 c.s. en Rn−1; ∀j = 1, ..., k. (37)

Resulta de (37) y del hecho de que el Kerγ = Hm
0

(
Rn+
)

de la aplicación Trazo de orden m dada
en la sección 2.1

γ : Hm(Rn+) −→
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Rn−1),

de donde obtenemos que vj ∈ Hm
o

(
Rn+
)

; ∀j = 1, ..., k.
Ademas de eso, por (34) S (vj) ⊂ Q+ ∪

∑
. Luego, por Lema 1 tenemos que ωj = vj ◦ ϕj ∈

Hm
0

(
U+
j

)
en consecuencia podemos realizar la siguiente extension por cero

ω̃j (x) = ṽj ◦ ϕj (x) =

{
vj ◦ ϕj (x) ;x ∈ U+

j

0 ;x ∈ Ω \ U+
j

(38)

De aqúı y de las afirmaciones 3.2, 3.3 y de (33) obtenemos

ω̃j (x) = ṽj ◦ ϕj (x) =

{
vj (ϕj (x)) = vj (y) = (uθj)

(
ϕ−1 (y)

)
= (uθj) (x) ;x ∈ U+

j

0 ;x ∈ Ω \ U+
j

(39)

de (39) obtenemos también

ω̃j (x) = ṽj ◦ ϕj (x) =

{
(uθj) (x) ;x ∈ U+

j

0 ;x ∈ Ω \ U+
j

(40)

y de (40) ω̃j (x) ∈ Hm
0 (Ω). Como ω̃j (x) = 0 en Ω \ U+

j vemos de (39) y (40) que

vj ◦ ϕj = uθj en Ω. (41)

Por tanto, uθj ∈ Hm
0 (Ω) ;∀j = 1, ..., k, conforme a lo que queŕıamos demostrar.

4. Conclusiones

1. La importancia de este trabajo radica en el hecho de poder formalizar las restricciones
de los valores de funciones en la frontera que esta del mismo lado del dominio de estudio
de un cierto espacio de Sobolev, que al anularse ah́ı, dichas funciones están en el núcleo
generado por el operador trazo de algún orden natural.
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2. Consideramos que esta importancia trasciende al campo de la f́ısica y la tecnoloǵıa, como
por ejemplo el estudio de la tomograf́ıa de Impedancia eléctrica, la liberación controlada
de drogas, trabajos en los cuales esta presente el concepto de nulidad en la frontera.

3. Intuitivamente el encuentro entre una part́ıcula que se mueve en el interior de algún sistema
con borde definido y una part́ıcula que logre transportarse desde el exterior hasta el borde
de dicho sistema, puedan ah́ı anularse bajo ciertas condiciones, sugiere asociarla con la
ecuación γ (u) = u = v

∣∣
∂Ω

= 0, un ejemplo en abstracto serian las denominadas vacunas
vectoriales que construyen los laboratorios de avanzada tecnoloǵıa para neutralizar el virus
del SARS-Cov-2 (para esto citamos [9] y [12]).

4. Probamos una caracterización del espacio Hm
0 (Ω) como el núcleo de la aplicación Trazo

γ : Hm(Ω) −→
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ),

esto es,

Kerγ = Hm
0 (Ω) = {u ∈ Hm (Ω) /γ0u = ... = γm−1u = 0} (42)

5. En particular si en la ecuación (13) consideramos

u (x, 0) = u
∣∣
Rn−1 (x) = u0 (x) = 0 sobre Γ,

esta restricción del valor en la frontera de los problemas de Dirichlet implica que dada
algún u ∈ Hm

0 (Ω), donde por la conclusión 4, observamos que Hm
0 (Ω) es el conjunto de

todas las funciones que son limites en Hm (Rn) de funciones diferenciables de algún orden
dado y que se anulan fuera de Ω.

6. Aśı podemos concluir que el Teorema del Trazo de Orden m y su núcleo pueden dar
una visión geométrica a través de los espacios Hilbertianos de orden entero y fraccionario
en relación a las escalas energéticas . El núcleo podŕıa ser el espacio donde exista la
probabilidad de que ah́ı se disipe la turbulencia en forma de calor. Creemos que dicha
visión geométrica trasciende el concepto de frontera con el que hemos trabajado en el
sentido de la curvatura del espacio , es decir cabe la posibilidad de trabajar en una nueva
escala energética que nos permita retestear para poder controlar la enerǵıa en tiempo
infinito.
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[1] Adams, R. (1975). Sobolev Spaces. United States of America, New York: Academic Press.
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