PESQUIMAT 24(2): 34-{44] (2021) ISSN:1560-912X/ ISSN-E:1609-8439
https://doi.org/10.15381 /pesquimat.v24i2.21562 Facultad de Ciencias Mateméaticas — UNMSM

El Nucleo del Operador Trazo de Orden m

Hubert Roman Tello EI y Yolanda Santiago AyalcEI

Resumen:

En este trabajo estamos interesados en demostrar que el ntcleo del operador Trazo
de orden m, es el espacio Hy" (2) con €2 abierto acotado bien regular, inspirados por
los resultados mostrados por M. Cavalcanti [11]. Finalmente, damos algunos comen-
tarios.
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The kernel of the m-order trace operator.

Abstract:

In this work, we are interested in prove that the kernel of the trace operator of m-
order, is the space H{" (Q2) with Q bounded open well-regular, inspired by the results
shown by M. Cavalcanti [I1]. Finally, we give some comments.
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1. Introduccion

m—1
.1

El operador ~: H™(Q)) — H H™7772(T"), denominado trazo de orden m, realiza un segui-

j=0
miento dialéctico de las funciones u € H™ () con m € Z* en el marco tedrico de los espacios
de Sobolev de orden fraccionario, donde la funcién u pierde una parte de su derivada pero gana
un valor en la frontera de 2 denotado como I' = 012, realizando las restricciones necesarias

— du

en condicién de regularidad, se tiene v (u) = (v (), ..., Ym-1 (u)) donde v; (u) = &4 . bara

j=1,....,m—1, siendo v la derivada normal de orden j y 7o (u) = u’r.

El operador trazo se aplica en la prueba de existencia y unicidad de soluciones no singulares
como por ejemplo en los problemas de Dirichlet(PD) y de Newman(PN) respectivamente ( para
esto citamos [10] ):

—Au = f en € —Auy = f en

(PD) ‘ ulp = hsobre T (PN) %|F = hsobre I’ (1)

n
0? — .
donde A = g W; v : vector normal unitario exterior
€T
i=1 "t

El problema de Dirichlet equivale a resolver el problema de minimizacién r(r)Lng FJ (u) , si u} r=
u=

ug = 0, ambos problemas son equivalentes a m’én J (u), en esta formulacién esta presente el
u€Hg(Q)

espacio H[" () ; como se caracteriza el espacio HJ" (Q), m € Z* 7.

El concepto de singularidad explica el concepto de turbulencia conjeturado por Leray al tratar de
resolver las ecuaciones de Navier-Stokes (ENS) para el caso tridimensional, que hasta hoy no ha
sido resuelto. Intuitivamente las turbulencias se desarrollan de escalas energéticas con frecuencias
bajas hacia escalas energéticas con frecuencias altas, disipandose debido a la viscosidad de algin
fluido. El termino convectivo caracteriza la no linealidad de las ENS formuladas de la siguiente
forma ( para esto citamos [5], [13], [7] ):

a?i%—a(u.v)u—af—i—Vp—l/Au—O en [0,4o00) x R" (2)
Va =0 (3)
u(z,0) = up (x). (4)

Donde t es el tiempo, o es la densidad constante del fluido, f(z,t) es la fuerza externa actuando
sobre el fluido, o(x,t) y u(x,t) son la presién y el campo de velocidades respectivamente, ambas
magnitudes fisicas son desconocidas y v describe la viscosidad cinemaética del fluido. El movi-
miento de un cuerpo esta subordinada a una cierta variacién temporal de la velocidad respecto
de alguna posicién que ocupa en el espacio; la aceleracién esta dada por la formula (u.V)u+ %,
donde (u.V)wu es la aceleracién convectiva. En esta formulacién esta implicito el seguimiento
~v1 (u) y 72 (u) en forma de velocidad y aceleracién respectivamente.

Considerando que, en investigaciones en el campo de la fisica de fluidos se usa condiciones de
contorno tipo Dirichlet y Newman, en las ENS subyace un proceso dialéctico entre lo abstracto
y concreto, en el sentido de que la naturaleza no se subordina a nosotros, el presente trabajo lo
realizamos en el contexto principalmente matemaéatico con el objetivo de caracterizar el espacio
H{" (). Si en la ecuacién [2] la expresion no lineal (u.V)u se anula, la energia se puede contro-
lar localmente , estarfamos en el caso del flujo laminar, pero si (u.V)u no se anula estarfamos
ante el caso de un flujo turbulento, hasta hoy (inicio de Siglo XXI) no conocemos una explica-
cién matematica formal de la transicion de un flujo regular a un flujo turbulento. La evolucién
espacio-temporal de las escalas energéticas, en la cual la energia promedio unido a la tempera-
tura generan calor disipado, es decir existe un potencial energético, que bajo ciertas condiciones
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dicha evolucién sucedida se anula producto de la apariciéon de una singularidad, lo que causa la
disipacion del proceso turbulento ( para esto citamos [8], [I5], [6] ).
Si consideramos en las ENS:

oc=1; %:O; (u.V)u=0; vp=0; v=1.
ot

Obtenemos (PD) de la ecuacién 1, el cual en particular describiria el estado de equilibrio
(en tiempo infinito) de una solucién de la ecuacién del calor que no depende del tiempo en el
contorno del dominio de trabajo. La existencia y unicidad de solucién esta probada usando el
andlisis funcional. Las escalas energéticas nos permite una intuicién geométrica en el sentido
del seguimiento del operador trazo en la direccién de la tangente del contorno del dominio de
trabajo. Por la Hipdtesis del continuo fisico trabajaremos sobre un dominio abierto acotado bien
regular cuya frontera este del mismo lado.
La completez del espacio C* (©2) nos permite diferenciar en el sentido débil y asi evitar las
singularidades. Una caracterizacién conocida del espacio que contiene a las funciones que se
anulan en la frontera (v (u) = u’r = 0) esta dada por la relacién Hg" () := Cg° (Q)Hm(m.
Los espacios de Sobolev permite medir el grado de regularidad en norma, la restriccién en la
condicién de frontera ( I' como una variedad de clase C*°, n — 1 dimensional, de medida nula )
exige trabajar con el operador Trazo de orden m, que es un operador de extension continuo y
nos permitird caracterizar el espacio Hg" (€2) como el Nicleo del operador Trazo expresado en
la relacién Ker () = HJ" (©2) que es el resultado principal del presente trabajo.(Para la prueba

del caso Ker (y) = HJ* (R'}). (para esto citamos [11] )).

2. Preliminares

En esta seccion enunciamos los resultados que usaremos para probar nuestro resultado prin-
cipal sobre el Nucleo del Trazo de Orden m, para mayor detalle, el lector interesado puede
consultar [I1] asi como [ 2] [16].

El espacio de las funciones prueba dotado de la topologia del limite inductivo £, lo deno-
taremos por

D () = (C5° (), £). (5)

Definicion 1 Se representa por D (ﬁ) el conjunto formado por las restricciones a Q de todas
las funciones prueba en R™, es decir:

D (Q) :{¢|§/¢€D(R")}. (6)

El espacio normado (Wm’p IR m,p) es denominado espacio de Sobolev. En particular para p = 2

tenemos el espacio

H™(Q)={ueL*(Q):0% € L*(Q), Va: |a| <m} (7)
con norma
1/2
lll gy = | D 10%ulli2q) | - (8)
|lo|<m
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Proposicién 1 Si u € W™P(Q) y posee soporte compacto contenido en € entonces u €
Wy ().

Sip=2,

H™(Q)

Hy" (Q) := C5° () (9)

Teorema 1 Sea €2 un subconjunto abierto acotado bien regular en R™. Entonces ) tiene la
propiedad de (m — p)-prolongamiento en relacion a todo m > 1 yp > 1.
para p = 2,2 tiene la propiedad (m — 2) prolongamiento.

Lema 1 Seav € Hj (R%) y S (v) CQTUY . Entonces v € H} (Q1) y ademds satisface
uj=voyp; € Hy (UF); Vje{l,..k}.
Lema 2 Sea u € H' (Q) tal que S (u) C Uj+ UT, donde T'; = I'NU;. Definiendo:
-1
S { (o) phips
tenemos que v; € H 1 (Ri) y ademsés :

{ (vou) (v}l(y)> jetpeny

(Youj) (y) = 0 ;etpenR™I\Y

Proposicién 2 Sean u € H' (Q) y 0 € D (ﬁ) Entonces Ou € H' (Q) y ademds satisface :
Yo (Bu) =0 (0) 70 (u) -

Teorema 2 (Rellic-Kondrachov) Sea Q C R™ un abierto acotado con frontera de clase C1.
Entonces la inclusion H' () C L? (Q) es compacta.

Definimos para todo s € R.
={u/¢; (u) € H* (R" 1), i=1,...k} (10)

dotado de la norma

1/2
|“||Hs <Z ¢ (u ||Hs Rn—1 > : (11)

2.1. Resultados del Teorema del Trazo

En este apartado daremos resultados probados en [11].

Teorema 3 FEzxiste una unica aplicacion lineal y continua:

m—1

y: o H™Q) — [[ B™3(D).
§=0

Con miicleo v~1({0}) = HF(Q), que verifica la siguiente condicion:

am—lé
’ 81/7”71 r

7£=<£Ip7ggr ) Vé € D(Q).

Tal aplicacion admite una inversa a la derecha lineal y continua.
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En consecuencia I'm (y) = Hg-”zfol Hmi—s (T"), donde v es el vector normal unitario exterior a 2
abierto acotado bien regular.
Para el caso {0 = R"}

m—1
v HRY) — [ B,
j=0

con nticleo v~ 1({0}) = H{"(R™)), que verifica la siguiente condicién:

0
/75 = <£|R"1 ) @;51

Tal aplicacién admite una inversa a derecha lineal y continua.

Tenemos probado que Ker () = HJ* (R).

Estamos interesados en probar el caso Ker (v) = Hg" (2) con © C R™ acotado bien regular es
decir con frontera I' = 92 como una variedad de clase C*° de dimension n—1 estando localmente
del mismo lado de T'.

amflg

geeey T 1
Rn—1 al'w 1

) , V¢€eDRY).
Rn—1

3. El Nucleo del operador Trazo de Orden m

En esta seccién demostraremos el resultado principal del presente trabajo, esto es, probare-
mos que el nicleo de la aplicacién Trazo de orden m es el espacio H)* (§2) para el caso 2 abierto,
acotado bien regular.

Teorema 4 Sea ) un subconjunto abierto acotado de R™ con frontera I' bien reqular. Entonces
la aplicacion Trazo de Orden m posee Ker (y) = Hf" (Q).

Demostracién. Sea u € Hj" (€2), por definicién y

J(py) CD(Q) /o —u en H™(Q). (12)
Definamos:

De tenemos ¢ (x) € D (R™) luego por @ cp,,‘ﬁ €D (ﬁ) para algtin soporte compacto K
tal que K C Q, supp (¢,) C Q. También

Gylﬁzgoy—mt en H™(Q),
de donde
QZV{§—> u en H™(Q). (14)

Resulta de la convergencia en que
Y (@) —qu en  J[ H™IRD). (15)

Como I' C R™\ © y por el hecho de que v (p,) = @;‘F = 0 y por unicidad de limite resulta que
m—1

v(u) =0 en H H™ _%(F), luego por definicién del teorema del Trazo de orden m
§=0

v (u) = (You, Y1ty oy Ym—1u) = (0,0, ...,0).
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Luego
ue H™" (Q) /you=mu=...=Yp1u=0

entonces u € Kervy.
Reciprocamente, sea u € Kery entonces

uwe H™(Q) /vou = y1u... = ym—1u = 0. (16)

Como (2 es abierto acotado bien regular, su frontera I' es un compacto de R™ y por consiguiente,
existird un sistema finito de cartas locales {(U;, pi)};<;<; para la frontera I' = 0Q2. A partir
de estas cartas locales construimos una particion C'*° de la unidad subordinada al cubrimiento

k
abierto (U; U ) del abierto U U; U como Q = QUT, dichos abiertos contienen 2. Denotaremos
i=1
por 6y, 01, ..., 0 las funciones de esa particién. Donde

0, € Cg°(R") Vi=0,1,....k (17)
supp (00) C Q,  supp(0;) CU;,Vi=1,....k (18)
0<6:;<1, Vi=0,1,...k (19)
> 0i=1, Vzeq. (20)
i=0

Sea u : Q — K, representemos por S (u) = {z € Q/u(z) # 0} en R". Asi,
g Su)cux)=02e(R"\Sw)NQCcO tq OC, (21)
donde O es el mayor abierto para el cual u se anula casi siempre. Como u(z) =0 cs en O
(R"\S(u))NQC O+ Q\O. (22)

Afirmacién 3.1  supp(u) C S (u).
Por bastara probar que:

(R"\ S (u))nQ CO. (23)
Sea z € (R™\ S (u)) N . Entonces x € QAx ¢ S (u). Luego, Ir > 0 tal que:
By (x)N{z € Q/u(x) #0} =0 (24)

lo que implica que u(y) = 0, Vy € B, (z). En particular, (B, (x) N{2) es un abierto para el
cual u se anula lo que nos lleva a concluir que (B, () N ) C O y por consiguiente que = € O,
lo que probaria .

k
Consideremos u € H™ (). Entonces u = uf —1—2 uf; en Q. Por las cartas locales anteriormente
i=1
definidas, definamos , para cada i =1, ..., k:
w;: ) — K

x = u(x);(z)’ (25)

De las condiciones de la particion de la unidad , , definidas anteriormente se tiene
D*(0;) =0, Vi=0,1,..,ky dela formula de Lebnitz obtenemos

1D (ui)[| < |D%ul[ [|6:]] < [[D%u]]- (26)
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De obtenemos que

DD Wh)llzay < C D IDull72q) (27)

laf<m laf<m

de donde obtenemos que w; = ub; € H™ ().
Ademis,

reSU;)=xzel/0;(x)#0
luego .
rel c|JUi/bi(x) #0
i=0

entonces « € U; para algun i # 0 es decir z € U; / 0; (z) # 0 = = € supp (6;) .
por tanto se tiene que S (6;) C supp (0;). Luego

S(ub;) ={xeTl/(ub;)) #0} C S(u)NS(6;) CTNsupp(d;)) CTNU;
posee soporte compacto de R™ contenido en U;. También tenemos que:

u@ (0p) 0y 00

2 () 0 + (ug) 25)
— (ud) gﬂi = —uaéilp) + (ugp) Gaai (29)

Aplicando ([29) en la siguiente definicién:
0 (Qu) 0 (Ou) Oy
= de=— [ (0 d 30
(200, 2) = [ 200t = [ ) 0

B 0 (0p) / 00
—/Q uiaxi dr + Q(ugp) s

ou 00
= Qﬁazigpdaz—k <ua$i,<p>

~(030) = (ar?)
8332'7 8$i,
= <9 Ou + u@ <p>
(91‘1‘ 6a;i’
0 (Ou) ou 00

81'1' - 981‘@ + ua.%',

por tanto

e L2(Q). (31)

Entonces de y el hecho de que supp (uby) C supp (6p) posee soporte compacto contenido en
Q por , entonces ufy € H)" (2) por proposiciéon

Afirmacién 3.2 wf; € Hj" () Vj=1,..,k.

En efecto, de tenemos que uf; € H™ (2). Como el dominio de definicién € es abierto
limitado bien regular, podemos considerar un punto genérico x € I' para el cual existe una
vecindad abierta limitada U, en R™ de x y una aplicacién ¢, : U, — @ que es un difeomorfismo
de clase C'*° y que satisface la condicién de compatibilidad, donde @) es un rectangulo abierto.
Podemos definir ahora para cada ¢ = 1, ..., k la siguiente aplicacion:

vt QY — K

y = wilet @) (32)
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Como S (w;) = S (ub;) es un compacto de R™ contenido en U; entonces d (S (w;) ,R™\ U;) > 0
lo que implica que S (w;) no intercepta a I' = 9U;, de la afirmacién 3.1 supp (w;) también no
intercepta a I' = 9U;.

Afirmacién 3.3 S (v;) = ¢; (S (w;)).

En efecto, sea y € S (v;). Entonces existe (y,) C QT tal que y, — y, luego existe x € U; tal que
y =i ().

Afirmacién 3.4: z € S (w;).

En efecto, tenemos :

yeS)={yed /uw #0}
vi (y) = (wi) (¢ (y)) #0

wi(2) £ 0/ = 97 (y) €T
x € S(w,)

asi como
=0 () 2o W) =x, 1, €U;NQ

ademds w; (z,) = w; ((pi_l (yv)) = vi (y») # 0. Luego, y € ¢ (S (w;)).
Reciprocamente, sea y € ¢; (S (w;)). Entonces, y = ¢; () para algin z € S (w;).
Afirmacién 3.5: y € S (v;)

En efecto, existe una sucesién (z,) C U; tal que x, — = con w; (x,) # 0. Asi mismo,

Yv = Pi(z,) 7 Pitz) =Y, Yo € QJF

ademads ,
vi () = wi (97" () = wi () # 0.

Por tanto y € S (v;) lo que prueba la afirmacién 3.3.

Siendo ¢; : U; — @ una funcién continua y S (w;) un compacto contenido en U; establecido
anteriormente se sigue de la afirmacién 3.3 que S (v;) es un compacto contenido en Q. Luego,
d (S (vi),R™\ Q) > 0 lo que prueba que S (v;) no intercepta I' = 0Q).

De podemos definir

v; (y) = { (o)) (¢7' W) syeQt (33)
0 ;yeRP\QT
Como S (uf;) C U; N Q tenemos que
S (vj) =9 (S (u))) C o (UNQ) =Q7UY /Y =QN{ya=0} (34)
ademas
S (ub;) C S (u) Nsupp(§;) Cc T NU;
de donde obtenemos
S (ub;) C S (u) N supp (;) C QN U;
en consecuencia se tiene la relacién

S(uﬁj)CﬁﬁUj:(QUF)ﬂUj:U]-JFUI‘j / Fj:FﬁUj
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entonces por el lema 2, v; € H™ (Ri) , v ademas se tiene lo siguiente
v (ub; ((p-_l Y ) ;c.s Y€
(yoy) () = {70 (e W) 2 (35)
0 ;e yeR™I\ Y

Por la proposicién 2 y de se verifica

Yi (u@) =% (u) Yi (HJ) =0 Vj = 1, cesy k;Vi = O, 1, ey T — 1 (36)
luego de y

(yvj) (y) =0 cs. en Z

en consecuencia
YU )\Y) = 0 cs. en R" 1; Vj = 1,...,]{3. 37
J

Resulta de 1| y del hecho de que el Kery = Hy" (Ri) de la aplicacién Trazo de orden m dada
en la seccién 2.1

m—1
vi HURY) — [[HT R,
j=0
de donde obtenemos que v; € HJ" (Rﬁr) ;o Vi=1,...k.
Ademas de eso, por (34) S(vj) € QT U . Luego, por Lema 1 tenemos que w; = v; 0 p; €

H (U f) en consecuencia podemos realizar la siguiente extension por cero

_ — vjopj(z) ;x €U
wj(x):vjogpj(:n):{ R 0 ’:UGQ]\U* (38)
’ J
De aqui y de las afirmaciones 3.2, 3.3 y de obtenemos
(e @) =0 () = () (97 () = () (2) @ UF
5 0) = 5757 (0) = { I ONCY
de obtenemos también
5w =gep={ " (40)
’ J
y de w; (z) € H* (Q). Como wj (z) =0 en Q' Uj* vemos de y que
viopj=ub; en (. (41)

Por tanto, uf; € Hy* (2);Vj =1, ..., k, conforme a lo que querfamos demostrar.

4. Conclusiones

1. La importancia de este trabajo radica en el hecho de poder formalizar las restricciones
de los valores de funciones en la frontera que esta del mismo lado del dominio de estudio
de un cierto espacio de Sobolev, que al anularse ahi, dichas funciones estan en el nicleo
generado por el operador trazo de algun orden natural.
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. Consideramos que esta importancia trasciende al campo de la fisica y la tecnologia, como

por ejemplo el estudio de la tomografia de Impedancia eléctrica, la liberacién controlada
de drogas, trabajos en los cuales esta presente el concepto de nulidad en la frontera.

. Intuitivamente el encuentro entre una particula que se mueve en el interior de algin sistema

con borde definido y una particula que logre transportarse desde el exterior hasta el borde
de dicho sistema, puedan ahi anularse bajo ciertas condiciones, sugiere asociarla con la
ecuacién v (u) = u = v‘ o = 0, un ejemplo en abstracto serian las denominadas vacunas
vectoriales que construyen los laboratorios de avanzada tecnologia para neutralizar el virus
del SARS-Cov-2 (para esto citamos [9] y [12]).

. Probamos una caracterizacién del espacio Hj" (§2) como el niicleo de la aplicacién Trazo

m—1
yi H™Q) — [ #m72(D),
j=0
esto es,
Kery=Hy" (Q) ={ue H"(Q) /vou = ... = ym—1u = 0} (42)

. En particular si en la ecuacién (13) consideramos

u(z,0) = u’Rn_l (x) =up(x) =0 sobre T,

esta restriccién del valor en la frontera de los problemas de Dirichlet implica que dada
algin u € HJ" (), donde por la conclusién 4, observamos que Hj" (£2) es el conjunto de
todas las funciones que son limites en H™ (R™) de funciones diferenciables de algin orden
dado y que se anulan fuera de Q.

. Asf podemos concluir que el Teorema del Trazo de Orden m y su nicleo pueden dar

una visién geométrica a través de los espacios Hilbertianos de orden entero y fraccionario
en relacién a las escalas energéticas . El nucleo podria ser el espacio donde exista la
probabilidad de que ahi se disipe la turbulencia en forma de calor. Creemos que dicha
visién geométrica trasciende el concepto de frontera con el que hemos trabajado en el
sentido de la curvatura del espacio , es decir cabe la posibilidad de trabajar en una nueva
escala energética que nos permita retestear para poder controlar la energia en tiempo
infinito.

43
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