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Resumen: En este trabajo introducimos ciertos funtores de cohomologia local que
generalizan los estudiados en [9]. Demostramos que sus modulos de cohomologia
local pueden ser obtenidos como los médulos de cohomologia de un complejo de Cech
generalizado. También proponemos una nocién de homologia local. En este contexto
probamos que la homologia local de un modulo Matlis reflexivo (en el sentido de [2])
se puede expresar como el limite inverso de determinados médulos Tor.
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A generalized local cohomology theory

Abstract: In this work we introduce certain local cohomology functors that gene-
ralize those studied in [9]. It is show that their local cohomology modules can be
computed as the cohomology modules of a generalized Cech complex. Also we pro-
pose a notion of local homology. In this context we prove that the local homology of
a Matlis reflexive module (in the sense of [2]) can be expressed as the inverse limit of
certain Tor modules.
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1. Introducciéon

La cohomologia local fue introducida por Alexander Grothendieck a principios de los anos
sesenta en [6] y [5]. Desde entonces, la cohomologia local se ha convertido en una herramienta
indispensable en geometria algebraica y algebra conmutativa.

En geometria algebraica, la cohomologia local fue introducida como una teoria analoga de la
cohomologia relativa. Recordemos su definicién: Sean X un espacio topolégico y Z un subcon-
junto cerrado de X. Para cada haz .% de grupos abelianos sobre X, el conjunto

Iz(X,.7):={s € F(X)| Supp(s) C Z}

es un subgrupo del grupo de secciones globales % (X ). Ademas, si ¢ : .# — ¢ es un morfismo
de haces de grupos abelianos, la restriccion de px : F(X) — ¢(X) para I'z(X,.#) induce un
homomorfismo de grupos

Fz(X, QD) : Fz(X, g‘\) — Fz(X,g).

Las correspondencias % — I'z(X, #) y o — I'z(X, ¢) definen un funtor exacto a la izquierda
T7(X,—): Sh(X) — Ab

de la categoria Sh(X) de haces abelianos sobre X en la categoria de grupos abelianos Ab. Des-
de que Sh(X) posse suficientes objetos inyectivos existen los funtores derivados a la derecha
{%iFZ(X, —)}i>0 del funtor I'z(X,—). Para cada entero no negativo i, el i-ésimo funtor de
cohomologia local de X soportado en Z es definido por

H,(X,—) :=ZTz(X,-).

Notemos que cuando Z = X, la cohomologia descrita arriba es precisamente la cohomologia de
haces sobre X.
Consideremos el abierto U = X \ Z, entonces existe una sucesion exacta larga natural

0—T2(X,7)—T(X,F)—T(U,F|y) L= Hy(X, F) — -

— H,(X, F) —H{(X, F) — H{(U, F|y) > HF (X, F) — -

Esta sucesiéon muestra que los grupos de cohomologia HZZ (X,.%) juegan un rol semejante a los
grupos de cohomologia relativa de X con respecto a U. De hecho, para “buenos espacios” en los
cuales la cohomologia de haces coincide con la cohomologia singular (por ejemplo, espacios de
Hausdorff paracompactos), existe un isomorfismo

HL,(X,G) = H(X,U,G),

donde G es un grupo Abeliano, G es el haz constante asociado a Gy HY(X, U, G) es el i-ésimo
grupo de cohomologia singular de X relativo a U con coeficientes en G .
Por otro lado, si V' C X es un conjunto abierto tal que Z C V| entonces existe un isomorfismo
de é-funtores
Hy (X, 7) = Hy(V, Z|y).

Tal resultado es un anélogo al conocido Teorema de la Fxcision de la cohomologia singular.

A continuaciéon consideremos un esquema (X, Ox), Z C X un subconjunto cerrado y % un
O'x-modulo cuasi-coherente. Supongamos que existe un subconjunto abierto afin V' = SpecA de
X tal que Z C V. Entonces

HY (X, 7) = Hy(V, Z|v) = HY(V, M),
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donde M := Z(V)y M es el haz de @x-médulos asociado a M. Pero
P2(V, M) = {m € M| Supp(m) C Z}.

Por lo tanto, cuando A es un anillo Noetheriano y Z = V'(a) para algin ideal a de A obtenemos
la siguiente igualdad:

Tz (V,M) = {m € M| a"m = 0 para algin n € N} .

La ultima relacién permite abordar la teoria de la cohomologia local desde una perspectiva
totalmente algebraica. Sean A un anillo conmutativo (no necesariamente Noetheriano) y a un
ideal de A. Dado un A-médulo M, el submddulo de a-torsion de M es definido por

Iy(M) :=={m e M| a"m = 0 para algin n € N}.

Si f: M — N es un homomorfismo A-lineal, su restriccion a I'q(M) induce un homomorfismo
Lo(f) : Ta(M) — T'(NV). Las correspondencias M +—— I'q(M) y f +—— T'q(f) definen un funtor
aditivo exacto a la izquierda

Fy(—=) : Moda — Mod 4,

de la categoria de A-modulos Mod 4 en si misma. Como Mod 4 es una categoria con suficientes
objetos inyectivos, existen los funtores derivados a la derecha {%if’a(—)}i>0 del funtor I'y(—).
El i-ésimo funtor de cohomologia local soportado en a es definido por -

Hy(—) := #'Ta(-).
Uno de los resultados clésicos garantiza la existencia de un isomorfismo natural

Hi(—) = lim Ext)y (4/a", ).
neN

Otra aproximacién interesante que permite calcular la cohomologia local soportada en un ideal
es la siguiente: Dado un elemento a del anillo A consideremos el complejo de A-modulos

Cy : 0 A—> A, 0,

donde A es colocado en la posicion 0, A, en la posicion 1y ¢ : A — A, es el homomorfismo de
localizacion. Para una sucesion finita a = aq, as, ..., a, de elementos de A, el complejo de Cech
algebraico es definido por

Ca:=Cq ®Cp, @ ®C,,.

Supongamos que a = (ay,...,a,) es un ideal finitamente generado de A, entonces existe un
isomorfismo natural
Hy(-) = H(Cz® —).

La teoria de cohomologia local en su contexto algebraico ha sido ampliamente estudiada y es una
area fecunda de investigacién. De hecho existen muchos articulos y libros en esta direccion. Ver
por ejemplo el excelente libro de T.Y. Brodman and R. Sharp ([3]), asi como las referencias que
aparecen en el texto.

Ahora recordemos que una familia de soportes en un espacio topolégico X es una coleccion
) formada por subconjuntos cerrados de X tales que

(1) Si S,y € Q, entonces S1 U S € €

(2) Si 51 €Qy Sy C Sy esun subconjunto cerrado de X, entonces Sy € Q.
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Familias de soportes fueron introducidas para estudiar una variante de la cohomologia de haces,
la denominada cohomologia con soportes en §Q.

En el contexto algebraico existe una nocién analoga a la de familia de soportes, a saber: Un
sistema completo de ideales es un conjunto @ de ideales de un anillo conmutativo A tal que

(i) Si aj,as € @, entonces a; - az € P;
(ii) Sia; € @ y ag DO a; es un ideal de A, entonces as € P.

Tal nocién fue introducida por T.Y. Brodman and R. Sharp en [3], y por K. Divanni-Azar, R.
Naghipour and M.Tousi en [4], donde los autores presentan brevemente los mddulos de cohomo-
logta local generalizada soportada en P,

HE (M) := Z'Te(M).

Aqui I'g(—) es el funtor (exacto a la izquierda) de la categoria de A-modulos sobre si misma que
asocia a cada A-modulo M el A-mdbdulo,

I'e(M) ={z € M| ax =0 paraalgin a € ®}.

Los fundamentos de esta teoria de cohomologia local generalizada, asi como versiones generali-
zadas de resultados clasicos, son estudiados con mayor profundidad por L. A. Alba-Sarria, R.
Callejas-Bedregal y N. Caro-Tuesta en [I]. Como nuestro trabajo esta soportado sobre tal teoria,
recopilamos en la seccion 2] algunas nociones basicas de dicha teoria. Para beneficio del lector,
incluimos demostraciones detalladas de cada una de las proposiciones enunciadas.

En [9], R. Takahashi, Y. Yoshini and Y. Yoshisawa introdujeron la llamada cohomologia local
con respecto a un par de ideales a y b de A como una generalizaciéon de la teoria de cohomologia
local para un ideal. Més precisamente, a cada A-mo6dulo M asociaron el conjunto

Fop(M) :={z € M| a"z C bz para algin entero positivo n}.
Como es de esperar, tal correspondencia define un funtor exacto a la izquierda
Fop(—): Moda — Mod 4,
cuyos funtores derivados a la derecha,
wo(M) = A'Tap(M),

son los maodulos de cohomologia local con respecto al par de ideales a y b. Uno de los aspectos
importantes de esta teoria es que médulos de cohomologia local con respecto a un par de ideales
pueden ser calculados como los médulos de cohomologia de un complejo generalizado de Cech. De
manera més explicita, para un elemento a € A, los autores consideran el conjunto multiplicativo
Sap :={a"+bneN, be b}y definen el complejo de A-mddulos

Cap 0 A—">Aup 0,
donde A es colocado en la posicion 0, el moédulo de fracciones A, p 1= S;gA estd en la posicion
lyet: A — Agp es el mapa de localizacion. Para una sucesion finita @ = a1, a2, ...,a, de
elementos de A, definen el complejo de Cech con respecto a la sucesion @ y el ideal b por

Cfl,b = Cm,b ® Caz,b - ® Can7b'

Y demuestran que si a = (ay,...,a,) es el ideal generado por los elementos aq, .., a, , entonces
existe un isomorfismo natural

i e

a,b(_) =H (C@b ® —).
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Como una generalizacién de los funtores estudiados en [9], introducimos en la seccion (3| los
funtores de cohomologia local con respecto a un ideal y un conjunto de ideales de A. La principal
diferencia radica en que el estudio de nuestra teoria local es abordado en el contexto de la
cohomologia generalizada descrita en la seccion [2] De manera mas explicita, dados un ideal
a < A y un conjunto no vacio ¢ de ideales de A, definimos el funtor

Lap(=) = Lgap) (=) : Moda — Moda,

donde G(a, ¢) es un sistema completo de ideales de A descrito en la subsecci(’)n La importancia
este tipo especial de cohomologia local radica en que puede ser calculada como la cohomologia
de cierto complejo de A-moddulos. De forma méas concreta, para un elemento a € A, primero
consideramos el conjunto multiplicativo

Sap:={a"+bn>0ybecbparaalginbe (p)}.

Luego definimos el complejo de A-modulos

s, 0 A" Ay, 0,

)

donde A es colocado en la posicion 0, el moédulo de fracciones Aq , := S, ;A estéd en la posicion 1
yt:A— Agp es el mapa de localizacion. Para una sucesion finita a = a1, as, ..., a,, de elementos
de A, definimos el complejo de Cech con respecto a la sucesion a y el conjunto de ideales @ como

Co o= Cayp®Capp @+ ®Cap

Y entonces demostramos en el Teorema que si a = (ay, ..., ay) es el ideal generado por los
elementos a, .., a, , entonces existe un isomorfismo natural

Hé,ap(_) = Hi(cé,@ ® _)'

Finalmente, en la subseccion 3.3} introducimos el co-complejo de Cech de un mddulo M con res-
pecto a la sucesion a y a un conjunto de ideales p como el complejo de A-modulos Hom(CgM, M).
Luego definimos el i-ésimo funtor de homologia local com respecto al par (a, ) por

H;#(=) := H;i(Hom(C3 ,, —))
como nocién dual de la cohomologia local. Y entonces demostramos en el Teorema |3.3.1| que si
M es un A-moédulo Matlis reflexivo (en el sentido de [2]), existe un isomorfismo natural

HP#(M) = lim Torf(A/b, M).
beG(a,p)

2. Cohomologia local con respecto a un sistema de ideales

A lo largo de esta seccion, A denotara un anillo conmutativo con elemento unitario. Escribi-
remos a < A para indicar que a es un ideal de A.

2.1. Sistemas de ideales

Definicion 2.1.1. Sea ¢ un conjunto no vacio de ideales de A. Decimos que ® es un sistema de
ideales de A si, para cada par a,b € ® existe ¢ € ¢ tal que ¢ C ab.

Un sistema de ideales es completo cuando satisface la siguiente condicién: si a € ® y b es un
ideal de A tal que b D a, entonces b € .

PESQUIMAT 24(2): [13}33] 17
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Ejemplo 2.1.1. Un ejemplo importante de sistema de ideales de A es el conjunto formado por
todas las potencias de un ideal a de A, i.e.,

{a"] n > 0}.
Ejemplo 2.1.2. Dada una coleccién no vacia ¢ de ideales de A, el conjunto
(p) :={b <Al bDaj---a, paraalgunos aj,...,a, € ¢}

es un sistema de ideales completo, que llamaremos sistema generado por . De hecho, (p) es
el menor (con respecto a la inclusion) sistema de ideales completo que contiene a . Cuando
¢ consiste de un tnico ideal a de A, el sistema generado por ¢ serd denotado por (a). De esa
manera,

(a) = {b < A| b D a" para algin entero n > 1}.

Ejemplo 2.1.3. Sean f : A — B un homomorfismo de anillos y ® un sistema completo de
ideales de A, entonces

f(®):= {69 B f~(b) € @}
es un sistema completo de ideales de B. Més atn,
fe(®) = ({aB| a € @}).
Por otro lado, si ¥ es un sistema completo de ideales de B, entonces
f5(¥) :={a< Al ae (f71(b)) para algin ideal b€ ¥}
es un sistema completo de ideales de A.

Recordemos que el “conjunto de ceros ” de un ideal a de A es dado por
V(a) ={p € SpecA: p D a}

Lema 2.1.1. Supongamos que A es Noetheriano y sea ® una coleccion no vacia de ideales de A.
Entonces ® es un sistema completo, si y solo si, posee la siguiente propiedad: un ideal a de A es
un elemento de @, si y solo si, V(a) C .

Prueba. Supongamos que ® es un sistema completo y sea a un ideal de A tal que V(a) C ®.
Desde que A es Noetheriano, el conjunto de ideales primos minimales sobre a es finito. Denotemos
por pi,...,ps tales ideales, entonces /a = py N --- N ps. Nuevamente, como A es Noetheriano,
existe un entero positivo r tal que a D v/a' . Luego,

a2 (prN---Nps) Dpi---pi.

Esto implica que a € ®. La otra direccion es obvia.

Reciprocamente, supongamos que ® tiene la propiedad mencionada. Si a € ® y b es un
ideal de A que contiene a, la inclusion V(b) C V(a) implica que b € ®. Mas atun, desde que
V(ab) = V(a) U V(b) para todo par de ideales a,b de A, obtenemos que ® es cerrado por
producto de ideales. Por lo tanto ® es un sistema completo de ideales. |

2.2. El funtor ®-torsion
Sean ® un sistema de ideales de A y M un A-moédulo. Consideremos el conjunto
I'e(M):={x € M| ax =0 paraalgin a € ®}.

Es claro que 0 € I'g(M). Afirmamos que I'g(M) es un submodulo de M. En efecto: si z,y €
I'g(M), existen a,b € ® tales que az = 0y by = 0. Elijamos ¢ € ® de modo que ¢ C ab, entonces
¢(z —y) = 0. Ademés, a(rz) = r(ax) = 0 para todo r € A.

18 PESQUIMAT 24(2): [13}-33
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Lema 2.2.1. Asuma que A es un anillo Noetheriano y que ® es un sistema completo de ideales
de A. Para todo A-mddulo M wvale la siguiente igualdad:

I'e(M) = {xz € M| Supp(A4zx) C ®}.

Prueba. Sea x un elemento de M. Supongamos que x € I's(M), entonces existe a € ® tal que
az = 0, esto implica que a C Ann(z). Como ® es completo, Ann(z) € ®. Usando el Lema m
obtenemos que Supp(Az) = V(Ann(z)) C ®.

Reciprocamente, si Supp(Ax) C @, o equivalentemente, V(Ann(z)) C ®. Luego, Ann(x) € @
por el Lema Como Ann(z)z = 0, concluimos que = € I'g(M). [ |

Ahora sea f : M — N un homomorfismo de A-moédulos. Si x € M es tal que ax = 0
para algin a € ®, entonces af(x) = 0. En consecuencia, f(I'e(M)) C I's(NV). Por lo tanto, la
restriccion de f para I'g(M) induce un homomorfismo de A-mo6dulos

Lo(f) : To(M) — I'p(N).

No es dificil ver que las correspondencias M — I'¢(M) y f —— T's(f) definen un funtor A-lineal
I'e(—): Moda — Mod 4.

de la categoria de A-mo6dulos Mod 4 en si misma.

Definiciéon 2.2.1. El funtor I'e(—) es llamado ®-torsion. Un A-moédulo M es denominado ®-
torsion cuando I'e(M) = M. En el caso que I'g(M) = 0, decimos que M es libre de ®-torsion.

Ejemplo 2.2.1. Asuma que A es un anillo Noetheriano y que ® es un sistema completo de
ideales de A. Dado un ideal primo p € Spec(A), entonces A/p es ®-torsion, si y solamente si,
p € ®. Por otro lado, A/p es libre de torsion, si y solamente si, p & ®.

Proposicion 2.2.1. Para todo sistema ® de ideales de A y todo A-mddulo M, tenemos que

F@(M) = U Fa(M)'
acd

Prueba. Si z € I'e(M), entonces bz = 0 para algin b € ®. Por lo tanto, z € I'y(M). Por otro

lado, si © € T'y(M) para algiin b € ®, entonces existe n > 1 tal que b"z = 0. Como ® es un

sistema de ideales,existe ¢ € @ tal que ¢ C b™. Esto implica que cx = 0y por lo tanto, z € I'¢(M).

En consecuencia, I'¢(M) = U Ta(M). [ |
acd

Observacion 2.2.1. Equipemos el conjunto ® el orden parcial < definido por la inclusion
inversa, i.e.,
a=<b, st bCa.

Para un A-moédulo M, las inclusiones I'q(M) —— T's(M), cuando a <b inducen un sis-
tema directo de A-modulos tal que

hgra(M) = U La(M).

acd acd

Por lo tanto, la Proposicion 2.2.1] puede ser reescrita de la siguiente manera: Para todo sistema
® de ideales de A y todo A-mo6dulo M, tenemos que

F@(M) = MFG(M).

acd
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Lema 2.2.2. El funtor T'g(—) es exacto a la izquierda.

Prueba. Sea

0— M-t oN_9 1 .9

una sucesion exacta de A-modulos. Desde que I'g(—) es un funtor tenemos que I'g(g) o g (f) =
I's(go f) =T's(0) = 0. Por otro lado, si y € Ker(I's(g)), entonces existe a € ® tal que ay =0y
g(y) = 0. Como Ker(g) = Im(f) podemos escribir y = f(x) para algin x € M. En vista que f es
un homomorfismo A-lineal inyectivo, Ann(z) = Ann(f(z)) = Ann(y). Esta igualdad implica que
a C Ann(z) y por lo tanto, x € I'e(M). De esa manera, Ker(I's(g)) = Im(I's(f)). Finalmente,
si x € Ker(T's(f)), la igualdad Ann(z) = Ann(f(z)) garantiza que x = 0. En conclusion, la

sucesion

0 Ty (M) s (f) T (N) s (9) To(L)

es exacta. [ |

Observacion 2.2.2. En general el funtor I's(—) no es exacto a la derecha. Por ejemplo, consi-
deremos A = Z el anillo de los nimeros enteros y ® := ({(2), (3),(5),...}), el sistema generado
por todos los ideales maximales de Z. Entonces I'g(Z) = 0. En efecto, si x € I'4(Z), entonces
existe a € ® tal que ax = 0. Por definicion de sistema generado, a O (p1)--- (ps) para algunos
nimeros primos py, ..., ps. En particular, p; - - - psx = 0, lo que implica que = 0.

Ahora fijemos un ndimero primo p. Afirmamos que I'¢(Z/pZ) = 7Z/pZ. En efecto, desde que
[g)(Z/pZ) = 0 cuando q # p y U\ (Z/pZ) = Z/pZ, la igualdad

PoZ/pZ) = | Ti(Z/v2)
q€Spec(Z)

demuestra la afirmacion (ver el Lema [2.2.1]).
A continuacion consideremos la sucesion exacta

0 /A

Z 7./ pZ — 0.

Después de aplicar el funtor ®-torsién obtenemos la sucesién

0 0 0 Z/pZ ——0,

que claramente no es exacta a la derecha.

2.3. Funtores de cohomologia local generalizada
A lo lago de esta subseccion, ® denotara un sistema de ideales de A.

Definicion 2.3.1. Para cada i > 0, el i-ésimo funtor de cohomologia local generalizada soportada
en ® es definido por 4 4

Hy (=) := R'Ta(-),
donde R'T'¢(—) es el i-ésimo funtor derivado a la derecha del funtor ®-torsion.

De manera explicita, para cada A-médulo M, el A-modulo Hfh(M ) es obtenido de la siguiente
manera: Sea 0 — M — FE*® una resolucién inyectiva de M, entonces

Hy (M) = H'(Ts(E®)).
Siguen directamente de la definicién, las siguientes propiedades:

i) Los funtores I's(—) v HY (=) son naturalmente isomorfos, pues I's(—) es exacto a la iz-
d
quierda.
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(ii) Si I es un A-moédulo inyectivo, entonces Hy (I) = 0 para todo i > 1.

(iii) Toda sucesion exacta corta 0 —» L —» M — N — 0 induce naturalmente una sucesion
exacta larga en los modulos de cohomologia local
0 6<II>

0 —Hg (L) —= H3(M) —= HG(N) —= Hy (L) —= Hy (M) —=Hy(N) —> - .

Como antes, consideremos el orden parcial < en ® definido por la inclusiéon inversa. Sean M un
A-méduloy 0 ——= M —— E* una resolucién inyectiva de M. Dado un par de ideales a,b € ®

tal que a < b, las inclusiones T'4(E') —— T's(E*) definen un morfismo de complejos

0 —— T(EY) —— [4(E') —— To(E?) —— -+

[ | [

0 —— Tp(EY) —— Tp(E!) —— Ty(E?) —— ---
Tal morfismo induce, para cada i > 0, un homomorfismo de A-moédulos
vy HE (M) — HE(M).

No es dificil ver que {HE(M ), Léa} es un sistema directo de A-modulos.

Lema 2.3.1. Para todo sistema completo ® de ideales de A, la sucesion {@H;(—)} es un
acd i>0

d-funtor cohomoldgico.

Prueba. Para a € ®, cada sucesion exacta corta A-modulos

0 L M N 0

induce una sucesion exacta de modulos

51

a

0 —— HO(L) — HO(M) —= HI(N) —* H}(L) — H} (M) —> HL(V) —*~

Desde que el funtor limite directo es exacto, obtenemos la siguiente sucesién exacta larga

AO
0 —— lim H(L) — lim HY(M) —— lim H(N) —> lim Hg(L) — -+,
acd acd acd acd

donde A4 = hg&é para todo i > 0.
acd
Por otro lado, dado un diagrama conmutativo con filas exactas

0 L M N 0
0 L M N’ 0,

el diagrama

. oy y
Hy(N) ——HH(L)

a

Lo

. ) .
Hi(N') —*> HiF (1)
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es commutativo para cada ideal a en ® y para todo 7 > 0. Después de tomar limites directos
obtenemos que el siguiente diagrama

. Al .
Hi, (V) =2~ HiF (L)

o

. A .
Hy (V1) = By (1)
es commutativo, concluyendo que la sucesiéon {hgl Hfl()} es un o-funtor cohomoldgico. M
aced i>0
Proposicion 2.3.1. Sea & un sistema de ideales de A.
(1) Existe un tnico isomorfismo de §-funtores

{Tz' g Hy () ng}
>0

acd
tal que TO = Id.
(13) En consecuencia, para todo A-mddulo M y todo i > 0,

ling Hi, (M) = Hyp (M).
acd

Prueba. Por la Observacion [2.2.1| y el Lema [2.3.1] es suficiente probar que h%mHg(I ) = 0 para
acd
todo ¢ > 1 y para cualquier A-modulo inyectivo /. Pero esto sigue directamente del hecho que

Hi(I) = 0 para todo i > 1y para todo a € ®. [ |

Corolario 2.3.1. Para todo i > 0, existe un isomorfismo natural

Hip(—) 2 limg Extly(A/a, ).
acd
Prueba. Como vimos en la Introducciéon de nuestro trabajo, para cada ideal a € ®, los funtores

Hi(—)y lim ExtY(A/a", —) son naturalmente isomorfos. Por lo tanto, por la Proposicion [2.3.1

neN
y desde que limites directos conmutan con limites directos, tenemos los isomorfismos naturales

Hiy (—) 2 lim lim Ext}y (A/a”, —) 2 lim lim Ext}y (4/a", -).

aed neN neNacd

Pero, para cada n € N fijo, el conjunto {a" : a € ®} es un subconjunto cofinal de . En conse-

cuencia,
ling Exctly (A/a”, —) & lim Ext’y (A/b, —).
acd bed

Por lo tanto, tenemos un isomorfismo natural

H{,(—) 2 lim ling Ext}y (A/b, —) = lim Ext’y(A4/b, —).

neNbed bed

Esto prueba el corolario. |
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3. Los funtores de cohomologia Hém(—)

A lo largo de esta seccion, A denotara un anillo conmutativo Noetheriano, a un ideal de A y
® un conjunto no vacio de ideales de A.

3.1. El funtor de torsion I'y ,(—)
Consideremos el siguiente conjunto de ideales de A.
G(a,p) :={c<A: b+ ce€ (a) paraalgin ideal b € ()} .

Explicitamente, un ideal ¢ de A es un elemento de G(a, ¢), si y solo si, existen un namero natural
n > 1y unideal b € (¢) tal que b+ ¢ D a™.

Lema 3.1.1. El conjunto G(a, ) es un sistema completo de ideales de A.

Prueba. i) Seanc € G(a,p)y 0 < Atal que d O ¢. Entonces tenemos las siguientes inclusiones:
0+bDc+bDa” paraalgin n > 1y algin b € (p). Por lo tanto, ? € G(a, ).

ii) Supongamos que ¢, € G(a, ), entonces podemos escoger niumeros naturales m y n e ideales
b,b’ € (p) tales que ¢ +b 2D a™ y 0+ b’ D a” Luego, @+ bb’ O (¢ +b)(d + b)) D a™™,

Por i) concluimos que ¢ € G(a, ¢).
|

El lema anterior nos permite definir, usando el lenguaje presentado en la seccion [2.2] el
siguiente funtor.

Definicién 3.1.1. El (a, ¢)-funtor de torsion I'q ,(—) : Modg — Mod 4 es definido por:
Lap(=) = Tg(a,) (—)-
De manera més explicita, para cada A-modulo M sobre A,
Poo(M) = {z € M: Sup(Az) C G(a ¢)}

Como Sup(Azx) = V(Ann(z)), el Lema implica que un elemento = de M pertenece aI'g ,,(M)
si, y solo si, Ann(z) + b D a” para algin n > 1 y algun ideal b € ().
A continuacién tomemos un elemento a € A y consideremos el siguiente conjunto

Sap={a"+b: n>0,b€ b paraalgin b e (p)}.

Observamos que S, es un subconjunto multiplicativo de A. En efecto, es claro que 1 € Sg ..
Ademas, si z,y € Sy, podemos escribir x = a™+b e y = a" +c para algunos enteros no negativos
m,n y algunos ideales b, ¢ € ¢ con b € b y ¢ € ¢. Por lo tanto, zy = a™"™ + d, donde d € b + ¢.
Desde que () es un sistema completo de ideales, b + ¢ € () y en consecuencia, xy € S ;.

Dado un A-moédulo M, denotaremos por M, , el médulo de fracciones de M con respecto al
conjunto multiplicativo Sy, i.e., My, = Sa_’i)M.

Lema 3.1.2. Son wvdlidas las siguientes afirmaciones:
i) 0 € Su siy solo sia€ Vb para algin ideal b € ().

ii) Sip e G(a, o) NSpec(A) ya € a, entonces p N Sy, # 0.
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iii) Sia={ay,...,ax), entonces la sucesion natural de A-mdédulos

k
0—Tou(M) —=M— P M, , (1)

i=1

es exacta.

Prueba. i) Supongamos que 0 € S, ,, entonces existen un entero no negativo n, un ideal
b € ¢ y un elemento b € b tal que 0 = a™ 4 b. Esto implica que a™ € b o equivalentemente,
a € v/b. Reciprocamente, si a € Vb para algin ideal b € ¢, entonces b := —a" € b. Luego

podemos escribir 0 = a” + b, lo que muestra que 0 € S, .

ii) Supongamos que existe un ideal primo p tal que p € G(a, ), entonces p+b O a” para algin
nimero natural n > 1 y algin ideal b € . Si ademés suponemos que a € a, es posible
escribir a” =x +bconx € py b€ b. Luego, x = a” + (=b) € Sap, NP.

iii) El primer homomorfismo A-lineal en la sucesion (1) es la inclusion natural ¢, que ob-
viamente es inyectivo. El segundo homomorfismo, que denotaremos por 7 es dado por
k

n(z) = ({,.- 1) € EBM%SO para todo = € M. Debemos probar que ker(w) = im(:). En
i=1

efecto, si z € Fa,w(M), entonces existe un namero natural n > 1 y un ideal b € ¢ de
manera que Ann(x) + b D a”. Luego, para cada i = 1, ..., k podemos escribir a} = r; + b;
con r; € Ann(x) y b; € b. Por lo tanto, al’x = bz, o equivalentemente, (a}' + (—b;))z = 0.
Desde que a + (—b;) € Sq, 4, la Gltima relacion muestra que 7(z) = 0. Reciprocamente,
supongamos que x € ker(w). Entonces para cada i = 1,...,k existe un entero no nega-
tivo n;, un ideal b; € ¢ y un elemento b; € b; tal que (a;" + bj)x = 0. De esa forma,
r; :=a;" +b; € Ann(z). Por lo tanto, sin:=ny+---+npy b =by +---+ by € ¢, las
relaciones anteriores implican que a” C Ann(z) + b. En consecuencia, x € T'y .

|

3.2. Los funtores de cohomologia Hﬁw(—)

Definicion 3.2.1. Para cada entero no negativo ¢ > 0, el i-ésimo funtor de cohomologia local
con respecto al par (a, ), denotado por Héw(—), es definido como i-ésimo funtor derivado a la
derecha del (a, ¢)- funtor de torsion I'q ,(—), i.e.,

(=) = RTap(—).
Por lo visto en la seccion, las siguientes propiedades caracterizan a los funtores {H g#)(—) }izo'
i) Los funtores Hg#p(—) ¥ T'ao(—) son isomorfos naturalmente.
ii) HZC'W(E) = 0 para todo modulo inyectivo E y para todo entero positivo i > 0.

iii) Toda sucesion exacta corta de modulos

0 L M N 0

induce una sucesién exacta larga natural

0
0 — T (L) — Lo p(M) — Lo p(N) == Hg , (L) —Hg o (M) —- -

Proposicion 3.2.1. Sea M un A-mddulo. Si a € a, entonces

HQ#,(MQ,@) =0 para todo i > 0.
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Prueba. Sea I*® una resolucion inyectiva de M, entonces (I®)q, es una resolucion inyectiva de
M,,,. Luego, H§7¢(Ma,<p) = H'(Ta,,((1*)a,p))- Ahora escriba cada I° como suma directa de mé-

dulos inyectivos irreducibles, I* = @ E4(A/p)*®M)  Entonces
peSpec(A)

Map= B EaAmi2™ = D Bay,(Aap/pd, ) 0.
peSpec(A) peSpec(A)

Por lo tanto, gracias a la parte ii) del Lema obtenemos
Fa#p(ﬁ)a,w = EB Fayw(EAa,g;(Aa,cp/pAa,g;)M(p’M)) =0.
pEG(a,)
En consecuencia, Hﬁw (M,,,) = 0 para todo entero no negativo 4. |
Necesitaremos del siguiente resultado sobre localizaciones.

Lema 3.2.1. Sean S y T dos subconjuntos multiplicativos de A, entonces existe un isomorfismo
de A-dlgebras
As ®a Ar = (As)7,

donde T := (T) es la imagen de T via el homomorfismo de localizacion 1 : A — Ag.

Prueba. Consideremos el homomorfismo de A-algebras o : A — Ag®4 Ar definido por o(a) =
t(a)®1. Notemos que si a € S, entonces o(a) es una unidad de Ag® 4 Ap. Luego, por la propiedad
universal de Ag, existe un unico homomorfismo de A-algebras

a:Ag — Ag ®4 At tal que el siguiente diagrama es conmutativo

AS XA AT.

Observemos que para cualquier elemento t € T, a(u(t)) = o(t) = to(1) = 1 ® ¢ es una uni-
dad de Ag ®4 Ap. Denotemos por j : As — (Ag)7 el homomorfismo de localizacion. La
propiedad universal de (Ag)7 garantiza la existencia de un tinico homomorfismo de A-algebras
B:(As)y — As ®a Ar tal que el diagrama que sigue es conmutativo.

Sea k : A — Ar el homomorfismo de localizacion. Desde que la composicion jou: A — (Ag)7
lleva elementos de T' en unidades de (Ag)7, la propiedad universal de Az implica que existe
un tnico homomorfismo de A-algebras ¢ : Ar — (Ag)7 tal que el siguiente diagrama es

conmutativo.
A i Ar
(As)7-
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Consideremos ahora la aplicacion A-bilineal v : Ag x Ay — (Ag)7 definida por y(z,y) =
j(x)e(y). Entonces, por la propiedad universal del producto tensorial Ag ®4 A, existe un tnico
homomorfismo A-lineal § : Ag® s A7 — (As)7 de manera tal que el siguente diagrama conmuta.

Ag x Ar = As ®4 Ar
(As)7.
Ahora no es dificil verificar que o6 =id y 6 o 5 =id. |

Definicion 3.2.2. Para un elemento a de A y un conjunto no vacio de ideales ¢ de A, definimos
el complejo Cg , por

o . L
Ca790 : 0 \1(;2./ AC":SO 07
1

donde A esta colocado en la posicion 0, A, , en la posicion 1, y ¢ es la aplicacion de localizacion.

Observemos que para un médulo M sobre A,

HO(C:W ®a M) =ker(t® M)
={zx e M: roz=0paraalginr € S, ,}
={xeM: (a"+b)xz =0 para algunos n > 1,b € (¢) con b € b}
={x e M: a" € Ann(x) + b para algunos n > 1,b € (p)}
= Lo p(M),

donde a es el ideal principal generado por a.
Ahora podemos definir el complejo generalizado de Cech de la siguiente manera:

Definicion 3.2.3. Para una sucesion finita @ = a1, ..., a, de elementos de A y un conjunto no
vacio ¢ de ideales de A, el complejo de A-modulos C*; , es definido como el complejo producto

tensorial de los complejos C;MD, ie.,

n

C.ZL,<,0 = ® C;i’@.

i=1
Por ejemplo, como consecuencia del Lema [3.2.1] para n = 2 tenemos el siguiente complejo

C*(ar,a2)0 00— A——Aay0 ® Ay o — (Aap)ase — 0

De manera més general, C*; , toma la siguiente forma:

n
0 A ’ @Aama > @(Aai,cp)aj7tp4>'"H("'Aamp"')an,eo_)o
i=1 1<J

En el préoximo lema usaremos la siguiente notaciéon: Dada una sucesiéon a = aq, ..., a, de elementos
de A y un elemento b € A, denotaremos por a U b la sucesion ay, ..., an, b.

Lema 3.2.2. Sean ¢ un conjunto no vacio de ideales de A y M un A-mddulo. Ezxiste una sucesion
exacta corta de complejos de A-mddulos.

0——=C%p[-1]® My —=C*abp @M —>C%, @ M —0
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Prueba. El siguiente diagrama

0 0 My, Agyp @ My, — 0

J id

0 0 0

donde j(x) = (0,z) y m(x,y) = x, es un diagrama conmutativo cuyas columnas son exactas.
Esto demuestra el lema cuando n = 1. Ahora el caso general puede ser demostrado facilmente
por inducciéon sobre n. n

El siguente resultado generaliza [9, Theorem 2.4|, y permite calcular los médulos de cohomo-
logia local soportados en el sistema de ideales G(a, ¢) en términos de los modulos de cohomologia
del complejo generalizado de Cech.

Teorema 3.2.1. Sea @ = aq, ..., an una sucesion finita de elementos de A y @ un conjunto no
vacio de ideales de A. Para todo i > 0 existe un isomorfismo natural de funtores

Hé,w(_) = Hi(C'@,‘p ®A _)7
donde a = (ay, ..., a,) es el ideal generado por la sucesion a.

Prueba. La parte iii) del Lema garantiza la existencia de un isomorfismo natural de funtores
HO(C.&M ®4—) = Fa,w(_)-

Como la sucesion {Hi(C’(—W, ®A —)}i>0 es un é-funtor cohomolégico, para demostrar el Teorema
es suficiente mostrar que H? (C%a,p ®a I) = 0 para todo A-moédulo inyectivo I y para todo i > 1.

A partir de la descomposicion I = EB EA(A/p) y del hecho que cada funtor H (C*;,, ®4 —)
peSpec(A)
preserva sumas directas, podemos suponer sin pérdida de generalidad que I = E4(A/p) para
algtin ideal primo p. Procederemos por induccién sobre n, el nimero de elementos de la sucesion
a.
Sin = 1, entonces el complejo de A-modulos Cg, , ®4 E4(A/p) es dado por

0——= Ea(A/p) —— Ea(A/P)ay,o —0,

Tenemos las siguientes posibilidades: si p € G({a1), ), entonces por la parte ii) del Lema
p N Sae # 0. Por lo tanto, E4(A/p)a,,, = 0 (ver [3, Proposition 10.1.14 (i)]. Por otro lado, si
p & G((a1), ), entonces p N Sy, , = 0. Caso contrario, existe un elemento ¢ € p N Sg, . Por lo
tanto podemos escribir ¢ = af + b, para algin b € (p) con b € b. Asi, a} = (=b) +c € b+ p.
Luego p € G({a1), ), lo que contradice nuestra suposicion. Como consecuencia de |3, Proposition
10.1.14 (i)], Ea(A/p) = Ea(A/P)a,, como A-modulos. En cualquiera de los casos, obtenemos
que H'(CS, , ®4 Ea(A/p)) = 0.

Ahora supongamos que n > 1 y que el resultado vale para valores menores o iguales que n. Sea
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Q1 ..., Ay, Apt1 UNa sucesion finita de elementos de A. Denote por a la sucesion ag, ..., a,. Por el
Lema existe una sucesion exacta corta de complejos de A-modulos

0 - C.af’@[_]‘] ® EA(A/p)a'rrFl#p - C’?ZUGqH»],(P ® EA(A/p) - C.a,@ ® EA(A/p) - O
Tal sucesion induce una sucesion exacta larga de A-moédulos de cohomologia

0—>H(C*ap[~1] ® Ea(A/P)apirp) = H(Coalansne © Ea(A/p)) —H(Cp ® Ea(A/p))

0
o HY(C0[~1] @ Ba(A/P)ans10) = H(Catian 1,0 ® Ba(A/p)) —H'(C*ap ® Ba(A/p))
0

1
o B2 (C%, 1] @ Ea(A/P)ani10) = HACoatanin o ® Ea(A/p)) = H(C*ap @ Ea(A/p)) >+

0 0

Desde que Ez(A/P)a,.1,, € un moédulo inyectivo, deducimos a partir de la hipotesis inductiva
que A
H'(C%p[-1] ® Ea(A/P)ay 1,0) =0 para todo i > 2

H(C%.» ® Ea(A/p)) =0 para todo i > 1.

Esto implica que '
H'(C*avans1,0 @ Ea(A/p)) =0 para todo i > 2.

Finalmente, como

HO(C®4,p ® Ea(A/p)) = Lo p(Ea(A/p))

H' (C*.6[~1] @ Ea(A/P)ans1,0) = H(C®ap @ Ea(A/P)anss) = Tap(Ea(A/P)ansn);

vemos que §° = Tq,(f), donde f : Es(A/p) —> Ea(A/p)a,., es el mapa de localizacion.
Consideremos ahora el conjunto multiplicativo T' := {1, On+1, a% L1 } Tenemos dos posibilida-
des: Si pN T # 0, entonces por [3, Proposition 10.1.14 (i)|, Ea(A/p)a,., = 0. Por otro lado, si
pNT = (), entonces por [3, Proposition 10.1.14 (1)], EA(A/P)a,s1,e = Ea(A/p) como A-modulos.
En cualquier caso, la sucesiéon exacta larga permite concluir que

Hl(c.dUanH,@ ®@ Ea(A/p)) =0.
Esto completa el proceso inductivo, y por lo tanto, la demostracién del Teorema. |

Observacion 3.2.1. Para completar el paso inductivo, también podemos proceder de la siguiente
manera: Desde que C*Guq,, ., = C%q, ., ® C%;, existe una sucesién espectral

EDY = HP(C*,,, ® HY(C* ® Ea(A/p))) = H(C%Ua, 1 @ Ea(A/P)).

En vista que H9(C*; ® E4(A/p)) = 0 para todo ¢ > 1 por causa de la hipotesis inductiva, la
sucesion espectral degenera. Por lo tanto tenemos los siguientes isomorfismos

H'(C*abanss © Ba(A/p)) 2 H(C%,,, @ H(C®a ® Ea(A/p)))
= Hi(C.ale & Fa,cp(EA(A/p)))
= H(0——>Tap(Ba(A/p) —>Tap(Ba(A/P)an s —>0).

Esto implica que A
H'(C*auani1,0 @ Ea(A/p)) =0 para todo i > 2.
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Finalmente, si p ¢ G(a, ) entonces I'q ,(E4(A/p) = 0. Por otro lado, si p € G(a, ), entonces
Iao(Ea(A/p)) = Ea(A/p). Luego podemos usar el mismo argumento que en la parte final de la
demostracion del Teorema para concluir que

I’I1 (C.@Uarﬁ—l#ﬂ ® EA(A/p)) =

3.3. Homologia local

Dada una sucesion finita a = aq, ..., a,, de elementos de A, un conjunto no vacio ¢ de ideales
de A y un A-moédulo M, definimos el co-complejo de Cech generalizado de M como el complejo

de A-modulos Hom(C3 ,, M).

Definicién 3.3.1. Para cada ¢ > 0 definimos el ¢-ésimo funtor de homologia local con respecto

al par (a, ) por
H;#(=) := H;i(Hom(C3 ,, —))

De esa forma, para cada A-moédulo M,
HI7(M) := H;(Hom(C3 ,, M)).

Por ejemplo, cuando n = 1 y n = 2, la homologia local con respecto al par (a,¢) puede ser
calculada como la homologia de los siguientes complejos, respectivamente.

0—>HomA(AaMD,M) —— M ——0

0 —— Homa(Aq, p)as,p, M) —Homa(Aq, », M) & Homuy (Agy o, M) —= M —0

Lema 3.3.1. Sean E y N dos mddulos sobre A tales que E es inyectivo y N es finitamente
generado. Para cada i > 0 existe un isomorfismo natural

Tord (N, Dg(—)) = Dg(Exty (N, —)).
Prueba. Sea P, una resolucién libre de N tal que cada término de P, es de rango finito. Luego,

Tor(N, Dg(—)) = Tor(N,Hom(—, E))
= H;(Ps ® Homy(—, F))
=~ H,;(Hom(Hom 4 (P., —), E))
=~ Homy (H'(Hom(P,, —)), E)
= Homy (Exty (N, —), E)
= Dp(Exty (N, -)).

Antes de probar nuestro proximo Teorema, recordemos que un A- moédulo E es un cogenerador
imyectivo de A si el funtor

HOInA(—,E) : (MOdA)Op — MOdA
es exacto y fiel. El principal ejemplo de un cogenerador inyectivo de A es dado por

EA @ A/m s

meMax(A)
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donde, como es usual, E4(M) denota la cipsula inyectiva de un A-moédulo M. Cuando A es un
anillo Noetheriano vale la igualdad

Esl @ 4m|= € Ea4/m).

meMax(A) meMax(A)

A continuacion, fijemos un cogenerador inyectivo E de A y denotemos por Dg(—) el funtor
(contravariante) Homy(—, E). Notemos que existe una transformacion natural

0 : ld(—) — DEDE(—)
que es inyectiva para cada A-modulo M. A saber,

O : M — Homy(Homu (M, E), E)
x —  Oy(z):o— p(x).

La inyectividad de 05, es consecuencia del siguiente diagrama conmutativo

Hom 4 (A, M) L=, Hom 4 (Homa (M, E),Homy (A, E))

~i iw

M il Hom 4 (Hom (M, E), E)

y del hecho que la primera fila es inyectiva, a raiz que Dg(—) es un funtor fiel.

Definicién 3.3.2. Decimos que un A-moédulo M es E-Matlis reflexivo si

‘9M M — DEDE(M)

es una biyeccion. Cuando el anillo A es Noetheriano y £ = E4 @ A/m |, simplemente

meMax(A)
decimos que M es Matlis reflexivo.

Es importante observar que los médulos Matlis reflexivos fueron introducidos y caracterizados
por R. G. Belshoff, E. E. Enochs y J. R. Garcia Rozas en [2].

Proposicion 3.3.1. Un A-mddulo M es E-Matlis reflexivo, si y solo si, Dp(M) es E-Matlis
reflexivo.

Prueba. Supongamos que M es E-Matlis reflexivo. Consideremos el homomorfismo A-lineal
Oppry : De(M) — DpDpDg(M). Tome un elemento ¢ € DpDpDg(M), entonces @ o 6y €
Dg(M). Afirmamos que 0p, (¢ o 0r) = . En efecto, sea f € DpDgpM, entonces existe
x € M tal que 8 = 0p7(x). Luego,

O (@ o 0m)(8) = B(p o br) = Om(x)(p o) = p(Om(x)) = ¢(B).

Por lo tanto, 6p,(as) es sobreyectivo, y en consecuencia, Dp(M) es E-Matlis reflexivo.
Reciprocamente, supongamos que Dg (M) es E-Matlis reflexivo. Observemos que Dg () o
Opp(vry = idp, - Desde que €p, (ar) es un isomorfismo tenemos que Dg(f)y) también es un
isomorfismo. Como Dg(—) es un funtor exacto y fiel, concluimos que 6y, es un isomorfismo. Por
lo tanto, M es E-Matlis reflexivo. |

Teorema 3.3.1. Sean E un cogenerador inyectivo de A y M un A-mddulo E-Matlis reflexivo,
entonces para cada i > 0, existe un isomorfismo natural

HYP(M) 2 lim Tor;'(A/b, M).
beG(a,p)
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Prueba. Por la definicion de modulo E-Matlis reflexivo, DpDg (M) = M. Aplicando el Corolario
y el Lema [3.3.1] obtenemos los siguientes isomorfismos naturales

HY (1)

H'(Hom 4 (Cz , M)
H;(Homa(Ca,p, DEDE M)
Hi(Homx(Ca, ®4 DEM, E))
Dg(H (Cc‘w@A DpM))
D
D

i1

1

e(Hg (DEpM))

a( 13 ExtYy(A/b, DpM))
beG(a,p)

~ lim Dp(Ext)y(A/b, DpM))

1%

: A
%El TOI‘Z- (A/[J, DEDEM)

12

im  Tor(A/b, M).

Corolario 3.3.1. Sean E un cogenerador inyectivo de A y M un A-mddulo E-Matlis reflexivo,
entonces existe un isomorfismo natural

Hy# (M) = lim  M/b6M.
beG(a,p)

Prueba. Basta recordar que
Tor{ (AJb, M) =2 AJb @4 M = M/bM
y aplicar el Teorema [3.3.1} |

Corolario 3.3.2. Sean E un cogenerador inyectivo de A y M un A-mddulo E-Matlis reflexivo,
entonces .
H;#(DpM) = Dp(H, ,(M)).

Prueba. Por la Proposicion [3:31] DgM es un A-modulo E-Matlis reflexivo. Luego, por el Teo-
rema el Lema y el Corolario obtenemos lo siguiente.

H¥(Dp M)

Jim Tor(A/b, Dp M)

beG(a,p)

= Jim  Dp(Exti(4/6,M))

beG(a,p)

Dp( liny Exty(4/6, M)
beG(a,p)

= Dp(Hg o (M)).

1%

Corolario 3.3.3. Sea 0 — L — M — N — 0 una sucesidn exacta corta de mddulos
Artinianos, entonces existe una sucesion exacta larga en los mddulos de homologia local con
respecto al par (a, @)

— Hy¥ (M) —Hy¥(N) —H¥ (L) — Hy¥ (M) — Hy¥(N) —0.
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Prueba. Para cada b € G(a,¢), la sucesion exacta corta 0 — L — M — N — 0 induce
una sucesion exacta larga

.. — Tor(A/b, L) — Tor(A/b, M) — Tor{'(A/b, N) — - --

o> AL — A6 M — A/b@ N — 0.

Desde que L, M y N son A-modulos Artinianos, los médulos que aparecen en la sucesion exacta
larga también son Artinianos. Por [7, Corollaire 7.2] el funtor limite inverso es exacto en la
categoria de los A-mddulos Artinianos. Por lo tanto, aplicando l&l (—), obtenemos la sucesion

beG(a,p)
exacta larga

-— lim Tor{'(A/b,L) — lim Tor{'(A4/b,M) — lim Torf'(A/6,N) — -
beG(a,p) beG(a,p) beG(a,p)

o lm AB®L— lim AbeM— lm A/beN — 0.
beG(a,p) beG(a,p) begG(a,p)

Finalmente, como moédulos Artinianos son Matlis reflexivos, el Teorema demuestra que la
altima sucesion es precisamente la sucesion exacta larga deseada. |

4. Conclusion

e Los funtores de cohomologia local introducidos en este trabajo generalizan aquellos intro-
ducidos por R. Takahashi, Y. Yoshini and Y. Yoshisawa en [9]. A diferencia de los autores
citados, nuestra teoria es estudiada en el contexto de la cohomologia local expuesta en la
Seccion 21

e Dentro de nuestros resultados obtenidos resaltamos el Teorema [3.2.1 que permite calcular
la cohomologia local en términos de la cohomologia del complejo generalizado de éech; y
el Teorema [3.3.1] que expresa la homologia local de un médulo Matlis reflexivo como un
limite inverso de ciertos médulos Tor.

e El Corolario [3:3.2] establece una dualidad entre las nociones de cohomologia y homologia
local.
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