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Buen planteamiento local para un problema de Cauchy asociado a una ecuacién de
evolucion no lineal

Luis Milla Garcia E| y Yolanda Santiago Ayal(ﬂ

Resumen: En este articulo estudiaremos el buen planteamiento local para un proble-
ma de Cauchy no lineal asociado a la ecuacién diferencial KdV-Kuramoto-Sivashinsky:

v e C([0,T]; Hpe,), s > 3/2
O + 030 + B(OE + 02w + (0,v) =0, t>0,8>0
v(0) =¢ € HS

per?

en los espacios infinitos dimensionales (Sobolev periédicos) H,,. Hacemos esto uti-
lizando la teoria de Cp-semigrupos, principales propiedades de la transformada de
Fourier en H,,, como las inmersiones en estos espacios y que Hg;} es un algebra de
Banach, lo que nos permite justificar la presencia de la no linealidad (9,v)2.

Palabras claves: ecuaciéon KdV-Kuramoto-Sivashinsky no lineal, espacios de So-
bolev periédico, buen planteamiento local, teoria de Semigrupos, teoria de Fourier,

Teorema del Punto fijo de Banach.

Local well-posedness for a Cauchy problem associated to a non liner evolution
equation

Abstract: In this article we will study the local well-posedness for a non-linear
Cauchy problem associated with the differential equation KdV- Kuramoto-Sivashinsky:

ve C(0.T): Hy,), s > 3/2
O + 030 + B(OE + 02 v + (0,0)2 =0, t>0,8>0
v(0) =¢ € HS

per>

in the infinite dimensional spaces (periodic sobolev) Hp,... We do this using the
theory of Cp-semigrupos, main properties of the Fourier transform in H,,, as the
inmersions in these spaces and that H;’;,l is a Banach algebra, which allows us to
justify the presence of the non-linearity (9,v)2.

Keywords: non linear KdV-Kuramoto-Sivashinsky equation, periodic Sobolev spa-
ces, local well posedness, Semigroups theory, Fourier theory, Banach’s fixed point

theorem.
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1. Introduccion

En el presente trabajo estudiaremos la existencia, unicidad de solucién local en H?_ ., asi

per>
como su dependencia continua respecto al dato inicial del siguiente problema
ve C([0,T]; Hy,,), s > 3/2
O + O3v + B(9; + 93)v + (0,v)* =0, t>0,8>0 (1)
v(0)=¢ € Hp.,,

donde 8 > 0 es la constante de viscosidad, s € R,s > 3/2 y H,,, es el espacio de Sobolev
periédico. 92v es el término dispersivo y 8;111 es el término disipativo que se deducen en [9].
Este modelo describe, la propagacién de ondas en medios viscosos, mas precisamente, v modela
la evolucién de la onda deslizandose en un plano inclinado, para mayor informacioén al respecto
vea [9]. El buen planteamiento global de la parte lineal, en los espacios de Sobolev periédico
H,.,, para s € R, fue desarrollada por Yolanda en [7] y asimismo Biagoni, Bona, Iorio y Scialom
en [1] desarrollaron el buen planteamiento global no lineal en H*(R), para s > 1. Tadmor en
[8] obtiene resultados de buen planteamiento y estabilidad del modelo no lineal de Kuramoto-
Sivashinsky en adecuados espacios. Por tal motivo, seguimos las ideas expuestas en [1,3,7,8] para
estudiar el buen planteamiento local del problema de Cauchy asociado al problema no lineal (1).
El presente trabajo estd constituido por secciones que describiremos seguidamente:

En la seccién 2 recopilamos algunas importantes desigualdades y resultados de H,,,, teoria de
puntos fijos y teoria de operadores lineales que se usaran a lo largo del trabajo. La seccion 3
esta dedicada al buen planteamiento global de la parte lineal desarrollada en [7] y se consigue
estimativas de regularizacién del semigrupo de contraccién obtenido para la parte lineal. Dicha
estimativa serd muy 1til en nuestro estudio de la parte no lineal de (1). En la seccién 4 mostramos
el resultado principal de nuestro trabajo, es decir, que esta localmente bien planteado en

H,.,, para s > 3/2. Adicionalmente obtenemos mas regularidad de la solucién.

2. Preliminares

En esta seccién mostramos algunos resultados que se usaron en el trabajo.

Lema 1. Supongamos que > 0,v>0,84+v>1,a>0,0>0 y g es una funcion no negativa
tal que t771g(t) es integrable localmente sobre 0 <t < T y

ot) < atd [ (t=n @ g(rir
en [0,T]. Entonces
9(t) < aBs, ((0T(8))¥1)

m I'(mv
donde v=0+~—1, Egy(s) =D 0 _ocms™ conco=1y 667:1 = F(;LTJF:X)B) para m > 0.

Demostracion. Ver el lema 7.1.2 en [2]. O

Lema 2. Sean c,d constantes reales no negativos y T > 0. Entonces existen m, >0 y M; > 0
que dependen unicamente de T satisfaciendo:

m.(c"+d") < (c+d)" < M.(c"+d").
Demostracion. Citamos [3] pagina 205. O

Teorema 1. (Teorema del Punto fijo de Banach). Sea X = (X,d) un espacio métrico,
donde X # &. Supongamos que X es completo y sea T : X — X una contraccion en X. Entonces
T tiene un unico punto fijo.

Demostracion. Citamos [4], pagina 300. O
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2.1. Espacios de Sobolev

En esta seccién introduciremos los llamados espacios de Sobolev periédico (de tipo L?) y
algunas de sus propiedades.

Definicién 1. Sea s € R. El espacio de Sobolev periddico Hp,, = H,.,([—m,7]) es el conjunto
de todos los f € P tal que:

IFI2 =27y (1 + 15[ G < oo
JEL

donde P = Cp5, es el espacio de las funciones periddicas ¢ : R — C las cuales son de clase

C* y periddicas de periodo 27; P’ es el espacio de las distribuciones periédicas de periodo 27.
El conjunto 12 = [2(Z) es el espacio de todas las sucesiones complejas @ = (@) jez con norma

1/2

ladliz = |27) (1 + [3%)*ly?
JEZ

Luego f € Hp,, siy sélo si (f(])) , € 12; y por lo tanto, || f||s = ||ﬂ’12 Como consecuencia de
Jje °
la identidad de Parseval, se tiene que H,,, es un espacio de Hilbert, con producto interno:
(fl9)s = 2wy (1 +|i1)* F(1)3(5)-
JEZ

En el caso s =0, ngr es isomorfo isométricamente a LIQM, el espacio de Hilbert de las funciones

cuadrado integrables en el sentido de Lebesgue. En adelante ngr denotara a Lger.

Proposicion 1. Sean s,r tal que s > r. Entonces Hp,, estd contenido continuamente en Hp,,,
s — gt que

per per

HgHT S H.gH87 Vg € H]fer'

Ademds, (H,,,)', es isométricamente isomorfo a H,.; para todo

2
En el caso s > 0, Hy,, C Li,,.

s € R. La dualidad es dada por

<f.g>p=2m> f()ai),Vf € Hyl, g € Hy,.
k€EZ

Demostracion. Citamos [3] pagina 202. O

El siguiente resultado es conocido como el lema de inmersién de Sobolev. Aunque su prueba
es muy sencilla, es extremadamente 1til en conexién con aplicaciones de ecuaciones de evolucién
no lineal.

Teorema 2. Si s > %, entonces Hpe, < Cper y

£l < Ifllx < Clflls VF € HE,

Demostracion. Citamos [3], pagina 204. O

Teorema 3. Si s > %, Hp,, es un dlgebra de Banach. Ademds existe Cs > 0, que depende

unicamente de s y satisface:
IFG[s < Cl|Fls[|Glls, VF, G € Hp,,..

Demostracion. Citamos [3], pagina 207. O
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2.2. Familias de operadores lineales

Daremos la nocién de semigrupos de operadores lineales sobre espacios de Banach. En el
presente trabajo, obtendremos un semigrupo fuertemente continuo cuyo generador infinitesimal
es un operador diferencial lineal. Estos semigrupos son muy ttiles al resolver ciertas ecuacio-
nes diferenciales como el problema de Cauchy (PVI) abstracto de tipo periédico. Para més
informacién puede consultar [5, 6].

Definicién 2. Sea X un espacio de Banach. Una familia de operadores V(t) : X — X,s € R
satisfaciendo

1. V(0) = I donde I es el operador identidad en B(X),
2. V(t+r)=V(t)V(r), Vt,r € [0,00),
3. im ||[V(t)p — || =0,Vp € X

t—0t

es llamado un semigrupo uniparamétrico fuertemente continuo en X (o un Cp-semigrupo) y
lo denotaremos por {V (¢)}+>0.

Observacién 1. Si {V (t)}s>0 es un Cy-semigrupo entonces satisface:
lim [V (1) — V(r)ell = 0,9 € 0,00), ¥ € X,
esto es, la aplicacion de [0,00) a X enviando t a V (t)p es continuo.
Definicién 3. Sea {V (t)}1>0 un Cy-semigrupo, si satisface:
IV®)llsex) < 1, Vt € [0,00)

entonces diremos que el semigrupo Cy es de contraccion.

3. Parte lineal
Examinemos la parte lineal y homogénea del problema de Cauchy KdV-K-S (1)

v e C([0,00); HE.,.)

per
O + v+ BOL + 02)v =0 (2)
’U(O) =pc H;er

donde s > 3/2, 5 > 0.
Asumiendo que v es solucién de . Entonces, la transformada de Fourier en la variable espacial,
de la ecuacién debe satisfacer

v € C([0,00); 13(2)),
(Pr)  00(t) = (k% — B(k* — k2))0(t)
5(0) =g € 12(2)

donde o(t) = (v(t,-)) (k) para todo k € Z. Esto es una familia de ecuaciones diferenciales
ordinarias: (Py) cuyas ecuaciones obviamente no estdn acopladas. Su solucién es

B(t) (k) = R =BE=FNIG(k), Yk € Z, t € [0, 00).
De esto se deduce que la solucién, si existe, debe ser

. \
o(t) = (e(Z(-)LB((-)“f(-)Q))tgg(.)) ,Vt € [0,00). (3)
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Sea
Qp(k) = ik® — B(k* —k*),k € Z

y definimos los operadores lineales
~ AV
Qu(D)f = (~0% = (o2 + 02)f = (W)
S(t)f = QD) y — S
donde f € P’. Entonces puede escribirse como

v e C([0,00); HS.,),

per
O =Qp(D)v € Hy? (4)
v(0) = € Hp,,
y (3) se convierte en
vs(t) = Sp(t)p, t € [0,00), B> 0. (5)

Ahora estamos en condiciones de estudiar . Comenzamos con sus propiedades de continuidad.
Teorema 4. Sea > 0 fijo. Entonces, para cualquier s € R, t € [0,00) — Sg(t) € B(H,,,)
define un Cy-semigrupo de contraccion en Hp,,. Cuando B = 0, obtenemos el grupo unitario

asociado a la KdV-K-S. En particular el mapeo ¢ € Hp,,. — Sp(t)p € Hp,, es continuo en el
siguiente sentido. Para todo s € R

sup [|Sp(t)e1 — Sp(t)palls < llvr = @2lls, st 5 >0,

te[0,00)
4
1So(t)er — So(t)ezlls = lle1 — @alls, VE€R, si 5 =0.
Demostracién. Citamos [7]. O

Ahora veamos la diferenciabilidad.
Teorema 5. Sea 5 > 0 fijo. Entonces

Sp(t +h)e = Sp(t)y

I3 D)Ss(t =0 6
lim . QuD)Salt)e| (6)
converge uniformemente con respecto a t > 0.
Demostracion. Citamos [7]. O

Finalmente obtenemos el buen planteamiento global de .

Corolario 1. El problema esta bien planteado en H,,,, para todo r € R. Su solucidn unica,
que depende continuamente del dato inicial, estd dada por (@

Demostracién. Citamos [7]. O

Antes de abordar el problema no lineal estudiaremos algunas desigualdades del semigrupo
{Ss()}-

Teorema 6. (Estimativa de reqularizacion). Sea ¢ € HS..,s > 0,A > 0,5 > 0,t > 0. Entonces

per>
existe una constante Ky, dependiendo solo de A, tal que

1+<;)1HMH )
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Demostracion.

1S58 pllzn =2 Y (L4 k)@ ®r 215k

k=—o00

=21 > (1+ K2 (1 + k2 e 2PE R G ) 2

k=—o00

_ 412
< lgll? {Szp(l + k)P 2Bik —k )}’
usando el lema 2 con 7:= X >0

= Ol {SUP —2BURIRT) g 2X 20K k2))}
< Cullpl {1+ supk2re 164 |

< C'/\||<PHS 1+ Sup L2 e 25t(k4_k2))}

< Cylell? {1 +i1>t120k”6‘5”“4}- (8)

Por lo tanto, la desigualdad @) se sigue de (8]) y de observar que la funcién g(r) = r2Ae—ptrt ,7 >0

alcanza su valor maximo en r = { z%t O

Observacion 2. El teorema probado (6) justifica la reqularidad de la solucidn de la parte lineal
y homogénea (@ usando las normas de Sobolev. Otra forma alternativa se uso en [7].

Teorema 7. La funcion t € [e,00) — Sp(t)p = e8PV 8 > 0, es uniformemente continua
con respecto a Hg;)‘ para todo X > 0 y todo € > 0. En efecto, existe una constante K (X, e, 3,4)
tal que

15(t) e = Sp(T)pllsn < Kt = 7llllls (9)

para todo t, 7 > €. En particular, Sg(-)¢ € C((0,00);P).

Demostracion. Sin perdida de generalidad, consideremos ¢ > 7 > €. Entonces,

1S5t = Se(r)ellin =2m D (1+Kk)*+ ’eQﬁ(’ﬂ e ®T B (k)2
k=—o00
—ar S (14 J2)s A 280 k)T | Qs (k)(t=7) _ 1‘2 G
k=—o00

El teorema del valor medio implica que

@200 1| < |Qa(k) It — 7.
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En consecuencia,

1S5(t)¢ — Sa(m)¢llZ4a

<@+t —T2r D (14 k) e 2RI R G (k) 2
k=—o0

<S@+Bt—rler Y (L+E) (A4 228K KT (1 4 624 5(k) |2
k=—o00

_ 4_p2y,
< (14821t - 7Pl {sz:pu TR 2B }
usando el lema 2

< CA(1+B)°[t = 7l {1 + sup k2(A+4)e_257(’€4—’€2)}
k

< CA(L+ B2t — 7|2 {1 + sup k2(”4)6_56k4} :
k|>2

. ., —Berd (.
Considerando la funcién g(r) = r?**8e¢=P" r > 0, que alcanza su méximo en r = { /;Ef,

obtenemos

1Ss(t)e — Sa(T)ells+a < K(A €, B,4)[t — 7l[[o]]s.

4. Teoria local no lineal

En esta seccién estableceremos la existencia, unicidad y dependencia continua respecto al

dato inicial de la solucién en H,,, del problema de Cauchy abstracto no lineal.

v e o([0,T]; He,,)

per
O + 03v + B(OE + 02w + (0,0)? =0, t>0,8>0 (10)
v(0) = ¢ € HS,,

es un algebra de

para s > 3/2. Observe que el término no lineal tiene sentido desde que Hp,,

Banach. Empezamos estudiando dicho término.

Proposicién 2. Sea v € C([0,T]; Hy,,). Entonces (9,v)* € C([0,T); Hsz,'), para s > 3.

per
Demostracion.

(0zv)%(t) € H51, s > 3/2 se desprende desde que H3.! es un dlgebra de Banach para s > 3/2.

per per
La continuidad de [0,(-)]? se obtiene gracias al teorema 7. En efecto

1(020)%(t) = (020)* () ls—1 < [(@2)(t) + (90)(7)|s=1(Bzv) () = (9v)(7)l|s—1
< sup_ ([[o@)]ls + lo(m)lIs)llv(E) —o()lls

t,7€[0,T)
<2MK|t = Tl[ells

per

donde M = T%L%Hv(t)ﬂs. Asf hemos probado que [9,v(-)]* € C([0, T); HS.,L).
telo,
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De la proposicién 2 resulta que, si, para s > 3/2 y algin T' > 0,v € C([0, T}; H,,,) es solucién
de , entonces usando el lema de inmersién d;v € C([0,T7; H;er‘l) con la derivada del tiempo
dada por
®) + 02v + B(92v + v02?v) + (9,v)? =0
s—4

lim

v(t+h) —o(t
h—0 h

donde el limite es tomado lateral por derecha en t = 0 y por la izquierda en t =T.

Para obtener una solucién formal de , utilizamos el método de variacién de parametro.
Tomando la transformada de Fourier de la ecuacién diferencial parcial y la condicién inicial,
obtenemos el problema

{atm, k) — (ik? — B(k* — k2))5(t, k) + [(9:0)2](t, k) = 0,

Multiplicando esta ecuacién diferencial ordinaria por un factor integrante adecuado, integrando
sobre [0, ¢], usando la condicién inicial y tomando la transformada de Fourier inversa, obtenemos

o(t) = S(t)p - / St — ) (D) (¢ )dt (11)

donde {Sg(t)} es el semigrupo introducido en la seccién anterior. El siguiente teorema muestra
que la ecuacién integral es equivalente al problema de Cauchy .

Teorema 8. Sea v € (C[0,T]; H,,,) solucion de . Entonces v satisface . Inversamente,
siv € (C0,T]; Hp,,) es una solucion de , entonces v € (CY[0,T; H,,.) y satisface (@

Demostracion. Sea v € C([0,T]; HS,,)-

per

1. Supongamos primero que v € C*([0, T7; H;’WA‘) y que es solucién de . Por el teorema 5,
se sigue que

O (Sa(t = )u(t') = —Q(D)S(t — ¢)o(t') + Sp(t — ) Dyu(t')
= St —t)[=Qa(D)o(t') + Byo(t))
= Sa(t — 1)(~(0:2))(t")

integrando y aplicando el segundo teorema fundamental del célculo, se obtiene

/615/5515—15 /Sgt—t 6v)()d
v(t) = Sp(t)v(0) — /O Sp(t —t')(0xv)*(t')dt’
o(t) = Ss(t)p — /O St — ) (@) 2(¢)dt',

para 0 < t' < t.

2. Reciprocamente, si asumimos que v € C([0,T]; H,,) es solucién de la ecuacién integral

1} Sabemos que Ov(t) = 0:Ss(t)p — O fo Ss(t — ) (9,0)2(t)dt' = Qp(D)Ss(t)p —
O fg Sg(t — t')(0v)2(t')dt'. Por lo tanto, para demostrar que satisface , queda
por calcular fg St — ') (9,0)2(t)dt'.
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Sea t > 0 fijo y tomando h > 0. Entonces

t+h t
fim VO St + h — ') (Dp0)2(t')dt —/0 St — ) (@) 2(¢)dt

= fim [ (Splt+h— ) = S5(t = ) @00 ()i

]‘ th / 2041 /
lim— Sa(t —t)(0 t)dt'. 12
+ime [ Sat = O)(0.0°) (12)
La segunda integral en el lado derecho de es el valor medio de una funcién conti-
nua (teorema 7) en un intervalo que se reduce a cero cuando h — 0. Debe converger al
integrando en t, esto es,

— 0. (13)
s—4

lim

t+h
hso || 1 /t Sp(t+h —1')(8,0)*(t')dt’ — (8,v)*(t)

h

Ahora por la convergencia uniforme establecida en el teorema 5, se sigue que
t

1
lim i [Sg(t+h—t) — Sa(t —t')] (Oz0)* (' )dt’

_ / OS5t — ) (Ow0) (¢t
0

t
= Qa(D) [ Syt~ {)(0a0) (Ot (1)
0
donde el limite es tomado en H;e_,fl. Usando podemos reescribir como
1 t
tim = [ (85t +h =) = S5t — )] (00)*(£)dt' = Qo(D){—v(t) + Ss(t)g}. (14
0

En consecuencia, de , usando y (14’) obtenemos

d(t) = 0:Ss(t)p — 8t/o Sg(t —t')(0pv)(t')dt’

= Qs(D)Ss(t) — (0:0)*(t) + Qa(D){v(t) — Sp(t)}
= Qp(D)v(t) — (9:0)*(1).

O

Nuestro siguiente paso es probar la existencia de una solucién. Definimos para T' > 0, s >
3/2, M >0y ¢ e HS, el espacio:

per
As(T, M, ) = {v € C([0,T]; Hpe,.) / |l0(t) — Sp(t)eells < M, Vt € [0, T} (15)
dotado de la métrica
d(v,w) = supl[v(t) — w(t)]s (16)
(0,77

es un espacio métrico completo. Consideremos la aplicacion

S
——

s
per

A(v)(t) = Sp(t)e —/0 Sp(t —t')(9,0)* (')t (17)
€H.
o

1=
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Proposicién 3. Sea s > 3/2, v € C([0,T]; H,,), entonces, A(v) € C([0,T]; HS,,.).

per per
Demostracion. 1. Primeramente probaremos que para t > 0 fijado, se tiene que A(v)(t) €
HS,,,Vt > 0.

Usando la estimativa de regularizacion, teorema 6, para A = 1 se tiene

Al </tK 1t ) (@)X (¢)lsadt, s > 3/2
1lls > 0 1 4B(t—t/) T s—1b,
! 1 N2 34/
< [ % (1+4 W_t,)> o) 2

! 1
< Kj sup |v(# 3/ 1+ ——— | dt
1t/€[OT]H Ol f A7)

<K' sup [o(t)]?2 /
t'€[0,T) V( t—t’

< K sup |v(t )H§T3/4 < 0.
t'€[0,T]

Luego I € H,,,. Ahora como Sg(t)¢ € H,,,, entonces Av(t) € Hp,,, para t > 0. El caso
t =0, Av(0) E Hs Por lo tanto Av(t) € H3,,,Vt > 0.

per: pers

2. Ahora veamos la continuidad de Av(-). Como ya estd establecida la contlnuldad del semi-
grupo Sg(t)p en Hp,, (Co-semigrupo), basta ver la continuidad de G, G(t fo Sa(t —
t)(0,v)2(t')dt'. Tomando h > 0, se tiene

t+h t
G(t+h)—G(t) = / Sg(t + h — ') () (') dt — / Sg(t —t')(0v)(t')at’
0 0
- /t[sﬁ(t +h—t)— Sg(t —t)](00)*(t)dt
Ot+h
+ / Sp(t 4+ h —t")](9.v)(t)dl

t+h
/ Sﬁ (t —t")(Opv)2 (t)dt' + / Sp(t +h —t')(0zv)*(t)dl’

Iz (h):=

(18)

la segunda integral en (18) cumple la siguiente desigualdad

t+h t+h
||I2(h)||s=H [ st n=y@r@iar| < [ ISa0+n— 00ROt

(19)

Aplicando la estimativa de regularizacién Teorema 6, para A\ = 1, se tiene en ((19)

tHh ! 24! / bh 1 24! /
/t 1S5(t +h = t')(9xv)" ()| sdt” < Kl/t (1 + 45(t+h75’)> [(0z0)° (') [|s—1dt

t+h 1
<K swp @) [ c———dt
t'€[0,T] * i Vt+h—t
<K sup [[o()[|2 n3.
t'€[0,T]
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Asi, |G(t+h) — G@#)|ls < | I3(h)]|s + || I2(h)]|s — 0 cuando h — 0F.
Anélogamente se obtiene la continuidad a izquierda.
O]

Proposicién 4. Sea s > 3/2, entonces existe un T > 0 tal que A : As(T, M, @) — A(T, M, )
es una contraccion.

Demostracion. 1. Veamos que existe 17 > 0 tal que A : Ag(Th, M, p) — As(T1, M, ). Sea
v € As(T, M, p), entonces

JA@)(®) — Salt gous—H Sﬁ(t—t/)(axv)g(t’)dt’

S

< / (¢ — #)(D0)2 (") ' (20)
0

Acotamos usando la estimativa de regularizacién (teorema 6) con A = 1 y aplicando
el lema de inmersién de Sobolev, ya que s > % En efecto,

1S5t = £)(0z0)*(t)ls = 1S5t — ') (0:0)*(t) | s-141

# v 241
L+ 4/3(t_t,>] @s0) (¢ s

1

- ot 2.
L 45(t_t,)] o)l (21)

La desigualdad y lv(t") — Sa(t")¢lls < M convierten a en

< K

< K;

[A(0)(#) = Sp(t)eplls < K1(M + HSOHs)Q/

< K(M + [|gll,)2 T (22)

1
1+ )] dt’

Ahora, tomamos 77 > 0 en tal que
3 4
K(M +lpll)* ;") < M.
Asi, hemos probado que A(A4(T, M, p)) C As(T, M, ¢) para cada T < T}.

2. Veamos ahora que existe T tal que A es una contraccién en Ag4(To, M, ). Sean v, w €
As(T, M, ), debemos probar que

Ja € (0,1),d(Av, Aw) < a d(v, w).Yv,w € As(To, M, p).

Considerando nuevamente la estimativa de regularizacién con A = 1. Sea s > 3/2 y v,w €
AS (Ta M7 90)7

JA@)(E) — A@w)®)],
/nsﬁt—t (0u0)2(t)) — (Orw) (1) sdt

_/K1
0
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donde A(v), A(w) € As(T, M, ). La desigualdad

(0002 = (@s)(#) -1 < 100(#) = (@ew)(#) s 1950 + (Dr0)
< o) = wit) s [o#) + it
< Kot = w(@) ()l + )]
< 2K(M + (v, w), (24)
es conseenencia de [u(t)]ls = [0(#) ~Sa(t)p-+ Ss(E)ells < (M + ). O € BHey. Hiz)

y que H® es un algebra de Banach para s > 3/2.
De :
1 1
4
1 —_— dt’
i <5<t - t/)) ]

|Av(t) — Aw(t) s < Ky Ko (M + [|gl].)d(v, w) /O

< K(M + |llls) d(v, w) T*.
Luego, elegimos T5 > 0, tal que
3/4
K(M + [lols) T3 < 1.

Asi, A es una contraccién. Por lo tanto, si T = min{T1,T>} se tiene que la aplicacién
A Ag(T, M, p) = Ag(T, M, p) es una contraccién cuando 0 < T < T,
O

Observacion 3. Hemos obtenido, gracias al teorema del punto fijo de Banach, que existen
T>0yveC(0,T]; H,.,) tal que

per

t
o) = A)(®) = Sp()0 ~ [ Splt ~{)(0u0) (Pt
0
Por lo tanto, la proposicion (3) y la proposicion (4) implican que (1) tiene solucién en H,,,,
para s > 3/2.
A continuacién veamos la unicidad.

con s > 3/2. Entonces existe una tinica solucion v € C([0,T]; Hy,,)

Teorema 9. Sea p € H},,,
de la ecuacion integral 1).

Demostracion. Sean v y w soluciones de (1) tal que v(0) = ¢ y w(0) =9 € Hp,, , gracias a
la ecuacién integral , la desigualdad triangular y la estimativa de regularizacién Teorema 6,
para A =1y s > 3/2 se obtiene

[o(t) = w(®)]s
< HSﬂ(t)(sO—w)\s+/ 1S5 (t = ) ((02v)*(t') = (Buw)* ()]s

<le-vla+ [ K 1*(@)] @) () — (@ew2(7) | rdt! (25)

.. . . 1 >
Eligiendo T si es necesario, para que py ek 1, (25) se transforma en

[o(t) = w(®)|s

<lle = lls + KA+ [lells + o]l —w(t')|[sdt’.  (26)

t 1 /
)| T

De (26)), usando el lema 1 con g(t) = [[v(t) —w(t)|ls,a = [[o—lls, b= K(1+[@lls +[19]ls), B = 2
y 7 = 1 obtenemos que si ¥ = ¢ = v = w. O
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Seguidamente enunciamos el resultado de la continuidad de la solucién v respecto al dato
inicial (. Con este ultimo resultado obtendriamos el objetivo final del trabajo, es decir, el buen
planteamiento local de la KdV-K-S.

Teorema 10. Sea ¢, € H

per’

n =12, ..¢ tal que v, —>ch0 SeavneC([ T,); HS ),

per

donde T, = T(M, ||ns), soluciones obtenidas en el teorema 9. Sea T € (0, Too). Entonces las
soluciones vy, se definen en [0;T] para n suficientemente grande y

lim sup |lvn(t) — veo(t)|[s = 0.
n—=e0,T]

Demostracion. La demostracion de la proposicion (4) implica que el tiempo de existencia
T (M, ||¢||s) es una funcién continua de ¢, luego existe N € N tal que T, > T para todo n > N.
Asi vy, se define en [0, T] para tales n. Como v,, n = 1,2, ... es solucién de (1) con dato inicial
v (0) = @n, n = 1,2, ..., se sigue que v, € Ay(T, M, p,) para todo n > N y satisface

[on@)ls < llenlls + M < R+ M (27)

donde R = supy||¢n||. Como s > 3/2, combinamos con para obtener

[vn(t) = Voo (B)[|s < [lon — Yoolls + K (R + M) / \/—H n Um(t/)Hsdt/ (28)

y el resultado se sigue de y el lema 1. O

Por 1ltimo obtendremos mas regularidad de la soluciéon usando estimativa de regularizacién
Teorema 6 en los espacios de Sobolev periddico.

Proposicién 5. Sea v € C([0,T]; H,,),s > 3 que satisface (1) con dato inicial v(0) = ¢ € H3,,
obtenida en el teorema (9), entonces v € C([0,T]; H},,) para r > s. Ademds v € C([O,T], P).

Demostracion. Si 0 < A < 3y s > 3/2 por la estimativa de regularizacién Teorema 6 con
s—1>0en lugar de s y A+ 1 > 0 en lugar de A, implican que,

[o(@)lls+x < 1155() @l s+ +/ 1S5 (t = ¢')(020)*(t') | s-adt!

1 ¢ 1
5— ——————— | 1(0xv)? (t') || s—1dt’
<1+ & l)uwn Ry (1+W_t,)) >||< Pl
¢ 1 v N2 347
( ﬁt) 1>”§0||s+K)\/0 (1+(ﬂ(t—t/))k4+1>” (t)l5dt

1 t 1
=h o | Iells O (1+ —————x | dt' (29
< >\< +(Bt) 41> lolls + )\tlg%é]’)T]HU( )| /0 ( +(6(t—t'))1‘> (20)

como la integral de es finita, tenemos que v € C([0,T7; H;;';)‘) Con este argumento obtene-
mos lo requerido. O

5. Conclusion

1. Usando la estimativa de regularizacion del semigrupo asociado a la parte lineal, y aplicando
el teorema del punto fijo de Banach, fue posible obtener la existencia de solucién de la
KdV-K-S no lineal.
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2. Fué posible obtener la regularidad de la solucién de la KdV-K-S no lineal usando estima-

tivas del semigrupo asociado a la parte lineal.

Gracias a la transformada de Fourier obtuvimos formal y explicitamente la solucién de la
parte lineal y es gracias a ello que podemos introducir el semigrupo asociado que fué de
gran ayuda en todo nuestro estudio.

Finalmente, este trabajo de investigacién contribuye y motiva al desarrollo de este campo
creciente de aplicaciones de la fisica-matematica, especificamente en la dindmica de fluidos
ViSCOosos.
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