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Resumen: En este articulo, consideramos un modelo SIR modificado, implemen-
tando una poblacion de Patégenos que interactiia con una poblacién humana de
Susceptibles, con lo cual tendremos en nuestro sistema 4 ecuaciones diferenciales or-
dinarias.

El objetivo de este trabajo, es analizar la estabilidad del punto libre de enfermedad
(local y global) y el punto de equilibrio endémico (local) de este modelo matemético.
Ademas se presentan simulaciones numéricas al modelo para contrastar los efectos
de las tasas de transmision no lineal y otros parametros.
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Local Stability Analysis of COVID-19 Dynamics of a SIR Model with Non-Linear
Transmission Rates

Abstract: In this paper, we consider a modified SIR model, implementing a po-
pulation of Pathogens interacting with a human population of Susceptibles, with
which we will have 4 ordinary differential equations in our system. The objective
of this work is to analyze the stability of the disease free point (local and global)
and the endemic equilibrium point (local) of this mathematical model. In addition,
numerical simulations to the model are presented to contrast the effects of nonlinear
transmission rates and other parameters.
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1. Introduccion

La Epidemiologia Matemadtica es la encargada de estudiar la propagacién de enfermedades, que
tiene su origen a partir del modelo propuesto en 1927 por Kermarck y McKendrik [1], modelo
SIR, que divide a la poblacién en tres compartimentos: Susceptibles, Infectados y Recuperados.

2. Preliminares

El principio invarianza de LaSalle, es una herramienta muy util que a la par del Teorema
de Lyapunov, estudian la estabilidad en los puntos de equilibrio. Sin embargo los teoremas de
Liapunov al ser dificil de encontrar la funcién candidata, se recurre a este principio para debilitar
algunas condiciones del Teorema de Lyapunov [2],[3]. Consideremos la ecuacién diferencial

{ 2'(t) = f(z)

z(0) = xo )

Definicién 2.1 El conjunto de todos los puntos limites positivos de z(t) se llama conjunto limite
positivo de z(t), y es denotado por L.

Definicion 2.2 M serd un conjunto positivamente invariante de , 51
z(T)e M = x(t) e M,¥t > T
Definicion 2.3 Un conjunto M es asintéticamente atractivo, si

x(t) = M, cuando t — oo

Lema 2.4 Siuna solucion x(t) de es acotada y se encuentra siempre en su dominio D C R™ |
YVt > 0, entonces su conjunto limite positivo L es un conjunto invariante, no vacio y compacto.

Teorema 2.5 Sea 2 C D compacto tal que es positivamente invariante con respecto a . Sea
V : D — R una funcién continuamente diferenciable tal que V' < 0 en Q. Sea E el conjunto
de todos los puntos de Q0 donde V' =0 . Sea M el mayor conjunto invariante contenido en E.
Entonces, toda solucion que inicia en € se aprorima a M cuando t — 0o.

Demostracién. Ver [3] ,pag 128. |

3. Resultado Principal

En este articulo estudiaremos la dinamica de un modelo SIR modificado con tasa de incidencia
no lineal, adicionando el contagio a través del contacto con una superficie contaminada o por
aerosoles ocasionada por un patégeno. Nuestro trabajo consistira en el andlisis de estabilidad de
los puntos de equilibrio y realizar algunas simulaciones numéricas al modelo planteado.

3.1. Modelo SIR-P

En este estudio, se pretende modelar la propagacién y transmisién de una enfermedad infec-
ciosa, considerando dos poblaciones que interactuan entre si, la poblacién humana y el patégeno,
en el caso de la poblacién humana es la que hospeda al patégeno.

N(t)=S(t)+ I(t) + R(t) (2)

En este modelo consideraremos dos formas de contagios:
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= De humano infectado a humano susceptible, y

= Del medio ambiente a humano susceptible .

p1SI [ SP

Donde las tasas de transmisién de contagio son respectivamente .
& P i+ ky+ P

Dado que se sabe que el patégeno P(t) sobrevive en el medio ambiente durante algunos dias, es
probable que los individuos susceptibles S(¢) en contacto cercano con este medio se expongan a
estos patégenos aumentando la tasa de propagacién del virus. En el proceso de propagacion de
la enfermedad, el individuo susceptible se traslada a la poblacién infectada I(t).

P(t) es el numero o cantidad de patégenos presentes durante la interaccién de los seres humanos
en el tiempo t. La mayoria de los individuos infectados se recuperan y se trasladan a la poblacion
humana recuperada R (t).

El modelo compartimental se muestra en la Figura

1S (n+ o)1
T B1SI
ky +1 Yl
— S — | —@ R —mm
B,SP
Ky + P

Figura 1: Esquema del modelo SIR-P

Ahora describiremos las ecuaciones del modelo matematico SIR — P , cuyo sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, esta representado de la siguiente forma:

dS _ . BiSI _ BSP

% Tl P M
Al BSI  (SP
i _ I
dt k41 ket P (wtv+o)
(3)
R _ R
=l —p
dpP
S I — P
dt n Hp

Con los siguientes parametros:

= ): tasa de natalidad de la poblaciéon humana.

w: tasa de mortalidad natural.

B1: tasa de contagio por el contacto de un Infectado I(t).

B2: tasa de contagio por el contacto del patégeno P(t), presente en el medio ambiente y
superficies.

~ : tasa de recuperacion.

k1 : proporcién de interaccién por contacto con un Infectado I(t)

» ko : proporcién de interaccién por contacto del Patégeno P(t) en el medio ambiente y
superficies.
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= o : tasa de mortalidad por la enfermedad.
= 7 : tasa de propagacién del patégeno por los Infectados.

= L, : tasa de mortalidad del patégeno.

3.2. Analisis de estabilidad

En las dos primeras ecuaciones del sistema , observamos que el compartimento de los
Recuperados R(t) no aparece,por lo tanto por simplicidad podemos omitirlo, es decir

Asi pues el anélisis de nuestro problema se centrard en el siguiente modelo reducido:

s, AIS _ BPS
dt k41 kP P

Al BIS  ByPS

ar _ . 4
dP

E_TII_ILLPP

Ahora para encontrar los puntos de equilibrio de nuestro modelo, procederemos a igualar a cero,
a cada ecuacién de (4]) y resolver dicho sistema:

p1IS B2 PS B
b ki+1 ke+ P ps =0
PIIS  B2PS (5)
- =0
il i p WTTTO)
nl —ppP =0

En el caso del punto de equilibrio libre de enfermedad esto ocurre cuando I(t) =0y P(t) = 0,
es decir:

b—pS=0= S:Z (6)

b
por lo cual nuestro punto de equilibrio libre de enfermedad es Ey = (—;0;0) para el modelo 1'
I

3.3. Positividad y acotacién del modelo

Teorema 3.1 Sea el conjunto

0= {(S(t),[(t),P(t)) eRIU{0}: S(t)+I(t)<— A P@1)< lZ:)M > }

Tl

es para el sistema una regién positivamente invariante.
Demostracion. De nuestro sistema ,Veamos si es positivamente invariante:

= Considerando N = S + I y sumando las dos primeras ecuaciones de nuestro sistema
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obtenemos
as , dr
dt dt
dN
— < b—uN
ar =K

%[N ett] < bett

t d t
/[Ne’”] d,7'§/ be!'™ dr
o dr 0

b b

N(t)e" — N(0) < —ett — =

(t) (0) . .
b

N(t)gu

—b—puS— (u+~y+o)l

= Ahora veamos si es positivamente invariante con respecto a la poblacién de los patégenos,es

decir de la tercera ecuacién de nuestro sistema

dP

ar = ppP
d b
—[Petrt] < p—etrt
g Pl =n

t t
/ i[Pe“’”] dr < / Ee“PT dr
o dr 0 M

b
My
i

Hip

P(t)er' — P(0) <

P(t)

3.4. Numero Bésico de Reproduccién (Ry)

e#pt —

b

Hip

Para nuestro modelo planteado,usaremos como herramienta para el cdlculo del Ry, la Matriz
de la Préxima Generacién [4]. Supongamos que z = (I, P)T, luego del sistema , se tiene que:

dx
el
dt v
Donde:
p11S | B2PS (u+~y+o)l
F=\k+I k+P V=
0 —nl + p, P

Teniendo en cuenta que C' = u + v+ o , obtenemos que:

Bib b oo
FoarE) = ok | V== (9 ) ™
0 0 n Hp
Ahora calculemos la inversa de V, es decir:
1
o Y
Vo= 7 1 (8)
1pC o pp
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Entonces la matriz de la proxima generacién para el sistema esta dado por :

B1b n B2bn Bab
K=FV't=|puCk pppCha  ppipko
0 0

Por lo tanto el radio espectral de la matriz K = FV ™!, es el ntimero de reproduccién bésica, es
decir Ro = p(FV 1), entonces:

B1b B2bn
Ro = + 9
O 7 wCki " pChy ©)
Denotando: Bib b
RE=L A RP =22
O uChy O upyChy

Entonces es preciso indicar que Ré’ esta vinculada a la transmisién directa y RéD esta rela-
cionada a la transmision indirecta.Si alguno de ellos es mayor que uno, entonces el niimero de
reproduccion bésico Rg > 1, esto enfatiza el hecho de que para reducir la propagacién del virus,
se deben controlar todas las vias de transmisién.

3.5. Existencia del punto de equilibrio endémico

Para encontrar el punto de equilibrio endémico tenemos que resolver en funcién del sistema
mencionado en , es decir

IS BPS®
kl + I* B kig + P*
B, I*S* By P* S*
ki + I* ko + P*

b— —uS*=0

—(u+y+o)*=0
nl* — p,P* =0

lo cual obtendremos respectivamente de la tercera ecuacién y sumando la primera con la segunda

la ecuacion,lo siguiente :
= AN ST =

Hp H

Claramente observamos que lo obtenido en (|10)) estd en funcién de I*, (I* # 0),ahora reempla-
zando en la primera ecuacién,tendremos lo siguiente:

P*

(10)

B, I*S* By P* S*
ki + It ky+ P
0 :(b — ,U,S*)(kl + [*)(1{72 + P*) — 51[*5*(]@ + P*) — 52P*S*(k1 + I*)

0 =uC(ks + ) phs +0T*) — Bi(b — CT*) (uphs + n1*) — Ban(b — CT*)(ky + T°)

0 =b — pS*

Resolviendo,nos queda la siguiente ecuacién de segundo grado:
a1[*2+a21*+a3:0 (11)
Donde:
= ay =Cn(p+ B+ Ba)
= ag = pOnki(1 = RY) + pppChika(1 = RE) + C(Bippha + Bankr)

= a3 = pppChika(1 = RET = RY)
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La solucién de la ecuacién (11]) esta dado por

2
o —ag = /a5 —4aiaz
1;2 —

2&1

Analizando cada caso:

» Caso 1 (Ry < 1). Tenemos que los coeficientes a; > 0y az > 0, ademés as > 0 no tendra
raices reales positivas, es decir el modelo no tiene punto de equilibrio endémico bajo estas
condiciones.

» Caso 2 (Rg = 1). Vemos que a; > 0, ag > 0y ademds a3 = p,Cki1ka(1—Rg) = 0,entonces
para este caso tambien se comprueba que no tendrd raices reales positivas, es decir el
modelo no tiene punto de equilibrio endémico bajo estas condiciones

» Caso 3 (Rp > 1). Tenemos que a; > 0y a3z < 0, por lo tanto a% — 4ajaz > 0, es decir
tiene raices reales y diferentes, pero en este caso es indiferente el valor que tome el as pues
en cualquier caso se obtendria una unica raiz real positiva. Es decir, el modelo posee
un unico punto de equilibrio endémico.

3.6. Estabilidad local

Teorema 3.2 Si Ry < 1l,entonces el modelo para el caso del punto de equilibrio libre de
enfermedad es localmente estable.
Demostracién. Para Ey la matriz jacobiana J(Ep) del sistema esta dado por

_, _Bb pb
ki ko
j(EO) = 0 @ - C ib
pka ks
0 n —Hp

Calculando ahora el polinomio caracteristico asociado a J(FEy),obtenemos lo siguiente

Cky — B1b+ k Ckiks — B1bupks — Babnk
P()\):—()H-M)P\Q-F(M 1— B1b+ ppp 1))\+#Mp 1ka — Brbupks — Babn 1] (12)
ki pk ko
Observamos que claramente Ay = —pu < 0 es un autovalor del polinomio caracteristico, ademés

sabemos que para garantizar la estabilidad local de nuestro modelo dichos autovalores deben
tener parte real no positiva, en el caso de los otros dos autovalores usaremos el criterio de Routh-
Hurwitz [5],[6];para determinar bajo que condiciones el tiene raices con parte real no positiva,
lo cual obtendremos que

ppipChikoB1buyks + Bobnky
pk1 ks

> 0= pppCkiky > Brbuyka + B2bnky
=1>RE+RE=Ro< 1

Por lo cual se demuestra que Ej es localmente estable. |

Teorema 3.3 El punto de equilibrio endémico Ef(S*, I*, P*) es localmente estable si satisfacen

las siguientes desigualdades , y :

B1S* k1
(kl + I*)2
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B1S* k1, C Bil* Bo P* B1S* k1 (pp + C)

+ + + + u,C
T LIy S ey D e ey o e 14
prl* BaP* | B1S*ki(p+ pp) | B2S"kan
4 pp + C + + <N
[ty ey iyl (k1 + I7)2 (k:2+P*)2] 2
B1S kippy - B2S"kanp
<N 15
(kl—l—f*)z (kg-f—P*)? 3 ( )
Donde
pil* Bo P*
Ny —
R Ty I TR
Bil* Bo P* prl* [a P*
Ny —
2= [+ pp+C+ P k2+P*][“pC+(“”+0)(kl+[* o + D + )]
B1S" k1 [515*k1(/£+#p) B2S™kan ]+515*kluup BaS* kapin
(ky + I*)? (ky + I*)2 (ko + P*)? (k1 + I*)? (ko + P*)?
prl* Bo P*
N3 = C
3 (k:1+l* k2+P*+u)up

Demostracién. Calculando ahora el polinomio caracteristico asociado a J(E1),obtenemos lo
siguiente

Bil* B2 P* B15*ky B2S5* ko
Bl - —A T L Tx)\2 T (e L D*\2
ki + I* ko + P* (kl—l-l*) (/{2+P*)
P(\) = det(J(Ey) — M) = BI* B2 P* P15k C B25% ko
k1+I* ki2+P* (lirI*)Q (k2+P*)2
0 Ui —Hp — A
fp + A
—(n+ 21+ ) 0 —[Zs + () 2]
= P= e S0+ 0
0 n *(Hp +A)
Donde:
pI* Bo P* B15% k1 B2S5" ko
7 = + P i W L B
Ly N R 27 (o +17)2 °7 (ky + P7)?

Realizando los cédlculos respectivos, obtenemos
PO =X+ 2 +a +a3=0 (16)

Donde:

a1 = (pu+p, +C+2Zy) — Zy

oy = [pC + (pp + C)(Z1 + )] — [Za(p + pp) + Zan)]
ag = ppC(Z1 + p) — [pppZa + npZs

Por el criterio de Routh Hurwitz, analizaremos la estabilidad de la ecuacién (16| para ase-
gurarnos que sus raices tengan parte real negativa.
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N1 a
)\2 (651 Qs
A by by
)\0 C1

en la primera columna del arreglo de Routh debemos asegurarnos que no haya cambios de signos
es decir debemos asegurar que a1 > 0, by > 0y ¢; > 0,donde:

Q10 — Q3
b1 - VAN Cl1 = Q3
o

Bajo estas condiciones se demuestra que el punto de equilibrio endémico E; = (S*, I*, P*) es
localmente estable si satisfacen las ecuaciones , y . |

3.7. Estabilidad Global del punto de equilibrio Ej

Teorema 3.4 Si Ry < 1 ,entonces el punto de equilibrio libre de enfermedad Ey del modelo
es globalmente estable.

Demostracién. Consideremos en primer lugar las matrices F' y V mencionadas en la ecuacién
, ademas recordar que la matriz inversa esta dado por .Tarnbién podemos observar que
F >0y V~!>0. Ademss se tiene que =7 = (I, P) y y© = (S, R), lo cual nos permite expresar
los compartimentos de la enfermedad de la siguiente manera

o' = (F=V)z - f(z,y)
Donde definimos f(z,y) de la siguiente forma

f@,y) = (F=V)z - F(z,y) + V(z,y)

b b
(e Y ) (25 ) e
- 1 2 P - 1 2 —nI P
n “Hp 0 M H
b S b S
I|— — + BoP | — —
e [M’fl K1+I} P [M’fz K2+P]
0
b
Se sabe que S < —, por lo cual se deduce que
I
b S (b— Su)ki + bl b S (b—Su)k +bP

. = >0 A =
pki Ko+ 1 pK (K + 1)

uky Ko+ P ukKo(Ky1+ P) —

Con lo cual podemos ver claramente que f(z,y) > 0. Con lo cual podemos construir una
funcién de Lyapunov como nos hace referencia el teorema 2.1 en [7],es decir

Q(t) = WV la(t) (17)

Donde w es el autovector a la izquierda de la matriz no negativa V~'F con autovalor R, donde
haciendo el cédlculo respectivo encontramos que

v | Bika ]
w' = |—= 1
[52]€1
Derivando @ de la ecuacién 7obtenemos
Q(t) = wTV=ta! (1)
=TV HF - V)x(t) — TV f (2, y)
<WwH(V7IF — I)z(t)
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Donde
Bika RI—1 %RP
T -1
VR - ) = |22
W 2) {Bm } NpH P _1
Hp
Bika ]
= (Ro—1) |22 1
(Ry )[m

De esta 1ltima expresién podemos deducir que
= Q' < (Ro — L)w"(t)

tal que Iy es la matriz identidad de orden 2. Para demostrar que el punto de equilibrio libre de
infeccion Fy es globalmente estable, se necesita demostrar que Rg < 1 implica que x = 0.

Si Ry < 1,es evidente que Q' < 0, pero en el caso particular que Q' = 0 esto implica que z = 0
por lo tanto f(0,y) = 0. Si Ry =1, en el caso que @' = 0 implica también que x = 0.

Ademas por el principio de invarianza de LaSalle, teniendo en cuenta que Fj es el mayor conjunto
invariante Qo = {(S,I, R, P) € 2, Q" = 0}, se puede concluir que Fj es un punto atractor, y por
lo tanto es globalmente estable cuando Rg < 1. |

4. Resultados

Ahora mostraremos la simulacién numérica del modelo planteado , haciendo uso del lenguaje
de Python,para obtener graficos que nos ayuden a interpretar el modelo.Los parametros del
Cuadro en su mayor parte,han sido tomados de un articulo de Mwalili [8] y los valores de los
parametros k1 y ko se han asumido, teniendo en cuenta que se ajuste al modelo con respecto a
su Rp , ademas hemos tomado como datos iniciales de cada compartimentos de nuestro modelo,
los siguientes valores: S(0) = 93000, I(0) = 50, R(0) = 0, P(0) = 500, en este caso inicial el valor
aproximado del Ry = 0,615 bajo los parametros mencionados.

H Nombre del parametro H Simbolo H Valor H
Tasa de Natalidad de la poblacién humana b 0.00018 tiempo—!
Tasa de mortalidad natural de la poblacién humana I 0.000046 tiempo~!
Tasa de contagio de I(t) a S(t) B 0.0115
Tasa de contagio de P(t) a S(t) B2 0.00414
Tasa de recuperacion ¥ 0.05 tiempo™*
Proporcién de interaccién por contacto con un I(t) k1 2
Proporcién de interaccipon por contacto con P(t) ko 1
Tasa de mortalidad por la enfermedad o 0.0018
Tasa de propagacién del P(t) en el medio ambiente n 0.1 tiempo™?
Tasa de mortalidad del patégeno p 0.1724 tiempo~!

Cuadro 1: Parametros del modelo.

En este primer escenario (Figur de la simulacion epidemioldgica,el cual se esta trabajando
con respecto a los pardmetros iniciales del Cuadro , se puede observar que el Rgl = 0,434 y el
’Rg = 0,1812,es decir Ry = 0,6152,podemos también indicar que los humanos susceptibles y los
humanos recuperados bajan y suben moderamente con el transcurso del tiempo respectivamen-
te,ademads los humanos infectados llegan a su mayor cantidad el dia 33 con un total de 16700
individuos,luego de esto comienzan a descender hasta desaparecer con el transcurso del tiempo.
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80000

60000
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Infectados

Recuperados

40000 Patégenos
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20000
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Tiempo

Figura 2: Simulacién de la poblacién humana con el patégeno (Ry = 0,6152)

En este segundo escenario (Figur,como se ha mencionado se ha realizado un a modificacion
en las tasas de contagio 51 = 0,1 y B2 = 0,05 con respecto a los pardmetros iniciales del
Cuadro , se puede verificar que en el caso del R(J)LI = 3,7737 y el ROP = 2,1819,es decir
Ro = 5,9626 ,se puede observar que el nimero de susceptible decae considerablemente en los
primeros 20 dias,ademéas en el caso de los humanos infectados aumenta rapidamente en los
primeros dias,siendo su méximo valor en el dia 11 con 53049 individuos,luego de esto comienza
a descender rapidamente.

80000

wn

o

C

@ 60000

j=d .
2 —— Susceptible
©

o —— Infectados
> —— Recuperados
9 40000 —— Patégeno
©

€

=3

T

20000

0 50 100 150 200 250
Tiempo

Figura 3: Simulacién de la poblacién humana con el patégeno (Ry = 5,9626)

En las siguientes gréficas (Figura4lbli6li7)) se pueden observar mejor cada compartimento (Sus-
ceptibles,Infectados,Recuperados y Patégenos) la simulacién de nuestro modelo epidemiolégico
con las variaciones de tasas de contagio que se planteo.
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Figura 4: Poblacién de Susceptibles variando las tasas de contagios
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Figura 5: Poblacién de Infectados variando las tasas de contagios.
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Figura 6: Poblacion de Recuperados variando las tasas de contagios.
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Figura 7: Poblacion de Patégenos variando las tasas de contagios.

A parte de estas simulaciones, se quiz6 observar las consecuencias de la variacion de la tasa de
recuperacion con respecto a los humanos recuperados como se muestra en la Figura[§]y también
la variacién de la tasa de propagacién del virus en el medio ambiente,la cual se observa que si
hay un cierto impacto en el crecimiento poblacional del patégeno, mientras aumenta dicha tasa
como se verifica en la Figura [0
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Figura 8: Poblaciéon de Recuperados variando las tasas de recuperacion
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Figura 9: Poblaciéon de Patégenos variando la tasa de propagacion

5. Discusién

Es evidente que solamente se esta tomando un modelo bésico en el cual se puede ampliar los
compartimentos de los humanos ( Infectados sintométicos e Infectados asisntomaticos) y ademas
de poder considerar otros parametros que se ajusten al modelo, como en el trabajo de Mwalili [8]
y otros mas, el cual hace un estudio del Rg y algunas simulaciones, donde se debe profundizar
la estabilidad global y otros aspectos.
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Conclusion

. El analisis de estabilidad es primordial para el estudio de nuestro modelo matematico,

en esta investigacién se ha realizado el andlisis de estabilidad del punto libre de infeccién
tanto local como global, y en el caso del punto endémico se ha realizado la estabilidad
local.

. En este trabajo se ha variado los pardmetros para ver el impacto en nuestro modelo

epidemiolégico,lo cual en un inicio se ha considerado como referencias un estudio realizado
en un articulo [§].

Las medidas de prevencién, como el distanciamiento social,el uso de mascarillas o el lavado
de manos toman relevancia en nuestro modelo, pues ayuda a que no se propague con
intensidad el virus, por lo cual ayudara que esta enfermedad emergente se mitigue durante
el transcurso de un cierto tiempo.
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