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Resumen: El presente trabajo tiene por objetivo principal estudiar la dindmica a
largo plazo de un modelo de p—Kirchhoff con memoria infinita expuesto a fuerzas
estructurales sobre un dominio acotado 2 C R™. En particular se muestra la exis-
tencia de un atractor global con tasa de atraccién exponencial y dimensién fractal
finita, es decir, se prueba la existencia de un atractor exponencial.
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Abstract: The main objective of this work is to study the long-term dynamics of a
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exponential attractor is proved.
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Existencia de un atractor exponencial para un modelo de p—Kirchhoff con memoria infinita

1. Introduccion

En los tultimos anos diversos estudios sobre las ecuaciones de ondas (de segundo orden)
y ecuaciones de placa (de cuarto orden) han sido desarrolladas por investigadores dentro del
contexto del estudio de la dindmica asintética a largo plazo. Més especificamente, ecuaciones de

placas con perturbacién no lineal de tipo ¢—Laplaciano
ug + A2u — dive (¢(Veu)) = F(z,u, ur), (1)

donde ¢(2) ~ |z|?=2z, p > 2, y F(z,u,u;) representa una fuerza externa y/o una disipacién
lineal(es) o no lineal(es), ha llamado la atencién de varios autores sobre la existencia y compor-
tamiento asintético de sus soluciones. En este caso, podemos decir que el operador div,(¢(Vu))
surge como una perturbacién no lineal de menor orden del operador biarménico A2 = A, (A,)
en la ecuacién .

En el caso de ecuaciones de onda regida por el operador ¢p—Laplaciano con disipacion viscosa
— A uy, hay algunos trabajos pioneros como los desarrollados por Greenberg [17, 18] en dimensién
1. En dimensiones mayores, podemos citar los trabajos de Tsutsumi [42] y Clements [8]. Después
de eso, surgieron varios otros autores que abordaron problemas relacionados [2 3] [4], 10, [1T], 12,
30, 311, [33], 36, [39].

La ecuacion (|1)) es un prototipo de diversos modelos importantes que se aplican en el mundo
real con respecto a las perturbaciones de la ecuacion de placa. Para ejemplificar esto, veamos
los siguientes casos:

En el caso bidimensional, la siguiente ecuacién de placa,
ug + kug + A%u = div{|Vu|*Vu} + o A{f1(u)} — fo(u),

coincide con el modelo de Kirchhoff—Boussinesq definida sobre un dominio acotado de R?. Por
otro lado, considerando tres condiciones de frontera, libre, fija y soportada, Chueshov [5] [7]
mostré la existencia de un atractor global, considerando apenas una disipacién débil de tipo
friccional ku;. Es importante resaltar, que el modelo anterior aparece naturalmente como un
caso limite de las ecuaciones de Mindlin-Timoshenko que describen la dindmica de una placa
sometida a efectos de cizallamiento transversal (ver Lagnese [25] 26] para mayores detalles).
En el caso N —dimensional, Yang [44], 48] trat6 una clase de Modelos de Kirchhoff por medio

de la ecuacion

ug + A%u — div{|Vu|" ' Vau} — Au = h(z,u,ur),

definida sobre un dominio acotado de RY, con N > 1 natural y m > 1 delimitado por una
constante que depende de N en dimensiones mayores, considerando condiciones de frontera fijas
o soportadas. Los principales resultados presentados por el autor, fueron mostrar la existencia
global y el comportamiento asintético de soluciones débiles y més regulares (existencia de un
atractor global), donde se consideré una disipacién fuerte de tipo viscosa Awu;. Recientemente,
Yang [45], 46] estudio cuestiones relativas a dimensionalidad de tales atractores, como por ejem-

plo, las dimensiones de Hausdorff y fractal.
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Para completar el razonamiento, recordemos que un modelo correspondiente al flujo de micro-

estructuras elastoplasticas de la forma
Ut + Uggzr + a(|u$|2)x =0,

fue introducido por An [, [4] en el caso unidimensional, donde el coeficiente de elasticidad a es
positivo. Entonces, considerando el término a(|u,|?), como un operador de tipo p—Laplaciano,
notamos que este ultimo modelo difiere de los dos anteriores por el signo de la perturbacién
proveniente del operador p—Laplaciano.

De los trabajos mencionados anteriormente podemos percibir que en dimensiones mayores
(N > 3) la disipacién fuerte, —Auy, juega un importante papel en el modelo de placas con

perturbacién de menor orden de tipo p—Laplaciano
uy + A%y — Apu = F(x,u,u), (2)

donde
Apu = div(|VulP~2Vu), p>2,

y a > 0 es una constante. De hecho, para o = 1 la existencia global y unicidad de soluciones
pueden ser verificadas adicionando una disipacién fuerte —Auw;, como puede observarse en [44]
48]. Atn, si consideramos apenas una disipacién débil u;, entonces parece ser dificil de obtener
unicidad y la continuidad de soluciones globales en el caso N—dimensional, para N > 3. Por
otro lado, para dimensiones menores, N = 1 o N = 2, la buena colocaciéon del problema
implementando apenas una disipacién débil ya es bien conocido (véase [B, [43]).

Motivados por las obras anteriormente citadas, el presente trabajo busca brindar resultados
relacionados con la existencia de regiones compactas de estabilidad, a partir del estudio de
un atractor global donde la tasa de atracciéon es exponencial, considerando un semigrupo de
soluciones para la ecuacion bajo la influencia de un término de memoria.

La relevancia del presente trabajo se debe al hecho de que, ademas de tomar un cierto cuidado con
las herramientas al trabajar con el problema viscoeldstico para el caso N —dimensional, debemos
evaluar la interaccién del término de memoria con los operadores p—Laplaciano y biarménico.
De un modo maés conciso: las contribuciones presentes en este articulo se puede resumir de la

siguiente manera:
1. Se estudiara el sistema:
u + (0)A%u — Ayu + /OOO o (s)A%u(t — s)ds — Aug + f(u) = h en Q x R,
(D) u = Au =0 sobre I' x R,

w(z, 7) =wo(x,7) y w(z,7) = Quo(z,7), (x,7) € QX (—00,0],

donde 2 es un dominio acotado de RY con frontera suave I' = 9Q , Rt = (0,00) y A,
representa el operador p—Laplaciano, f(u) es una fuerza estructural no lineal Lipschitz local
y h := h(x) representa una fuerza externa. Ademads, se considerara: a(0) > 0y &/(s) <0, para

todo s € RT. Aqui la funcién ug : Q x (—o0,0] — R, es caracterizada como la historia de u,

38 PESQUIMAT 25(1): 3849



Existencia de un atractor exponencial para un modelo de p—Kirchhoff con memoria infinita

siendo conocida para valores negativos con respecto a la variable ¢ correspondiente al tiempo.
Este sistema es un tipo particular de modelo cuando se considera efectos de memoria. En
particular este modelo fue abordado por Jorge Silva y Ma [2I], donde los autores garantizan

la buena colocacién del modelo y la existencia de un atractor global.

2. A partir del sistema (I), se rescatard los resultados més importantes presentes en [21] con la
finalidad de conseguir buenas estimativas para mostrar la existencia de un atractor exponen-

cial.

3. Dada la definicién de un atractor exponencial para el semigrupo (#,S(t)), es decir, un con-
junto M C ‘H compacto, positivamente invariante, con dimensién fractal finita y que atrae
exponencialmente los conjunto acotados de H. En este articulo, se mostrara la existencia de
un atractor exponencial M C H en el sentido de Chueshov & Lasiescka [6], al considerar la

dimension fractal de M sobre un espacio H conteniendo a H.

2. Hipodtesis y entorno funcional

Para abordar el problema (I) vamos a usar la idea introducida por [9], acoplando una nueva
variable al problema, conocida como historia de desplazamiento relativo (ver también [13] [14]

15]). Més precisamente, definamos
n=n'(z,s) =u(x,t) —u(z,t —s), (z,5) € QAxR", t<0. (3)
Derivando con respecto a t y s, obtenemos
ni(z,s) = —ni(x,s) +u(z,t), (v,8) € QxR t<0.
Ademas, observe que para t = 0, obtenemos la condicién inicial
n°(x,s) = uo(x,0) — up(x, —s), (2,5) € 2 x RT.

Considerando, por simplicidad, u(s) = —d/(s) y a(oo) = 1, y usando el problema original

(I) puede ser convertido en el siguiente sistema:
ug + A% — Apu + /000 w(s)A%nt(s)ds — Auy + f(u) =h en QxRT, (4)
N = —ns + Uy en QxRTxRT, (5)
con condiciones de frontera
u=Au=0 sobre I'xR", n=An=0 sobre I'xR"' xR, (6)
y condiciones iniciales
u(,0) = up(z), wi(z,0) = wi(@), 7(@,s) = mola,s), (7)
donde
uop(z) = ug(z,0), x€Q
ui(x) = Oup(x,0)|i=0, =z € Q,
no(x, s) = uo(z,0) — ug(z, —s), (z,8) € 2 xR*.
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Observacién 2.1. Después de proporcionar las hipdtesis adecuadas sobre el nicleo de la memo-
ria oy definir los espacios apropiados para la historia del desplazamiento relativo n, se deduce
que el problema — es equivalente al problema original (1), es decir, de las soluciones de
— obtenemos soluciones para (1) y reciprocamente. Esto se puede hacer de manera andloga
a lo que se muestra en [16]. Por lo tanto, por conveniencia en nuestras consideraciones futuras,

estudiaremos el problema — en detalle.

2.1. Hipodtesis y notaciones iniciales

Inicialmente, proporcionaremos las hipdtesis sobre la constante p, sobre la funcién f y tam-
bién sobre el nicleo de memoria u, presente en el problema —.
Para N € IN asumimos que:

g<p< N2
=P="N"3

si N>3 y p>2 si N=1,2. (8)
Con relacion a la funciéon f : R — R, asumiremos que:
f0) =0, [f(u) = f()] < ko(1 + [ul” + [v[")[u —v|, Vu,veR, (9)

donde kg > 0 es una constante y

0<p< si N>5 v p>0 si 1<N<A4. (10)

N -4
Ademas, se considera

o~

—k1 < f(u) < fuw)u, VueR, (11)
donde f(z) = Jo f(s)ds y k1 > 0.

Observacion 2.2. De la condicion y las inmersiones de Sobolev, se cumple la siguiente

cadena de inmersiones:
H2(Q) N HY(Q) = WP (@) < HH(Q) — L2(Q).
Ademds, la condicion garantiza que
H*(Q) N H(Q) — LXeHD(Q).
Mds aun, las condiciones @D Y , incluyen funciones de la forma
fw) = Julfu — |u|%, 0<a<np.
Con respecto al término de memoria, asumiremos que:
)
1 €CYRT) N LL(RY), /0 u(s)ds = o > 0, (12)

u(s) >0, p'(s)<0, VseRT, (13)
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y que existe una constante ko > 0 tal que
W (s) + kou(s) <0, VseRT. (14)

Finalmente, h : 2 — R representa a una fuerza externa independiente del tiempo y asumiremos
que
h e L*(Q). (15)

A continuacién fijaremos notaciones que seran usadas. Consideremos, en primer lugar, los espa-
cios

Vo= IAQ), Vi=H)Q), Vo= H(Q)NH)

Vs = {u € H3(Q)|u = Au = 0 sobre T'},

equipados con los respectivos productos internos y normas

(u,v)v; = (Vu, Vo) y [lully; = [[Vull2,
(U7U)V2 = (A’LL, A’U) y HUHV2 = ”Au||27
(u,v)v, = (VAu, VAV) y [ullv; = ||V Aull;.
De manera estandar denotamos por (-,-) al producto interno en L*(2) y | - ||, la norma en
LP(Q2). Cuando no haya posibilidad de confusién, usaremos la misma notacién en vez de <~, > para

mencionar la dualidad entre espacios y sus duales. A fin de abordar la historia de desplazamiento

relativo n como una nueva variable, consideremos los siguientes espacios con peso Li,

M; == L2(R";V;) = {g ‘R =V,

/ u<s>rrs<s>||ads<m}, i—0,1,2,3,
0

que no son nulos por las hipdtesis —. Ademas, estos espacios son de Hilbert cuando

estan equipados con el producto interno y norma

(&C)mz/ooou(S)@(S),C(S))mdﬁ \ﬁlli,@-Z/OOOM(S)Ilf(S)H%/idsa 1=0,1,2,3.

Asi, introducimos los espacios de fase
H=Vox Vyx My vy Hi=V3x Vi xMs,

equipados con la norma
1(u, 0, )17, = [Aul3 + [[0]13 + €17 2.

1(u, 0,113, = VAl + VoIl + €] 5.

respectivamente.
Finalmente, la energia del sistema —@ estd dada por:

~

B(0) = 513 + Z1Au@ + IV + 101+ [ [Flue) = o] e
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3. Resultados importantes

Esta seccion esta dedicada ha mencionar los resultados mas relevantes para el sistema —
que se encuentran en [21]. Estos resultados serdn de suma importancia en la prueba del teorema

principal en este trabajo.

3.1. Buena colocacion

Iniciamos con el concepto de solucién débil para el problema —.

Definicién 3.1. Dados (ug,u1,1n0) € H, diremos que una funcién z = (u,u,n) € C([0,T],H)
es una solucién débil para el problema (@)—(7) si 2(0) = (uo, u1,m0) y

4 ug,w) + (Au, Aw) + (|VulP~2Vu, Vw
dt

+ [ o) An(s). Aw)ds + (Vu, 9) + (). ) = (). (16)
(87577 + 65777 g)u,Q = (/’Lta f)u,Qv (17)
casi siempre en [0, 7], para todo par (w,&) € Vo x Ma.

Para mostrar que el problema — estd bien colocado, tenemos el siguiente resultado

(véase [21], Teorema 2.1).
Teorema 3.1. Sea h € L?(Q), sobre las condiciones —. Entonces se cumple que:
1. Si (ug,u1,m0) € H, entonces el problema —@ posee una solucion débil
(u,ue,m) € C([0,T);H), Vt>0,
satisfaciendo

uw€ L>®(0,T;Va), us € L¥(0,T;Vy) N L*0,T; V1), 1€ L¥0,T;My). (18)

2. Si (ug,u1,1m0) € Hi, entonces la solucién débil del problema — posee mayor regularidad

uw€ L®0,T;V3), wus € L¥(0,T;Vy)NL*0,T;Va), n € L¥0,T;Ms). (19)

3. En ambos casos, la solucién (u, u¢,n) depende continuamente de los datos inciales en H. Més
precisamente, sea z; = (u',u},n") dos soluciones del problema — a los datos iniciales

20 = (uf), uﬁné), para i = 1, 2. Entonces, vale la siguiente estimativa:
[21(8) = 22(t) [l < e[|z1,0 = 220ll3, ¢ € [0, 7], (20)

para alguna constante ¢ > 0. En particular, el problema — posee una Unica solucién
débil

42 PESQUIMAT 25(1): 4249



Existencia de un atractor exponencial para un modelo de p—Kirchhoff con memoria infinita

4. Si B es acotado en H, entonces la solucién z(t) = (u(t),u(t),n') con datos iniciales en B
satisface la estimativa
12(t)|l% < Cp, ¥t >0, (21)

donde Cpi > 0 es una constante dependiente de B, més no de t.

Observacién 3.1. El operador solucion S(t)zo = (u(t),u(t),n') es un semigrupo fuertemente
continuo en el espacio H = Vo x Vi x My. Es decir, el problema — corresponde a un

sistema dindmico (H,S(t)).

3.2. Existencia del conjunto absorvente

A continuacién enunciaremos un resultado que muestra que el sistema dindmico (H, S(t)) es

disipativo, esto es, el Cp—semigrupo S(t) posee un conjunto absorvente acotado en H.

Definicién 3.2. Sea S(t) : X — X, t > 0, un Cp—semigrupo. Un conjunto B C X se dice
conjunto absorvente para S(t) si para cualquier subconjunto acotado B C X, existe Ty =
To(B) > 0 tal que

S(t)BcCB, Vt>T.

Cuando S(t) posee un conjunto absorvente acotado, diremos que también el par (X, S(t)) cons-

tituye un sistema dindmico disipativo.

La existencia de un conjunto absorvente acotado para S(t) es asegurado por el resultado a

continuacién, el cual se muestra en [21].

Proposicién 3.1. Sobre las hipdtesis del Teorema 3.1, el semigrupo S(t) asociado al problema
—@ posee un conjunto absorvente acotado B C H. En otras palabras, el sistema dindmico

(H,S(t)) es disipativo.

3.3. Un resultado de estabilizacion

En esta seccién y en las siguientes, denotaremos por B al conjunto absorvente acotado ob-
tenido en la Seccién 3.2 correspondiente al Cy—semigrupo S(t). En lo que sigue, enunciaremos
una desigualdad, la cual llamaremos desigualdad de estabilizacion, que serd importante para
determinar la existencia de un atractor global para el sistema dindamico S(t) asociado al pro-
blema —@. Mas aun, esta desigualdad de estabilizaciéon también serd una herramienta clave
para mostrar la existencia de un atractor exponencial. Mas precisamente, se tiene la siguiente
desigualdad mostrada en ([2I], Lema 4.2)

Proposicién 3.2 (Desigualdad de estabilizacién). Sobre las hipdtesis del Teorema 3.1, sean
2 = (ut,u},n') dos soluciones del problema —(@ tales que z;(0) = (ub,ul,nd) € B, para

1 = 1,2. Entonces, vale la siguiente estimativa:
l21(t) = z2 ()13 < 3¢™"]|21(0) — 22(0)I3,

+ KB/O eIV (! (1) = @B () 5oy + ' (1) = (D) [5pen))dr (22)
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para todo t > 0, donde v > 0 es una constante pequena y Kg > 0 es una constante dependiendo

de B.

3.4. Atractor Global

El préximo resultado fue el resultado principal de [21], el cual fue mostrado en el Teorema
2.2. Los autores mostraron la existencia de un atractor global con dimensién fractal finita via
una desigualdad de cuasi-estabilidad siguiendo los resultados de Chueshov & Lasiecka [6]. Es asi

que se tiene el siguiente resultado para el sistema —.

Teorema 3.2. Sobre las hipdtesis del Teorema 3.1, el semigrupo S(t) asociado al problema
—(@ posee un atractor global A en H con dimension fractal finita.

4. Atractor exponencial

Esta seccion estd dedicada a demostrar una generalizacién con relacién al atractor A que se
obtiene en el Teorema para el sistema —. Note que en este mismo contexto se quiere
profundizar en el estudio de la tasa de atraccién a partir de la prueba de un atractor exponencial

para el sistema. Comenzaremos definiendo la idea de atractor exponencial.

Definicién 4.1. Diremos que un conjunto compacto Az, C H es un atractor exponencial de un
sistema dindmico (H, S(t)) si Aezp €s positivamente invariante, posee dimensién fractal finita, y

para todo conjunto acotado B C H, existen constantes positivas tp, Cp, op tales que

dy{S(t)B, Aczp} = sup disty (S(t)z, Aexp) < Cpe BB ¢ > 15
zeB

4.1. Existencia de atractores exponenciales

A continuacién enunciamos el teorema principal del presente trabajo.

Teorema 4.1. Sea h € L%(Q). Supongamos que las hipdtesis (8)) — valen con las condiciones

de sub-criticidad

2N -2
N -2

p < st N>23 y p< st N >5.

N -4

Entonces, el sistema dindmico (H,S(t)) corresponde al problema — posee un atractor

exponencial generalizado Aeyy C H con dimension fractal finita en el espacio extendido
H_1 =Vyx V4 x My.
Ademas, por interpolacion, el espacio H_1 se puede reducir a
H_g = Vaa—g) X Vag X My_g),

donde 0 < 0 < 1.
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La prueba del Teorema 4.1 es basada en el contexto de cuasi-estabilidad. Silva & Ma [21]
mostraron la propiedad de cuasi-estabilidad de (H, S(t)) para subconjuntos acotados de ‘H, que

es basada en la desigualdad de estabilizacion.

Observacién 4.1. Silva & Ma [21] mostraron que el sistema dindmico (H, S(t)) correspondiente
al problema, — es disipativo. Asi, sea B C H para (H,S(t)). Entonces, existe T tal que

SWBCB, Vit>Tgs

Con esto concluimos que el conjunto

es absorvente, acotado, positivamente invariante y By C B. Luego, por [21] Lema 4.4, (H, S(t))

es cuasi-estable en By.

Demostracién del Teorema 4.1. Vamos a mostrar que ¢ — S(t)z es Holder continua en H_1
para todo z € By. Sea z = (ug, u1, 770) € By. De y de las ecuaciones — se obtiene

(g, ug, ) € L0, T;Vg) x L*(0,T;Vy) x L*°(0,T; Mg), YV T > 0.

Luego,

d

%Z(t) S CB(),T7
H-1

donde z(t) = (u(t),us(t),n'). Escribiendo (u(t),u(t),n!) = S(t)z := z(t) obtenemos:

th
18(t2)= — S(t) 2], = / ©a(s)as
t1 S

to
< /
t1

T
(/O H(Ut(s)ﬂtt(s)aUf)\!%_1d3> |ta — t1|M/?

Cyrlta — t1]Y/2, (23)

ds

%Z(S)

H-1

IN

IN

para todo t1,t2 € [0,T]. De Chueshov & Lasiecka [6] Teorema 7.9.9, se sigue que el sistema
dindmico (M, S(t)) posee un atractor exponencial fractal Aexp con dimensién fractal finita en
H_1.

Vamos ahora a construir el conjunto H_g := Va(1_g) X Vg X My(1_g). Sabemos que
Vo = Vp, Vo == Ve y My == My
De la teorfa de interpolacién, podemos construir Vo(;_g), Vo ¥ My(1_g) con 6 € (0, 1] tales que

—0 [%
lullvag o) < cr(@)llully;’llullt,, we Ve
—0
lollvy, < C2Olvllyz llolly;, v eV

1€l atais gy < ca(OIEIS 1€ ys € € Mo
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Asi,

Fls + el + 1600y < (02Ul ()’
a0 (lullZy) 0 loll3,)?
T30 (1€]34,) " (lElRny)”

Entonces, para C(6)? = max{c1(0)?, c2(0)?, c3(0)?}, tenemos

s, + 03, + €100

1-0 [4
< CO (lull¥y + oI5, + 1€l3e) " (lulidy + loly; + 118114,

Luego,

(0,63, < CO (Il (uy 0, )50l (w0, ) 1F,,)°
es decir,

1(w, 0, ) 13-y < CO (w0, )3 (w0, )%, (24)

para todo (u,v,§) € H y para todo 8 € (0,1]. Asi, basta mostrar que la funcién t — S(t)z es
Holder continua en H_g := Vo(1_g) X Vyy x My_g), donde 0 € (0,1] y z € By,
Usando la acotacién de z(t) en y las desigualdades (23)) y obtenemos:

1S(t2)2 = S(t1)2ll_y < CO)S(t2)z — S(tr)zll3; *I1S(t2)z = S(tr)=5,_,
< Co,r||S(t)z — S(ty)zl3,_,

< Cpyo1lta — 11|72,

para todo t1,te € [0,T] y 6 € (0,1].
Por lo tanto, se obtiene la demostracién del Teorema |

5. Conclusiones

1. En este trabajo se estudio un modelo de p—Kirchhoff con memoria infinita y fuerzas ex-
ternas y estructurales criticas y considerando un amortiguamiento del tipo fuerte (—Auy)
el cual fue reducido para conseguir que el semigrupo asociado al modelo sea cuasi-estable.
Este hecho permitié obtener la existencia de un atractor exponencial generalizado para el

modelo.

2. A partir de los resultados de la existencia de una atractor global para el sistema, en el
presente trabajo se consiguié nuevas estimativas con mayor regularidad que no solamente
involucran a la parte espacial sino a la temporal. Esto permitié que en un espacio mayor
se consiguiera una tasa de atracciéon exponencial con relacion a los conjuntos acotados en

el nuevo espacio de fase.
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