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Estudio numérico de la viga de Timoshenko amortiguada

Julio Romdn Loayza Cerrdrﬂ

Resumen: En este trabajo, hacemos un estudio cualitativo de un esquema numérico
asociado al modelo unidimensional de la ecuacién de la viga de Timoshenko amor-
tiguada. El esquema resulta al aplicar el método de diferencias finitas, y obtenemos
condiciones por medio del analisis de von Neumann, que nos permiten asegurar la es-
tabilidad del esquema aproximado. También estudiamos la consistencia del esquema
y concluimos, gracias al teorema de equivalencia de Lax, que el esquema numérico es
convergente. Ademés, deducimos féormulas para las soluciones numéricas aproximadas
del modelo en estudio.
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rico, analisis de von Neumann, estabilidad del esquema.

Numerical study of the damped Timoshenko beam

Abstract: In this work, we make a qualitative study of a numerical scheme associated
with the one-dimensional model of the damped Timoshenko beam equation. The
scheme is derived by applying the finite difference method, and we obtain conditions
through the von Neumann analysis, which allows us to ensure the stability of the
approximate scheme. We also study the consistency of the scheme and conclude,
thanks to the Lax equivalence theorem, that the numerical scheme is convergent.
Furthermore, we derive formulas for the approximate numerical solutions of the model
under study.
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1. Introducciéon

Los sistemas elasticos con amortiguacion fueron propuestos por primera vez por D.L. Russell
[8]. Estos sistemas pertenecen a la familia de los sistemas dinamicos disipativos, cuya existencia
y unicidad de soluciones se obtiene por procedimientos clasicos de las ecuaciones diferenciales
parciales (EDP).

En la seccion 5 del libro de Z. Liu y S.Zheng [4], se presenta y resuelve resumidamente la
ecuacion de la viga de Timoshenko

pPWit + EI (wﬂ? + T)zx:(: = 0’ (1)
or
205 +aor—EI (wy +71),, =0, (2)

con condiciones de frontera y condiciones iniciales dadas por

w=wy+r=0,enz =0, (3)
(we +71), = (W +7),, =0 ,enz =1L, (4)
w(ZL',O) = w0($) ) wt(l‘vo) = wl(x) ) 1"(1‘,0) = 7“0(1')7 (5)

donde t denota la variable temporal; y x, la variable espacial definida en (0, L), siendo L la
longitud de la viga. Las funciones w = w(x,t) y r = r(x,t) son la deflexion lateral y el angulo
de corte, respectivamente, aplicados en el punto = € (0, L) en el instante de tiempo t. Ademas,
o, p, a, E e I son constantes positivas que describen las caracteristicas fisicas del problema.

En el modelo —, se considera la viga empotrada en un extremo y libre en el otro extremo,
es decir, es una viga en voladizo (ver Figura 1). Ademas, se supondra que, inicialmente, se
encuentra en equilibrio, que esté constituida de material isotrépico, y que es linealmente eléstica
y homogénea.

[Epp—

Figura 1: Viga en posicién de equilibrio.

En J.R. Loayza [5], se estudia la buena colocacion y el comportamiento asintotico del pro-
blema - mediante la teoria de semigrupos de operadores lineales.

En este trabajo, se presenta el estudio numérico del sistema — mediante el método de
diferencias finitas, herramienta que permitira encontrar un esquema discreto aproximado, que,
tras realizar el analisis cualitativo, se enunciard y demostrara usando el analisis de estabilidad
de von Neumann, un teorema que garantiza la estabilidad del esquema, y ademés, se probaré
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que el esquema es consistente y, utilizando el teorema de Lax, se mostrara que dicho esquema es
convergente. Se finaliza el estudio numérico usando las aproximaciones de las derivadas parciales
en diferencias finitas para expresar cada una de las ecuaciones y , y cada una de las
condiciones de frontera (3)) y (4)). Datos iniciales wo(z), w1 () y ro(x) conocidos (ver (5))) permiten
resolver numéricamente este modelo, y por lo tanto, se podra obtener férmulas para la deflexion
lateral w y el angulo de corte r. Este trabajo esta basado en el Capitulo 5 de [5].

2. Preliminares

Se necesitaran aproximaciones para las derivadas espaciales y temporales de diferentes 6rde-
nes, y estos resultados se logran expresando las funciones por medio de las series de Taylor y
considerando el error de truncamiento. Algunos libros, donde se puede revisar la deduccion de
estas aproximaciones, son R.J. LeVeque [3], J.C. Strikwerda [7], K.A. Hoffmann y S.T. Chiang
[2], entre otros. Algunas aproximaciones que se usaran son

; w]_'Jrl R/
Opw; = — L+ O(At 6
w! 2w’ +w!
agwi _ i+1 % 5 i—1 + O((Al’)Q) (7)
(Az)
owl L —2wl 2w — 2
8371)3 — i+2 i+1 3’L 1 i—2 + O((ALU) ) (8)
2(A:c)
J J J J J
. Wi o — 4wy + 6wy — 4w +w;_, 9
a;sz _ it i+ 1 : 1 7 + (’)((Ax) )7 (9)
(Ax)
donde w(x;, t;) = wg , Ax y At son los tamanos de paso de la malla, espacial y temporal

respectivamente, y, ademas, los ultimos sumandos de cada una de las férmulas de (@ a @D son
los 6rdenes de aproximacion.

Una vez obtenido el esquema numérico discreto asociado a nuestro modelo, se debe determinar
si es posible confiar en dicho esquema, y, para esto, se debe estudiar la consistencia, estabilidad
y convergencia del esquema.

2.1. Consistencia, estabilidad y convergencia
Las siguientes definiciones pueden ser encontradas en K. Hoffmann y Chiang [2], p. 23.

Definiciéon 2.1.1. Una aproximaciéon en diferencias finitas de una EDP es consistente si la
ecuacion en diferencias finitas tiende a la EDP cuando el tamano de la malla tiende a 0.

Definicion 2.1.2. Un esquema numérico es estable si cualquier error introducido en la ecuacion
en diferencias finitas no crece con la solucién de la ecuacion en diferencias finitas.

Definicion 2.1.3. Un esquema en diferencias finitas es convergente si la soluciéon de la ecuacion
en diferencias finitas tiende a la de la EDP cuando el tamafio de la malla tiende a 0.

Surge una pregunta natural: jhabra una relacién entre consistencia, estabilidad y convergen-
cia? La respuesta la da el siguiente teoremas:

Teorema 2.1.1. (Teorema de equivalencia de Laz) Un esquema numérico para un problema de
valores iniciales bien planteado es convergente si y solo st es consistente y estable.

Demostracion. Ver K.W. Morton y D.F. Mayers [6], p. 159.
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2.2. Analisis de estabilidad de von Neumann

Uno de los procedimientos mas usados (por ser menos pesado matematicamente) para deter-
minar la estabilidad (o inestabilidad) del esquema numérico que se obtiene al usar el método de
diferencias finitas se llama andlisis de estabilidad de von Neumann, que es especialmente tutil en
problemas definidos en todo el espacio con mallados regulares. En esencia, este método introduce
una linea inicial de errores representada por una serie de Fourier y considera el crecimiento (o
decaimiento) de estos errores a medida que z aumenta. El método se aplica, en un sentido teorico,
solo a problemas de valor inicial con datos iniciales periédicos; como tal, separa completamente
la influencia de las condiciones de frontera. Como el enfoque de von Neumann se basa en las
series de Fourier, generalmente, se limita a EDP lineales con coeficientes constantes.

En la seccion [d] se aplicara el analisis de estabilidad de von Neumann al esquema discreto
aproximado asociado al sistema —.

El analisis de estabilidad de von Neumann sigue los siguientes pasos

(i) Suponiendo que se tiene el esquema numérico de un determinado modelo obtenido por
diferencias finitas, dado por
u"tt = Bu™, (10)

donde u es el vector solucién en el nivel de tiempo n y B es una matriz.
(ii) Expandir la solucién u de (T0]) en una serie finita de Fourier de la forma u™(x) = > u"(k)e*®
con i = v/—1, la que, luego de reemplazar en , origina el siguiente msultaud(i€
"t = G(Ax, Ot k)T, (11)
y a la matriz G se le denomina factor de amplificacion o matriz de amplificacion de errores.

(iii) Para controlar que ningtin nodo de Fourier se amplifique, es decir, que el radio espectral
de la matriz G' deba ser menor o igual que 1, se utiliza el siguiente resultado:

Proposicion 2.2.1. (Condicion de von Neumann) Una condicion necesaria para la estabilidad
de un esquema numérico en diferencias finitas es que exista una constante K' (independiente de
Az, At y k) tal que se cumpla

INi(k)] <1+ K' At, (12)

para cada autovalor \; (k) de la matriz de amplificacion G. Si cada autovalor es independiente de
Az y At, la condicion de estabilidad puede ser reemplazada por la condicion de estabilidad
restringida

|Xi(k)] < 1. (13)
Demostracion. Ver K.W. Morton y D.F. Mayers [0], p. 165.

3. Esquema numérico en diferencias finitas

Para el estudio numérico por el método de diferencias finitas, y, para ello, se necesitara mayor
regularidad de la solucién propuesta. Para conseguir incrementar la regularidad, se recurrira a
la siguiente definicién y proposicion:

Definicién 3.0.1. Sea {S(t)},.,

Denotemos por A° = I, A' = Ay, supéngase que A" ! esté bien definido, para cada n € N.
Entonces se define el operador A™ por

un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.

Az = A (A" 'z), para todo z € D (A"),

10 PESQUIMAT 25(1): 10-R1]
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donde
DAY ={z; 2eDA"") vy A" 'z eD(A)}.

Proposicion 3.0.1. Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo {S(t) de clase Cy,

}tZO
entonces, para todo x € D(An), se cumple que

S(t)ac € C”_k([O, 00); [D(Ak)]),k =0,1,2,...,n,n € N.

Demostracion. Ver A.M. Gomes [1], p. 23.

La Proposicion [3.0.1] permite representar de manera aproximada, por medio de series de
Taylor, cada una de las derivadas que se necesitan, con lo que, de esta forma, se conseguira apro-
ximarse a las soluciones del modelo. Para esto, se consideraré el problema de Cauchy equivalente

al sistema —, dado por

az(t)
Cil=AZ) t>0 )
2(0) = Z
donde
Z = (UJ?wtaT)Ta ZO = (wOathO)

y el operador diferencial A es definido como

0 I 0
A=| -Bat o —mgy | (15)

Bot o go-g
reduciendo, de esta manera, el sistema de EDP acopladas — al problema de evolucién de
primer orden autéonomo (|14]).

La ecuacion es valida en el dominio espacio-tiempo © = (0, L) x (0,7T"). Para discretizar
el dominio € en un conjunto finito de puntos, considérense particiones uniformes de tamanos
de paso Az para la variable espacial x y At para la variable temporal ¢, con lo que se generara
una malla de puntos o red computacional. Estos puntos son llamados puntos de malla o nodos, y
estan representados por (zj,tj) con 1 <i < N—-1y1<j<M—1,donde M y N son niimeros
enteros positivos.

Asi, para un punto de malla arbitrario y fijo (i, 7), se tendra una solucién aproximada de la
forma Zg = Z(iAz, jAt), es decir, cada una de estas soluciones verifica

0 j . )
—2Z; = AZ/, 1<i<N-1, 1<j<M-1

ot (16)

70 = Zy(iAz), 0<i<N,

donde N = ﬁ vy M = % son los nimeros de puntos de malla considerados en el dominio
discreto. Entonces, resolver el sistema es equivalente a resolver el sistema discreto (16]).
Usando la férmula @, en la primera relacién de , sin considerar su error de truncamiento,
se consigue una expresion algebraica semidiscreta de la solucién aproximada en el instante j 4 1,
la cual es ' ‘
77 = (1 + AtA) 7. (17)

Notemos que ([17]) requiere tener conocida la solucién aproximada en un tiempo anterior j.
Con el objetivo de obtener un esquema numérico totalmente discreto, a partir de ((17]), ob-
servamos que debemos conseguir un equivalente discreto para el operador A, definido en (15), v,
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por eso, utilizaremos las féormulas —@ aplicadas a Z7, sin considerar sus respectivos errores
de truncamiento, es decir, tenemos las siguientes aproximaciones

27) ~ Zi _(Zi};; i _ a2z, (18)
a;;”Zf ~ sz+2 - 22%22’53231 - ngz _ @257 (19)
9170 ~ Zly —AZ1 0 + Gsz; AZL + 7], — 37 (20)
(Az)
Ademaés, dendtese: a = —E, = % yc= —%, y, teniendo en cuenta , se puede considerar
0 I 0
A~ | adt 0 ad® = Ay (21)
bc?;:’; 0 bdZ +c
y, entonces, usando , el esquema discreto aproximado seré
7t = BZ, (22)
donde la matriz B es dada por
1 00 0 At 0
B=IT+AtA,=|0 1 0|+ | aAtd® 0 INT ,
001 bALd? 0 bALd2 + cAt
de donde se tiene
1 At 0
B=| aAtd® 1 altd3 . (23)
DAL 0 bALd2 + cAt + 1
Obsérvese que, si se aplica , a Zl-j , resulta
7] =BZI 7' =B?Z)7?=B*Z) 7 = ... = B 2,
que, al reemplazarlo en , origina
7t = Biz). (24)

Por lo tanto, gracias a la relacion (24)), se podra calcular la aproximacion de la solucién para cada
punto de malla del dominio discreto, siempre y cuando sea conocido el valor inicial aproximado
Z? y calculado BY.

En las siguientes tres secciones, se realizaré el estudio cualitativo del esquema numérico (22)).

12 PESQUIMAT 25(1): 12-R1]
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4. Estabilidad del esquema numérico

El estudio de la estabilidad del esquema discreto se realizara utilizando el anélisis de
estabilidad de von Neumann presentado en la Subsecmon Entonces, considerando una soluciéon
de la forma

Z! = fiemaT =/, (25)
y utilizando , y , se obtiene

fjen(i+1)lmz _ 2fjenikA:c + fjen(i—l)kAx

v &= (B0
x
f,enik:Aa: " B "
N J(Aa:)z (€MAT =2 4 g7 hAT)
Z'] nkAz nkAx
=" (e 2 —e 2 )?
(Az)?
79
= o [2en ("7
4z con? nAz
(Ax)? 2
. &32] fjen(i—i-Z)kAx 2f en(i+1kAz + 2f en(i—1kAz f en(i—2)kAz
fiemkar A A A A
_ 2](A )3 (6217k m_2617k m+26—nk :E_e—277k x)
X
77
=3 (Alaz)?’ {2ksen (2nAx) — 2 [2ksen (nAx)]}
kZ!
= (Axl)g [sen (2nAzx) — 2sen (nAx)].
. C/i\élzj _ fjen(iJrQ)kAx _ 4fjen(i+1)kAx + 6fjenikA:t 4f en i—1)kAx + f en(z 2)kAzx
o (Az)?
_nikAx
_ f](i )4 (62nkAz o 4enkAz +6— 46777]€A$ + eankAx>
X
J . 2\ 4
= (AZZ)4 (@% — 6_%>
T
7z Az
= (A ) [21{:8611(772 )]
X
1677 A
= 71486714 n= )
(Az) 2

P2 =— sen?(6) , d° = A [sen(40) — 2sen(20)] , d* = (A1§)4sen4(9), (26)
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donde: § = MTJC. Seguidamente, se reemplaza en y se consigue la matriz de amplificacién
de errores

1 At 0
16a At sen’(0) 1 ka [sen(40) — 2sen(20)]
G(Azx,At,0) = (Az)d (Az)? (27)
kb(AA;)3 [sen(460) — 2sen(20)] 0O —4b(AA;)28€TL2(9) +cAt +1 |

Con el objetivo de consolidar la estabilidad del esquema numérico en diferencias finitas , es
prioridad encontrar los requisitos que respalden que el radio espectral de la matriz G(A:r, At, 9)
sea menor que la unidad. Para la prueba del siguiente resultado, se necesita verificar la condiciéon
de estabilidad de von Neumann (ver Proposicion [2.2.1)).

Teorema 4.0.1. (Estabilidad) Sean los pardmetros reales positivos o, p,a, E e I. Si los tamanos

de paso Ax y At satisfacen

4FT
(Ax)2> 2y At< 2, (28)
(0% (0%

entonces el esquema discreto aprorimado del sistema de Timoshenko amortiguado es un
esquema estable.

Demostracion. Definanse las matrices de componentes reales Gr y Gp por
Gr = Re [G(A:L“, At,ﬂ)] y Gp=Im [G(A:L‘, At, 9)},

es decir, Gr y G son, respectivamente, la parte real e imaginaria de la matriz de amplificacion
de errores G(Aw, At, 9). Luego, usando , se distingue que

1 At 0
At 4
1 1
Cp = Ga(A$)4sen (0) 0 (29)
At
—4b——— sen’ At +1
i 0 0 b(Ax)Qsen (0) + cAt + ]
y — -
0 0 0
Gy = 0 0 a(Am)3 [sen(40) — 2sen(20)] (30)
] b(AAxt)?)[sen(éLH) —2sen(20)] 0 0 |

Si A = Ar + k) es un autovalor de la matriz G = G(Ax, At, §), con Ag, A1 € R, se tiene que la
igualdad GZ = &7, se verifica si y solo si

GrZ + kG1Z = A\pZ + kM1 Z. (31)

Obsérvese que (31) se cumple siempre que las partes reales e imaginarias de ambos miembros
sean, respectivamente, iguales, lo que implica que cada autovalor A € C de GG es combinacién de
los autovalores de Gr y GT.

14 PESQUIMAT 25(1): 14-R1]
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(i) Hallando los autovalores de la matriz real G

Si se supone que A; € R es un autovalor de la matriz Gr, entonces, para calcularlo, se debe
resolver

det()\ﬂl - G]I) =0,
la cual, usando , equivale a resolver

Al 0 0
0 A1 _a(Ax)?’ [sen(40) — 2sen(20)] | _ 0,
At
_b(Ax)3 [sen(46) — 2sen(20)] 0 Al

de donde se consigue: )\]zf’ = 0, lo que implica que A = 0 con multiplicidad algebraica 3 es
el autovalor de Gf.

(ii) Hallando los autovalores de la matriz real Gy

Sea Ar € R un autovalor de la matriz Gy, entonces, para hallarlo se debe resolver
det ()\RI — GR) =0,

la cual, teniendo en cuenta a (29)), lleva a resolver

Ar — 1 —At 0
At
-1 4 —1
6a(Ax)4 sen®(0) Ar 0 o,
0 0 AR + 4bwsen (9) — CAt — 1

de donde, luego de calcular el determinante, se tiene

At 9 9 B
AR + 4bwsen (0) — cAt — 1| [(Ar — 1)* — 16aAt] = 0.

Entonces, sigue

At
+ 4b———sen?(0) — cAt — 1 =
AR b( )23671 (0) — cAt 0,

pues, como a < 0, se tiene que [()\R —1)? - 16aAt] > 0, y, despejando, se obtiene

At
Ap = —4b——sen? (0) + cAt + 1.
K (Az)? (©)

(iii) Hallando los autovalores de la matriz de amplificacién de errores G

Conociendo los autovalores de las matrices Gg y Gy, se obtiene el autovalor A\; € C de la
matriz compleja G, siendo

A
A1 = —4b7then2 (0) + cAt + 1,
(Az)

PESQUIMAT 25(1): 15-R1] 15
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ET
pero, como b= — yc= —g, donde o, , E,I € RT, entonces
20 20
ET At o
A= —2— 2(0) — —At+ 1.
! o (Ax)Zsen ©) 20 *

Ahora, teniendo en cuenta las hipotesis , se puede afirmar que el moédulo (en realidad,
el valor absoluto en este caso) de \; es menor que la unidad. En efecto,

El At o
M| =[2==—5sen? (0) + —At —1
|A1] - (Ax)Qsen ( )+20 ’
< Qgiﬁenz (9)+aAt‘
o (Ax) 20
ElI At
< [2==——sen® (0) —i—’gAt‘
o (Ax) 20
EI A
= 2—7152 |56n2 (0)] + LAt
o (Ax) 20
<ol At o, (GBI 1),
- o (Ax)Q 20 - o (Am)2 20

El « o} « o
2= o A= () A
<< U4EI+2U> 20+20
:gAt<g<g> =1,
o o\«
con lo que se verifica la condicion de estabilidad de von Neumann (13]), y, por lo tanto, se
logra asegurar que el radio espectral de la matriz de amplificacion de errores G (Az, At, 0)
es menor que la unidad, lo que garantiza que el esquema discreto es estable. |

5. Consistencia del esquema numérico

El esquema numérico presentado en es una aproximacién que se origina al expresar
los operadores diferenciales de la ecuacion diferencial parcial descrita en (16)), como cocientes
algebraicos, usando series de Taylor sin considerar los residuos correspondientes. Para garantizar
la consistencia de dicho esquema, de acuerdo a la definicion [2.1.1], sera indispensable calcular el
error total de aproximacion y asegurar que dicho error se aproxime a 0 cuando Az, At — 0.

Asumiendo suficiente regularidad para la funcion w y usando las férmulas para las aproxima-
ciones de las derivadas parciales de diferentes 6rdenes de w(z;,t;) = w] presentadas en la seccion
3 (ver los resultados (6)-(9)), se tiene

) j+1 - ]
dyw! = “’ZTth +O(AY), (32)
27 wg+1 - 2wg + wgﬂ 2 > 2
o] = M ST 4 o((an)?) 1= @+ O((80)?),
3 wg+2 — 2wg+1 + 2“’1]"—1 — wg_Q 9 = 9
Opw] = 2(Az)’ +0((Az)7) = dyw] + O((Az)7),

X

Cowl L — ! T I Ny

O] = —H2 *&“’34 DT L o((0)) = dhed + O((A0)).

i
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Con estas consideraciones, el operador diferencial A, presentado en ((15)), puede ser expresado
como

0 I 0 0 0 0
_ EI 71 EI 3 EI EI 2
A= | —Zid, 0 —Zdy |+ | 55 0 =20 | O((Az)"). (33)
EI EI
Sedy 0 G- g w 0 2

Ahora, recondzcase que la primera matriz de (33]) (ver la relacion (21))) es Ay, y denotamos la
segunda matriz de por M, es decir,

0 0 0
_ | _Br _EI
M= P 0 p
El EI
% 0 5
Entonces, se consigue
A= Ay + MO((Az)?). (34)

Los resultados que se obtienen al aplicar para Zl-j , junto con se reemplazan en la primera
relacion de , y se obtiene

J+l _ .
L 24 Loy = (Ah +MO((Ax)2))Zg,

de donde, despejando, sigue que
ZIT (I + AtA,) Z) = MAO((Ax)*)Z] — AtO(At). (35)

Obsérvese que las expresiones del primer y segundo miembro de (35]) son, respectivamente, el
esquema discreto ([22)) y el error de truncamiento de dicho esquema. El mencionado error se origina
al no considerar el error de aproximacion presente en cada una de las féormulas de diferencias

finitas —.
De acuerdo con lo mencionado, entonces, el error de truncamiento, er, es
er = MALO((Az)?) Z] — AtO(At),
y se observa que dicho error cumple
ller|| — 0, cuando Az, At — 0,
donde el vector error ep esté definido por
elj
62]'
er = €Tj = : )

eNj

con 1 <4< M — 1, siendo, HeTHOO = lglié’%}%[!eij].

Por lo tanto, se concluye que el esquema numeérico (22)) es consistente.
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6. Convergencia del esquema numérico

Como se ha probado que el esquema numérico es consistente y estable, entonces, se puede
concluir, por el teorema de equivalencia de Lax (ver Teorema M), que el esquema numérico
es convergente, lo que garantiza que la soluciéon numérica aproximada tienda a la solucién
exacta en cada punto de malla de la red computacional cuando Ax — 0y At — 0.

7. Solucién numérica

En esta seccion, usando las aproximaciones de las derivadas parciales en diferencias finitas,
se expresan cada una de las ecuaciones y , y cada una de las condiciones de frontera
vy ([4). Datos iniciales wo(z), wi(z) y ro(z) conocidos (ver (5)) permiten resolver numéricamente
este modelo, y, por lo tanto, se podré obtener formulas para la deflexion lateral w y el 4ngulo de
corte . Se denotaré a la solucion aproximada para la deflexion lateral en el nodo (4, j) por w! y
a la solucion aproximada del angulo de corte en el nodo (i,7) por rg , ¥, también, para facilitar
los célculos, de ahora en adelante, se denota el tamafio de paso espacial por h y por k el tamano
de paso temporal.

e Para la ecuacién :

Retirando los 6rdenes de aproximaciéon de cada una de las férmulas en diferencias finitas, se

procede a reemplazar Wy, Wz ¥ Wezz POT SUS respectivos equivalentes (7)), (9) v (§), en (1), es

decir,
- o . . . . .
, <w3+ — 2wl +w! ) B <ng — 4wl + 6w — 4wl |+ w52>

k2 h4

J J J J
Tigo =275 +2r_ 1 —Tig )
VEI ( o —0,

EIK* EIk?
oht 2 Y 2ph?

de donde, si se hace = ks, sigue que

j+1 J Jj—1 J J J J J
w; = 2wy +w; 4 ko (wiH — 4wi+1 + 6w; — 4w;_; + wi72>

+ks (rf-;r2 — 2rg+1 + 27“{_1 — rg_Q) =0.

Recuérdese que las condiciones iniciales son datos conocidos. Asi, la incognita en la relacion
anterior es w] + Despejando ese término, queda
wlth = kiw] —w! ™~k (wszrZ - 4wzj+1 —dw]_; + wf,z) — ks (er - 27{“ +2r]_ - 7”?4) ;
(36)

donde k1 = 2(3ky — 1). Notese que, en , se utiliza, para el j—ésimo nivel de tiempo cinco
valores de deflexion lateral, y cuatro valores de dngulo de corte entre los niveles ¢ — 2 e 7 + 2.
También se utiliza el valor de la deflexion lateral en el (j — 1) —nivel de tiempo. Asi, es una
formula de tres niveles.
e Para la ecuacién :

Se procede a reemplazar las derivadas 7, Weze V Tza, POT (@, y , sin considerar sus
ordenes de aproximacion, es decir,

Pt g . w7+2 — 2w7+1 + 2w]-'71 — wJ-;Q er — 2] 4 27“]-;1
20 (Zkl +ar! — EI ! ! 573 ! ! —EI|l - h; L =0,
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Figura 2: Porciéon de malla que muestra los nodos usados en ([36]).

ak ETk EIk
de donde, con — = kg, 2973 =key SoTE

= k7, se obtiene
20

J+1 J J J J J J J J J _
ry =y 4+ ksry — ke (wiH — 2wy +2w;_y — wi72> — ky (Tz’+1 —2r; + 711;1) =0,
., e . . . +1 .
y, de esta ecuacion, como los datos iniciales son conocidos, se despeja 77 A y se tiene
J+1 _ J J J J J J J
ri = ksr; + kg (wi+2 —2w; | +2w;_; — wi_2> + ky (TZ»_H + 7’1-_1) (37)

con ks = 1 —2kg — 2k7. Obsérvese que en , se utilizan para el j—ésimo paso del tiempo cuatro
valores de la deflexion lateral entre los puntos ¢ — 2 e i + 2, y tres valores del angulo de corte
entre los puntos i — 1 e 7 + 1. Asi, es una formula de dos niveles.

Las ecuaciones y son las ecuaciones generales para calcular las soluciones aproxi-
madas de la deflexion lateral w! y el angulo de corte 7.

En lo que resta por calcular, se seguiran usando aproximaciones por diferencias finitas para
las derivadas parciales que se necesiten, para encontrar relaciones numeéricas que representen las

condiciones de frontera y .

Figura 3: Porcién de malla que muestra los nodos usados en (37)).

e Paraw=0en x=0: ‘
0 =w(0,t) = w(0, ) = wy,
es decir, se tiene para cada j =1,2,--- , M — 1

e Paraw, +r=0en z=0:

i —
0=wglo+7)o=—""—
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de donde, para cada j =1,2,--- , M — 1, sigue que
w{—w%—i—hrgzo,

pero como w} = 0, entonces, para cada j = 0,1,---, M — 1, se obtiene

e Paraw=w,+renz=0:

Ozw{—{—hré, pueswézO,jzl,?,"-,M—l.

Verificando que 0 = 0, pues w{ = —hrg,j =1,2,--- , M —1.
e Para (wy+r),=0enz=1L,le, Wy +7,=0,enz = L:

wac.r|L+Tx’L :O7j = 1727”' 7M_ 1.
A partir de lo cual, para cada j = 1,2,--- , M — 1, se obtiene

J J J J
w9 — 2wy, +wy_y n "L T,
h? h o

lo que permite encontrar para cada j =1,2,--- , M — 1

wi+2 - 2“’% + wi—l =—h ("%H - T'JL) :
e Para (wy+ 1), =0enxz =1L, ie., Wygs + 720 =0, en x = L:
wJJLUCL"L +rxx’L = 07.7 = 1727' te 7M - L

Entonces, para j =1,2,--- , M — 1, sigue que

J - J J o J 9. J
Wy o — 2wy g+ 2wy —wy_, +TL+1 2rp + 1y

=0.
2h3 h?
Se concluye que, para j =1,2,--- , M — 1, se tiene
w%+2 - 2w%+1 + 2“&—1 - w%—z =—2h (%H - 27{ + 7”%—1) :

e Para (w; + 1), = (Wg +7),, en & =L, ie., Wyp + T4 = Wyge + Tzz, €0 & = Lt
J J J J J
wy g — 2wy, Fwy_y L T

h? h

_ij+2_2ij+1+2ij71_wJL72+7“JL+1_27¢]L+70]L71 =01 . M—1
= oh3 n2 R |

Para cada j =1,2,--- , M — 1, se obtiene

2h(wiJrl — Qwi + wJLAfl) + 2k (T]L+1 — TJL)

= Wlyp = 2Wi 2wy —wy_y+2h(r = 2rp 417 y).

Todas estas condiciones de frontera, expresadas en diferencias finitas para los valores de
i1=1,2,--- , N=1yj=1,2---, M—1, permitiran poder calcular cada solucién wg y rg, siempre
que sean conocidas las condiciones iniciales wo(z), wi(z) y ro(z) dadas en (f]), y, ademas, sean
conocidos la longitud de la viga x = L y el tiempo t =T
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8. Conclusion

Con respecto al estudio numérico del presente modelo, a partir de los resultados presentados
en la Seccién 2, con el soporte de los métodos numéricos, y, especificamente, con el uso del mé-
todo de diferencias finitas, que permite trabajar con aproximaciones para las derivadas parciales
de diferentes 6rdenes, se logré construir un esquema numérico para la soluciéon aproximada del
problema de Cauchy abstracto, equivalente al modelo estudiado, sobre un dominio discretizado.
Posteriormente, al hacer el analisis cualitativo del esquema aproximado, investigando las propie-
dades del radio espectral de la matriz de amplificacién de errores, se demostré que el esquema
numeérico es estable. Asimismo, se prob6 que el esquema numérico es consistente, y, gracias al
teorema de equivalencia de Lax, se demostro la convergencia del esquema numérico propuesto.
Finalmente, se obtuvieron férmulas ntmericas generales para la deflexion lateral y el angulo de
corte.
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