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de Funciones KL.

Erik A. Papa Qui'roz y Jose L. Huaman Naupa

Resumen: Se introduce un algoritmo de punto proximal inexacto utilizando cuasi-
distancias para dar solucién a un problema de minimizacién en el espacio Euclideano.
Este algoritmo ha sido motivado por el método proximal introducido por Attouch
et al. [1] pero en este caso consideramos cuasi-distancias en vez de la distancia Eu-
clidiana, funciones que satisfacen la desigualdad de Kurdyka-Lojasiewicz, errores
vectoriales en el residual del punto critico de los subproblemas proximales regula-
rizados. Obtenemos bajo algunos supuestos adicionales la convergencia global de la
sucesion generada por el algoritmo a un punto critico del problema.
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Inexact Proximal Point Method Using Quasi-Distances for Optimization of KL
Functions.

Abstract: An inexact proximal point algorithm using quasi-distances is introduced
to give a solution of a minimization problem in the Euclidean space. This algorithm
has been motivated by the proximal method introduced by Attouch, Bolte and Svai-
ter [I] but in this case we consider quasi-distance instead of the Euclidean distance,
functions satisfying the Kurdyka-Lojasewicz inequality, vector errors in the critical
point of the proximal subproblems. We obtain, under some additional assumptions,
the global convergence of the sequence generated by the algorithm to a critical point
of the problem.
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1. Introduccion

El Algoritmo de Punto Proximal (APP) presentado en los anos setenta por Martinet [10],

y posteriormente muy estudiado por Rockafellar [I5] con el objetivo de encontrar ceros de ope-

radores mondtonos con la propiedad de maximalidad, surgié inicialmente para encontrar una
solucién del problema

min{f(z): x € R"}, (1.1)

donde f : IR" — IR es una funcién convexa. El APP genera una sucesién de puntos {z*}
mediante el siguiente paso iterativo: sea 20 € IR™ un punto inicial y dado z*, se obtiene el

siguiente punto z**1 satisfaciendo la condicién:
k+1 s )‘k k112 n
T :argmm{f(x)—l—?H:c—x || : 2 e R"}, (1.2)
donde A; > 0 es el pardmetro de regularizacién, ||.|| denota la norma Euclidiana y la notacién

k+1 es un punto de minimo global de f(x) + A—;Hx — 2%]|? en todo el

arg min nos dice que x
espacio IR". Si la sucesién {\;} cumple la condicién >/ °9(1/A\g) = 400, es posible demostrar
que {f(z*)} converge al valor infimo de f; y si ademds el conjunto formado por todas las
soluciones 6ptimas no es vacio, entonces {l‘k} converge a una solucién éptima del problema. vea
Giiler [5].

Para aplicaciones del (APP) en Teorfa de la Computacién [16], Economia (eleccién del con-
sumidor, funciones de utilidad) [6, 9] y Ciencias del Comportamiento (que incluye Inteligencia
Artificial, Ciencias Administrativas, Procesos de Decisién, Filosofia, Psicologia, Ciencias Politi-
cas, Sociologfa, entre otras) es necesario considerar la no convexidad de la funcién f como
también sustituir la norma Euclidiana ||z — 2*71|| en por una cuasi-distancia q(z, z*~1),

ver por ejemplo [2, 4] [7, 8 [17]. Asi, es de actual interés estudiar el APP usando cuasi-distancias:
k+1 . Ak 9 k n
x :argmln{f(x)—F?q (x,2"%):x € R"}. (1.3)

La convergencia de la sucesién {z*} generada por la iteracién fue estudiada por la
primera vez por Moreno et al. [I1] y los autores probaron que si f satisface la condicién de
Kurdyka-Lojasiewicz (KL) sobre el conjunto de puntos criticos entonces toda sucesién acotada
{z*}, converge a un punto critico del problema.

El 2015, los investigadores Bento y Soubeyran [3], motivados por los trabajos de Attouch [I]
y Moreno [I1] presentaron una versién inexacta de un algoritmo de suficiente descenso usando
cuasi-distancias (donde el APP con cuasi-distancias es un caso particular) dado por la siguiente

iteracién: Para k = 0,1,2,3,..., dado el punto actual z¥ € IR™, obtener un punto z**! y
©**1 € IR" satisfaciendo

F@* ) < f(@*) = Aega (1= 0)D(g(a®, 2M1)) (1.4)
¢k+1 c af($k+1) (1_5)

P € g(ak, ) (a5 ) (1.6)

" M| < b (g (2, ™)) [, (L.7)

donde I : [0,400) — [0, +00) satisface algunas condiciones adecuadas definidas en (2) y (3) de
Bento y soubeyran [3], o € (0,1), 0 denota la subdiferencial en el limite de f. Asumiendo que
la sucesién {z*} es acotada, f satisface la condicién de la desigualdad de Kurdyka-Lojasiewicz,
los autores probaron que la sucesion converge a un punto critico de f, estudiaron la tasa de
convergencia de la sucesion e introducen una aplicacion en Ciencias del Comportamiento.
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En este trabajo introducimos una iteracién inexacta del método del APP usando cuasi-
distancias que considera errores vectoriales; para k = 0,1,2,..., dado z*¥ € IR", encontrar
zFtl € R™ y oF*+1 € IR™ satisfaciendo

Flaktly < fak) — 2ig(ak, b+
Pt e af ()

|le" | < oq(ak, am ), (1.10)
donde
ek-i—l — (pk-i-l + )\k+1q(.%'k,1'k+l)'¢k+l, (1.11)
>0y
YL e dg(ak, ) (2P ). (1.12)

Para diferenciar nuestro trabajo del articulo de Bento y Soubeyran [3], realizaremos una
comparacién de los dos algoritmos. Observamos inicialmente que las condiciones y
son diferentes, sin embargo, una condicién suficiente y bien dificil de probar en cada iteracién
para que exista una relacién estrecha entre ambas es que se cumpla que \g||[vFl| > 1, 0 < 1
and {\;} sea acotado inferiormente. En efecto,

|’€k+1”2 — H‘karl + /\k+1q($k7xk+1)wk+1||2 < 0,2q(xk7xk+l)2

< (2 + glat, 241)?)
< (R + [Meaalat, 2k ),

Como o < 1, entonces aplicando el Lemma 4.1 de Attouch y Bolte [I]
1" < MApag(a®, | [,

Como {\;} esté acotado, obtenemos . Asi, podemos concluir que los algoritmos inexactos
propuestos por Bento y Soubeyran [3] y el algoritmo propuesto en este articulo son, en general,
diferentes.

En este articulo estudiamos las propiedades de convergencia del APP inexacto dado por
- (1.12)) y asumiendo propiedades sobre la funcién objetivo de ser propia, semicontinua inferior,
coerciva y que se satisfaga la desigualdad de Kurdyka-Lojasiewicz, probamos que la sucesién
generada por el algoritmo converge a un punto critico de la funcién.

El principal aporte es la introduccion de un nuevo error en métodos de punto proximal
con cuasi-distancias con su respectivo analisis de convergencia para funciones que satisfacen la
condiciéon de Kurdyka-Lojasiewicz.

Este articulo estd organizado de la siguiente manera: En la Seccion [2] presentamos los ele-
mentos tedricos bdsicos necesarios para una lectura adecuada del articulo. En la Seccién [3] el
problema de optimizacién y sus hipdtesis son introducidos, como también, el algoritmo proximal
y sus propiedades tedricas de convergencia. En la Seccién [] presentamos las discusiones y en la
Seccién [5f las concluisones de la investigacion.
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2. Resultados Basicos

En este articulo IR"™ denota el espacio Euclideano, esto es, el espacio vectorial real n-
dimensional dotado con la norma ||.|| inducida por el producto interno canénico (, ), esto es,
— 1/2
] := (@, )"
Definicién 2.1 Sea C C IR" no vacio. Se dice que C es un conjunto convexo si para cualquier
x,y € C se tiene

[z.y] :=={az+ (1 —a)y; a €0,1]} C C.
Definicién 2.2 Dada una funcion f: IR" — IR U {£oo}

1. El dominio efectivo (llamado también dominio) de f, es definido por domf := {x € IR" :
f(z) < oo}

2. f es propia si:

a) domf # ();
b)YV xedomf: f(xr)>—o0

l

3. f es semicontinua inferior en z* si para toda sucesion {x'} C IR" tal que lim ' = z*

l—+o0
se obtiene

f(Z) < liminf f(z).

l—+o00

La funcion f es semicontinua inferior (en IR") si es semicontinua inferior en todo punto
de IR".

Definicién 2.3 Dado a € IR. El conjunto de nivel inferior de una funcion f : R™ — IRU{£o0},
es dado por

Li(a) ={x € R"; f(z) < a}.

Definicién 2.4 Decimos que una sucesion {z*} en X C IR™ es critica (con respecto al conjunto
X)) si:

lim || 2" |= +o0 o lim2f=2eX - X.
k—o0 k—o0

La funcién f : X C R™ — IR U {£o0} es coerciva en X si para toda sucesion critica {z*} se
tiene
lim supf(z¥) = 400,

k—00

donde
lim su fL‘k = inf su ZCk .

Corolario 2.1 ([12], pdgina 38). Dado un conjunto no vacio C y f : C C R® — IR. Si f es
coerciva y semicontinua inferior en C, entonces existe un punto de minimo global de f en C.

Teorema 2.1 ([1]], pdgina 9). Sea f : IR™ — IR una funcién, los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) f es semicontinua inferior sobre IR™;
ii) epi(f) es cerrado en IR™ X IR;

i) Vo € IR el conjunto Ly(a) es cerrado en IR".
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Definicién 2.5 Sea f: R" — IRU {+00} una funcion propia semicontinua inferior y z € IR"

(1) El subdiferencial de Fréchet de la funcion f en el punto x, denotado por 5f(x), es el
conjunto de puntos s € IR", tales que

_ _ o 2y =2l _
fy) = f(@) + (s,y = 2) + (lly — x]) donde éii =z "

o equivalentemente

lly—=l|
y%x

{s e R": hm inf {W=L@)—{sy=a) 5 , stz € domf
0, st x & domf

(2) El subdiferencial en el limite de f en x € IR", denotado por Of(x), es definido como sigue
of(x) :== {s € R":3z" -z, f(a¥) = f(x),s" € §f(3;k) — s}.

Observacién 2.1 Para una funcion f : B" — RU {400} y un punto T donde f(&) < +o0, los
conjuntos O f(Z) y@f( ) son cerrados, 8f( ) es convero yaf( ) C Of(z).

Proposicién 2.1 ([T}, ejercicio 10.10 pdagina 431) Si f1 es localmente Lipschitz continua en
z, fa es semicontinua inferior y propia con fo(Z) finito, entonces

O(f1+ f2)(x) C 0f1(Z) + 0 f2(Z).

Proposicién 2.2 Si f : R" — IR U {+o0} tiene un minimo local en * € domf entonces

0€0f(7).

Lema 2.1 ([13], Lema 2, pdgina 44) Dadas {v*}, {\F} y {B*} tres sucesiones de valores reales
no negativas satisfaciendo la desigualdad

Uk < (1 +)\k)7)k_1 +Bka

donde Y125 BF < 400 y SF2 NP < oo, Entonces, {vF} es convergente.

2.1. Cuasi-Distancia

En esta subseccion se presenta el concepto de cuasi-distancia y algunas de sus principales
propiedades.

Definicion 2.6 Sea X un conjunto no vacio del espacio Fuclidiano IR™. Una aplicacion q :
X x X — IRy es llamado una cuasi-distancia en X si para todo x,y,z € X

(1) q(z,y) = q(y,z) =0 =z =y.

(2) q(z,y) < q(z,2) +q(z,9).

En todo este articulo, consideremos la siguiente condicion sobre la cuasi-distancia: existen
constantes positivas a y § tal que

allz —yl| < q(z,y) < Bllz —yll. (2.13)
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Proposicién 2.3 ( Moreno [11], Proposicion 3.6) Sea q : IR" x IR" — IRy una cuasi-distancia
que verifica . Entonces para cada zZ € IR" las funciones q(z,.) y q(.,Z) son Lipschitzianas.

Proposicién 2.4 (Moreno [11)], Proposicion 3.7) Sea z € IR". Si q verifica entonces
?(2,.) vy ¢*(., Z) son funciones localmente Lipschitz continua sobre IR™.

Proposicién 2.5 (Moreno [11)], Observacion 5) Sea z € IR™. Si q wverifica entonces
@?(2,.) vy ¢*(., Z) son funciones coercivas.

Lema 2.2 (Moreno [11], Lema 3.8) Sea z € IR" y A > 0. Si f : R" — IRU {400} es acotada
inferiormente y ¢*(2,.) es una funcién coerciva, entonces la funcion f + \¢*(z,.) : R" —
R U {+o0} es coerciva.

3. Algoritmo Proximal Inexacto
Consideremos el siguiente problema de optimizacion:
min{f(z): x € R"}, (3.14)
donde la funcién f: R" — IR U {400} es extendida y satisface las siguientes condiciones:
(H1) f es propia y semicontinua inferior.

(H2) f es coerciva, esto es, lim f(x) =400
||| =00

(H3) ¢: IR" x IR" — IR es una cuasi-distancia satisfaciendo: existe un a > 0y £ > 0 tal que
allr —y|| < q(z,y) < Bllz —yll. (3.15)

3.1. Algoritmo Proximal Inexacto (API)

Sea ¢(.,.) una cuasi-distancia definida sobre IR" satisfaciendo la hipétesis (Hs) y f una
funcién objetivo del problema (3.14)) satisfaciendo las hip6tesis (H1) y (H2).

Inicializacién: Elegimos una sucesién acotada de pardmetros positivos {A;}, un valor real
o > 0 y de forma arbitraria tomamos un punto de inicializacién

2% € R". (3.16)
Paso Primcipal: Para valores de k = 0,1,2, ..., dado ¥ € IR™, encontrar (zFT1 o*+1) ¢

IR™ x IR"™ tal que

Ak
fl@* ) < fa*) - TﬂqQ(wk’ 2t (3.17)
A= 8f(xk+1) (3.18)
14| < oq(a®, 2™ (3.19)
donde

ekJrl — ()OkJrl + )\k+1q(xk7xk+1)¢k+1 (320)

y ¥F € Og(a®, ) (2" ).

Criterio de Finalizacién: Si zF*! = 2% 0 0 € 9f(2F*1), entonces finalizar. Si no se satisface
el criterio anterior, actualizar k < k + 1 e ir al Paso Principal.
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3.2. Existencia de los iterados

karl’ k+1)

Teorema 3.1 Bajo las hipdtesis (Hq)-(Hg), para cada k, existen ( satisfaciendo

(5.17)-(3-20), esto es, (API) estd bien definido.

Demostracién. Dado z* € IR" y considere el problema min{f(x) + %q%xk,x) cx € R"}.
De la semicontinuidad inferior de f y ¢?(z*,.), y la coercitividad de f tenemos que existe z¥*!
tal que

¥

A A
FEh) + ZRR M) < flo) + TR R ),

para todo x € IR". Tomando z = z* tenemos (3.17). Por otro lado, de la condicién de optimali-
dad, véase la Proposicién tenemos que.

0ed <f(.) + %q%x’f, .)) (z**1).

Por la Proposicién se obtiene (3.18)), (3.19) y (3.20) con e*+1 = 0.

3.3. Propiedades de convergencia para el caso general

Proposicién 3.1 Bajo las hipdtesis (Hy), (Hz), (Hg), 0 < A_ < A\py1 < Ay y si el algoritmo
no finaliza tenemos que la sucesion {z*} generada por (API) satisface:

(i) {f(z*)} es una sucesion convergente.
(ii) q(xF,x*+1) converge a cero.
(iii) {x*} es una sucesion acotada.
(iv) Si z% converge a T, entonces {x*i*1} converge a .
Prueba.
(i) De (3.17) tenemos

f(.%'k+1) < f(l’k) . %q2(kaxk+l)'

Dividiendo por Agy1 y asociando tenemos

1

1
(1/2) ¢*(a*, a") < —— f(a") — —f(a"*). (3.21)
k41 Ak+1
Por lo tanto, de (3.21]) tenemos:
P < f(5). (3.22)

Del Lema [2.1] obtenemos que {f(z*)} converge.
(i) De la acotacién de {A\;}, la convergencia de {f(z*)} y de (3.21) obtenemos

lim q(z®, 2" = 0.
k—o0
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(iii) De (3.22)) obtenemos:
fa®) < f(@),

para todo k = 1,... Asi 2% € L(ao) donde ag = f(2°). Como Ly(ap) es acotada pues f es
una funcién coerciva, entonces se concluye que {z*} es acotada.
(iv) Usando la propiedad de la desigualdad triangular para la norma Euclidiana, tenemos
b+ ] <l = 2l + 2% — gl
Por la condicién se tiene que existe 5 > 0 tal que
b — 2] < Ba(ahs, h) + Jlat — gl
Como ¢q(z*i, 2%+1) converge a cero por item(ii), se tiene {z**1} converge a z.

Para probar que todo punto de acumulacién es un punto critico, introduciremos la siguiente
hipotesis

(H1)': f es propia, semicontinua inferior y continua sobre su dominio domf.

Teorema 3.2 Asumiendo las hipdtesis (Hy)', (Hz), (Hs), y que 0 < A_ < A\, < Ay, cada punto
de acumulacion de {x*}, generada por el (API), es un punto critico de .

Proof. Consideremos Z € IR" un punto de acumulacién de la sucesién {z*}, asf existe {1} tal
que zF — Z y por la Proposicién (iv), 2%*1 — Z. De (3.20) y la desigualdad triangular
tenemos

18] < 1B 4+ Mg, 2B 5] < (04 A aallg® 1) g, 2851, (3.23)

donde la tultima desigualdad viene de . Como ¢(z*,.) es localmente Lipschitz en IR™ en-
tonces dg(z*,.) es localmente acotado, ver Proposicién 9,13 de Rockafellar y Wets [14], entonces
del Lemma 5.1 de Moreno et al. [IT], existe M > 0 tal que |[t)*i+1|| < M, V4. Asi, la desigualdad
anterior implica que ||@*H|| < (o + Ay M) q(2%i, 2% F1). Por lo tanto, existe z¥/+! — 7,
with f(2%F1) — f(Z) y %t — 0 con phitl € 9f(zFi*1), esto implica que 0 € 9f (7). m

3.4. Convergencia para funciones que satisfacen la condicién de Kurdyka-
Lojasiewicz (KL)

En esta subseccién probaremos la convergencia de la sucesién {2*} para funciones que sa-
tisfacen la propiedad de Kurdyka-Lojasiewicz. Nuestros resultados son motivados del paper de
Moreno et al. [I1], Attouch et al. [1] y Bento y Soubeyran [3].

Dado 7 € (0, 400], definamos

K(0,7) :={¢ € C[0,7) N CL0,7) : $(0) =0y ¢'(r) > 0,Vr € (0,7)},

donde C0,7) (respectivamente C1(0,7)) denota el conjunto de funciones continuas sobre [0, 7) (
respectivamente, funciones de clase C! sobre (0,7)). Para 1 < 19 < +00 definimos el siguiente
conjunto

m<f<m={xeR":n < f(x) <n}.
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Definicion 3.1 La funcion f se dice que tiene la propiedad de Kurdyka-Lojasiewicz en T €
dom(9f) si existe un n € (0,400], una vecindad U de T y una funcion concava ¢ € K(0,7), tal
que para todo x € UN [f(Z) < f < f(Z) + 1] la desigualdad de Kurdyka-Lojasiewicz cumple

& (f(@) — [(@))dist(0,0f(x)) > 1 (3.24)

Es facil probar que {f(2*)} converge a infy>q f(z*).
Dado z € IR" y € > 0 fijo, denotamos por By(z,€) = {y € IR";q(z,y) < €}. En particular si q es
la distancia Euclideana, By(x,€) es denotada como B(z,€).

Teorema 3.3 Sea {x*} la sucesion generada por el (API), f es una funcion que satisface (Hy)'
y (Hz2), q es una cuasi-distancia que satisface (Hg), T es un punto de acumulacion de la sucesion
{z*} donde f satisface la desigualdad de Kurdyka-Lojasiewicz. Sea U C IR™ una vecindad de T,
n>0vyd¢:[0,n) = RT una funcién céncava que satisfacen las condiciones de la definicion
de la condicion de Kurdyka-Lojasiewicz. Dados 6 > 0 y r € (0,1) tal que B(i,%) cUy

M =2 (Tif_]‘f))‘)\t) entonces existe un Ny € IN satisfaciendo

f(&) < f(a%) < f(z)+n, para todo k> Ny (3.25)

2 _
\/ ) - f@)] < 5
(3.26)
y .
™ot e B (7,8) con j=1,2,... (3.27)
Ademds, la sucesion {x*} converge al punto critico T y en particular
+00 ) '
Zq(xNOﬂ, Mot < 4o, (3.28)
j=1

Prueba 3.1 Sin pérdida de generalidad suponemos que f(z) := f(z) — infg>o f(2*). Asi, de la
Proposicion (i), obtenemos que kh'm f(zF) =0y ast, existe un ko € IN tal que 0 < f(zF) <
—00

1, para todo k > kq.
Definimos la sucesion real {b*} dado por

1—r

b = gt + (12 )\/f_f<xk>+\/ff<xk—1>+M[¢<f<xk+l>>].

0 es un punto de acumulacion de la sucesion {b*}, de aqui, existe jo € IN tal que para todo j > jo

se tiene by, < 0. Definiendo No = max{k;j,, ko}, las condiciones Y se cumplen.
Observe que implica que N0 € B,(Z,6) y por la hipdtesis (Hg) esto a su vez implica

que zN° € B(Z,5/a) C U. Por lo tanto de tenemos que N0 € UN[0 < f < n] y por la
condicion de Kurdyka-Lojasiewicz se tiene

¢ (f (™)) llp™]] 2 1, con o™ € of(a™).
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Ast,
1
¢'(f(z"0)) > : (3.29)
[lp™ol]
Ahora, de y tenemos que o~ € Of (z¥) y
10" < 1e¥]] + Mg (@, 2) 1", (3.30)
donde V¥ € dq(z*1,.)(a%).
De en obtenemos
0¥ < oq(x" 1, &%) + Apg(a® 1, 2|98 para k=1,2,... (3.31)

Como A\_ < A\, < Ay y del Lema 5.1 de Moreno et al. [11] que afirma |[V*|| < M,k =1,2,...,

se tiene en

l[e®|| < (0 + A M) gz, 2% para k=1,2,... (3.32)
De Y obtenemos para k = Ny

1
(0 + Ay M) g(xNo~t, o)

¢'(f(z0)) > (3.33)

Usando la caracterizacion de la diferenciabilidad de la funcion concava ¢(s) para s,t € (0,7)
tenemos

o(t) — d(s) = &'(t)(t — s). (3.34)
Tomando s = f(x™No+1) y t = f(z™N0) en M tenemos
O(f(@0) = o(F(@™F) = ¢/ (f(@ ) [f (@) = f2™T). (3.35)

De la condicion obtenemos:

S(f(a™0)) = o(f(z"0)) = ¢’(f(xN°))[%ANo+1q2(wN°7IBNOH))]- (3.36)

Usando en

1 2(..No ,.No+1
3ANg+14° (0, zNoth)

¢(f(xN0)) - ¢(f(xN0+1)) 2 (o + Ay M) q(]:NO_l,«TNO).

Factorizando

o(f(2™0)) — ¢(f(zN0r)) >

q(a™o, xNot 1) (;)\No-HQ(l'NO, xNOJrl)) (3.37)

q(aNo=t, zNo) o+ M

Tomando r € (0,1) consideramos dos casos:

N No+1
. q; g(z0,zor)
Caso 1: St o(2No- T 25

> r entonces tenemos que (3.37) implica

o2y < 2 (TERE (7) - (4]
TANg+1

a(zNo,zNott)
q(zNo =1,z No)

Caso 2: Ahora, si <r, entonces

g(a™, 2Nty <rq(a™07 a
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De ambos casos obtenemos

U+)\+M

(™, 20) < g ) 2
T)\N0+1

) (@) — B F(a™ ).

Finalmente como A_ < A\, < X se obtiene

g(@™, ™) <rg(a™07h 2M) 42 (U ;L)\)\M> [6(f(2)) = $(f (™)) (3.38)

Probaremos por induccién que zNoti By(z,6) para j € IN
Para 7 = 1. Por la desigualdad triangular se tiene

g(z,2"0F) < q(7,2™°) + (a0, o).

Usando la desigualdad (3,17) obtenemos

q(@, 2Ny < (7, 2MN0) + \/)\z(f(wNO) — faNot1) <,

donde la dltima desigualdad es debido a , lo cual establece que zNot € B,(z,9).
Supongamos que cumple para Nog + 1,...,Ng + 5 — 1. Probaremos que se cumple para
Ny + 7.

Observemos primero que de forma andloga a lo realizado para el punto V0, podemos verificar
que ) cumple para Nog+1,...,No+ 75— 1 y por lo tanto

No+j—1 No+j—1 o+ A M Vot

P A - N CAR O <M+> > le(f(") = o(f(=* )],

k=No k=N - k=No
Restando a ambas desigualdades el término —r fog}{;‘l q(z*, 2%+1) y usando la no negatividad
de la cuasi-distancia obtenemos

No+j—1
_ o+ A\ M .
(=1 3 alahat*) < e o) 2 (5 (o) — ()
k=N -

Dividiendo por (1 —r) y denotando M = 2 <§ﬂf£) _

No+j—1 , A
> aleh et < (1 )l a) 4 M) o] (339)

1—r
k=Ng

Estamos ahora en condiciones de probar que la propiedadd es verdad para Ng + j.
De la desigualdad triangular, tenemos

q(i’xNo-‘rj) < q(f;,xNo)+q(xNo’xNo+1)+m+q(xNo+j—1’xNo+j)

No+j—1
< q@a™)+ > gk 2t
k=No
< @)+ (o ) e 4 M) ~ o)
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donde la tltima desigualdad es por .
Usando el hecho que —¢(f(zNo+7)) < 0, obtenemos

2 o)+ M8(f ()]

q(z,2") < g(z,2™) + <1 - )
—-T

la cual, de , nos permite concluir la prueba por induccion.
Observe que de cuando j — oo se obtiene . Por otro lado, por (Hg) se tiene
al|zF — kY| < g(aF, 2K 1), combinado con la condicion se tiene

0
Z ka—kaH<+oo.
k=Np

Concluimos que {x*} es una sucesion de Cauchy y por lo tanto {x*} es convergente a T que es
un punto critico seqin Teorema 3.3

4. Discusiones

El presente articulo presenta contribuciones tedricas importantes con respecto a la convergen-
cia del método del punto proximal sustituyendo la distancia Euclidiana por una cuasi-distancia
para la minimizacién de funciones que satisfazen la desigualdad de Kurdyka-Lojasiewicz y com-
plementa los estudios realizados por Bento y Soubeyran [3] ya que presentamos otro tipo de
error y probamos la convergencia de la sucesion generada por el algoritmo propuesto a un punto
critico del problema. Como discutimos en la introduccién estos dos tipos de errores son en ge-
neral diferentes, sin embargo el error estudiado en este articulo es mas natural y especifico para
métodos de punto proximal.

5. Conclusiones

= Se presenta resultados de convergencia del (API) para solucionar problemas de minimi-
zacién donde la funcién objetivo satisface la condicion de Kurdyka-Lojasiewicz y una
condicién de coercividad.

» Este trabajo motiva a investigar si el (API) se puede generalizar para funciones maés
generales.

= En un futuro trabajo se espera estudiar la velocidad de convergencia del algoritmo pro-
puesto como también de generalizar los resultados para una clase mayor de distancias
llamadas w—distancias, ver el articulo reciente de Soubeyran y Souza, [18].
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