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Conectividad algebraica maxima para caminos con resistencia total fija
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Resumen: Se considera el problema de encontrar los pesos en las aristas de un grafo
que maximizan la conectividad algebraica, bajo la restriccion de que la resistencia
total del grafo sea igual a una constante dada. Se da la solucién del problema para
los caminos P3 y Pj. Se propone la conjetura de que en general la solucion estd dada
por una distribucién de pesos invariante bajo automorfismos del grafo.
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Maximal algebraic connectivity for paths with fixed total resistance

Abstract: We consider the problem on finding the edge weights that maximize the
algebraic connectivity of a graph, subject to the condition that the total resistance
remains constant. For the paths Ps; y Py the solution to the problem is given. It is
conjectured that for general graphs the solution is given for weights distributions
that are invariant under graph automorphisms.

Keywords: algebraic connectivity, spectral graph theory, effective resistance, eigen-
value optimization

Recibido: 04/07/2023.  Aceptado: 10/10/2023. Publicado online: 30/12/2023.

(@© Los autores. Este articulo es publicado por la Revista PESQUIMAT de la Facultad de Ciencias Mateméticas, Universidad Nacional
Mayor de San Marcos. Este es un articulo de acceso abierto, distribuido bajo los términos de la licencia Creative Commons Atribucion-No
Comercia-Compartirlgual 4.0 Internacional.(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/) que permite el uso no comercial, distribucién
y reproduccién en cualquier medio, siempre que la obra original sea debidamente citada. Para uso comercial, por favor péngase en contacto
con revistapesquimat.matematica@unmsm.edu.pe

'UAEH, Area Académica de Mateméaticas y Fisica. e-mail: fenixcru.alonso@gmail.com
2UAEH, Instituto de Ciencias Bésicas e Ingenierfa, Area Académica de Mateméticas
y Fisica. e-mail:fmclara@uaeh.edu.mx

11



Alonso Cruz Ortega y Federico Menéndez Conde Lara

1. Introduccion

En este trabajo estudiamos la relacion entre dos cantidades asociadas a un grafo con pesos: la
conectividad algebraica y la resistencia total. Estas dos cantidades constituyen formas distintas
de medir qué tan conectados entre si estan los vértices del grafo. En particular, nos interesa
encontrar la distribucién de pesos 6ptima que maximiza una de las dos cantidades cuando la
otra permanece fija. Encontramos la respuesta a esta cuestiéon para los ejemplos especificos de
caminos con tres y cuatro vértices, y proponemos algunas conjeturas para caminos en general.

En 1973 M. Fiedler acuné el término conectividad algebraica para referirse al segundo me-
nor eigenvalor del laplaciano de un grafo [Fiedler, 1973]. En ese articulo y numerosos trabajos
subsecuentes se han mostrado notables relaciones entre ese eigenvalor y la idea geométrica de
conectividad del grafo. Para los vectores asociados a la conectividad algebraica, Fiedler usé el
término wvaluaciones caracteristicas del grafo. En la literatura es comun referirse a la conecti-
vidad algebraica y a las valuaciones caracteristicas como walores Fiedler v vectores Fiedler, de
manera respectiva. Estos objetos matematicos han sido objeto de un gran interés desde enton-
ces, tanto desde el punto de vista tedrico como por numerosas aplicaciones que han surgido
en situaciones diversas. Referimos a las resenas [Abreu, 2007, Mohar, 1992] para un panora-
ma histérico del estudio de la conectividad algebraica. Entre las aplicaciones podemos mencio-
nar por ejemplo en su uso en sistemas computacionales: el agrupamiento espectral en andli-
sis de datos [Blum et al., 2020, [Pavia and Steinerberger, 2021], la segmentacién de imégenes
[Shi and Malik, 2000, los procesos paralelos [Simon, 1991], asi como también trabajos en evolu-
cién bioldgica [Nikoloski et al., 2010], en neurociencias [Buldi and Porter, 2017], y en transporte
aéreo [Wei et al., 2014]. En general, los valores y vectores Fiedler resultan de interés siempre que
haya una red de nodos interconectados para los que se quiera entender la robustez de su conec-
tividad desde un punto de vista global.

Un poco después de haber introducido la nocién de conectividad algebraica, el mismo M.
Fiedler extendié la definicién para incluir grafos con pesos [Fiedler, 1975], y en [Fiedler, 1990]
defini6 la conectividad absoluta de un grafo como el méaximo valor que puede tomar la conec-
tividad algebraica de un grafo bajo la restriccién de que la suma de los pesos de sus aristas
permanezca constante. De manera més precisa, la conectividad algebraica absoluta a de un
grafo G estd dada por

a(G) = max {AQ(G;W) 1> wiy = #E} , (1)

donde Xy es la conectividad algebraica del grafo con pesos (G;w), w; ; es el peso en las arista
{vi,v;} y #FE es la cantidad de aristas del grafo. En esa misma referencia, se resuelve el problema
de encontrar la conectividad algebraica absoluta para arboles (grafos sin ciclos), y se encuentran
los pesos para los que se alcanza el maximo. También, Fiedler demostré que la distribucién de
pesos para los que se alcanza a(G) = A2(G;w) son invariantes bajo automorfismos para todo
grafo. Como una consecuencia especifica, la conectividad absoluta algebraica de un ciclo es igual
a la conectividad algebraica del ciclo sin pesos.

Calcular la conectividad algebraica absoluta corresponde a maximizar el segundo eigenvalor
del laplaciano del grafo, bajo la condicién de que la suma de los pesos sea igual al nimero de
aristas. Esto es lo mismo que pedir que

A (Giw) + -+ M(Gsw) = X2(Q) + - + M(G)

puesto que la traza del laplaciano de un grafo (con o sin pesos) es igual a la suma de los grados
de sus vértices, lo que a su vez es igual al doble de la suma de los pesos de las aristas. Esto
es, encontrar la conectividad algebraica absoluta equivale a maximizar el eigenvalor Ag sujeto
a la condicién de que la suma de todos los eigenvalores permanezca constante. En este trabajo
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consideramos el problema analogo de maximizar Ao para graficas conexas, bajo la condiciéon de
que lo que permanezca constante sea la suma de los reciprocos de sus eigenvalores positivos

1 P 1 1 R 1
A2 (G;w) M(Giw) Ao A
Esta cantidad, conocida como el indice de Kirchhoff, es igual a la traza de la pseudo-inversa de
Moore - Penrose del laplaciano del grafo. En [Klein and Randic, 1993], Klein y Randic probaron
que el indice de Kirchhoff y la resistencia total del grafo estan relacionadas por la identidad

RGO =n> 1 )
j=2""

donde n es el nimero de vértices. De este modo, nuestro problema de interés consiste en opti-
mizar la conectividad algebraica Ao, manteniendo la resistencia total constante. La resistencia
total de un grafo conexo se define como la suma de las distancias entre los vértices del grafo,
con respecto a una meétrica conocida como la métrica de resistencia efectiva. Esta métrica se
originé en el estudio de circuitos eléctricos [Doyle and Snell, 1984], y tiene la peculiaridad de
que se reduce al agregar aristas o aumentar pesos en ellas. Esto es, la distancia se reduce al
agregar aristas o aumentar pesos, por lo que resulta un a métrica natural en situaciones en
las que mads conectividad debiera significar menor distancia. En vista de ello, esta métrica se
ha estudiado en situaciones diversas como estructuras moleculares [Babi¢ et al., 2002], diseno
de rutas aéreas [Yang et al., 2019], geometria discreta [Devriendt and Lambiotte, 2022], agrupa-
miento de redes [Alev et al., 2018], entre otros. La extensién de la métrica de resistencia efectiva
a conjuntos infinitos juega un papel importante en la construccién de laplacianos en fractales au-
tosimilares [Kigami, 2001}, [Strichartz, 2006] y en gréficas infinitas [Jorgensen and Pearse, 2010].
En [Ghosh et al., 2008] se consideré el problema de minimizar la resistencia total sujeta a la
condicién de que la suma de los pesos del grafo permanezca constante.

En este trabajo planteamos la cuestion de maximizar la conectividad algebraica de un grafo
sin modificar su resistencia total. Los resultados principales, referentes a caminos, estan con-
tenidos en la seccién [5} En la seccién 2] introducimos la notacién y los conceptos bdsicos que
usamos en el resto del trabajo. En la seccion [3| presentamos algunos resultados fundamentales
sobre valores y vectores Fiedler, y en la seccién [4.1] damos la definicién y algunas propiedades
de la métrica de resistencia efectiva.
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2. Preliminares

En esta seccién presentamos las definiciones béasicas y la notacién que usaremos en el resto
del articulo.

Un grafo G esta formado por un conjunto de vértices V = (vy,...,v,) que siempre consi-
deraremos ordenados, junto con un conjunto de parejas no ordenadas de vértices (las aristas
del grafo). Al conjunto de aristas lo denotamos por E. En las aristas del grafo pueden asignarse
pesos mediante una funcién w : E — RT, donde escribimos w; j = w({v;, v;}). La pareja (G;w) es
un grafo con pesos. Por grafo sin pesos nos referiremos al caso cuando w; j = 1 para toda artista.
Denotamos por P, al camino de n vértices, es decir el grafo con vértices (v1,...,v,) y aristas
{{vi,vit1}}1=". Enfatizamos que los vértices de P, siempre los ordenamos de modo que van de
un extremo al otro por vértices conectados. A los pesos de P, los denotamos por ¢; = wj 41,
como se ilustra en la figura [I} También usaremos la notaciéon r; = 1/¢;, lo que corresponde a
las distancias entre los vértices consecutivos v; y v;+1 respecto a la métrica de resistencia (ver

seccion .

Figura 1: El camino P, con pesos.

Denotamos por ¢(V') al espacio de funciones definidas en los vértices V' y valores reales. Para
x € L(V) escribimos z = (z1,...,2,) donde z; = z(v;). En (V) consideramos el producto
interno usual <x, y> =x1y1 + - + TpyYn. Escribimos = L y para expresar que los vectores x y y
son ortogonales respecto a ese producto interno.

El laplaciano de un grafo con pesos (G;w) es el operador en ¢(V') dado por

(Lown)j= Y, wigle —aj).

{Ui,’l)]'}EE

De manera equivalente, el laplaciano es el operador auto-adjunto determinado por la forma
cuadratica

<LG,wazja:> = Z wi j(x; — xj)2.

{Uiﬂ}]‘}EE

Cuando sea claro del contexto cudl es el grafo en cuestion, lo omitiremos del subindice escribiendo
L, en vez de Lg,,. Si omitimos w en el subindice nos estaremos refiriendo al grafo sin pesos.

Para todo grafo con pesos, el laplaciano es un operador singular, no-negativo definido. El
vector constante J = (1,1,...,1) es siempre elemento del kernel. Denotamos a los eigenvalores
del operador Lg,, por 0 = A (G;w) < Xo(Giw) < --- < A\ (G;w), omitiendo la dependencia de
G y w cuando no sea necesario especificarlos.

La pseudo-inversa de Moore-Penrose de L, que denotamos por L} estd definida por la
condicién de que L} L, = L, L} sea la proyeccién ortogonal sobre (Ker L, )", que en el caso de
grafos conexos es igual a J=*.
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3. La conectividad algebraica

Por el teorema de Courant-Fischer-Weyl la conectividad algebraica es igual a

Lgox,x
A2(G;w) = min <G’w7>
xzlJ <1‘7 :L’>
El cociente del lado derecho es el cociente de Rayleigh de Lg,, evaluado en el vector x. Hechos
bien conocidos que se siguen de eso son que Ay > 0 si y solo si el grafo es conexo, y que A2 no
puede decrecer si se agregan aristas o si se aumentan pesos.

Se conocen algunas condiciones que deben cumplir los dominios nodales de los eigenvectores
del laplaciano (esto es, subgrafos conexos en los que el eigenvector no cambia de signo) e.g.
[Fiedler, 1975, Kirkland and Fallat, 199§]|. Para el caso particular de vectores Fiedler en caminos
P,, con pesos se tiene la siguiente condicion:

Proposicién 3.1. Si u es un vector Fiedler de (P,;w), entonces u es mondtono (creciente o
decreciente).

La siguiente proposicién describe los vectores Fiedler para caminos con un ntmero par de
vértices y distribucién simétrica de sus pesos y nos serd muy util para maximizar la conectividad
algebraica de Pj.

Proposicién 3.2. Supongamos que en (Pp;w) los pesos {ci,...,cn_1} son simétricos, en el
sentido de que ¢; = cp—; para todoi=1,...,n—1. Siu= (z1,...,x,) es un vector Fiedler para
(Pn;w) entonces
a:j+mn+1_j:0, j=1...,n.
Demostracion. Sea L, el laplaciano para (Pp;w), y « un vector Fiedler. Definimos un nuevo
vector ¥’ = (z7,...,;,), donde %, = T 41— ;.
Adoptando la convencién ¢y = ¢, = 0 se tiene para todo j = 1,2,...,n que

(LW‘T/)j = Cj—l(x;' — x;fl) + Cj(x; — x;-Jrl)
= Cn—j+1(Tn—j1 = Tn—jt2) + Cn—j(Tn—jt1 — Tn-1)
= (L@)n—j+1
= A2 Tnq1-j
=)\ ac;

De este modo, se observa que x’ es eigenvector para Ag. Como la matriz laplaciana del camino
es una matriz tri-diagonal simétrica, sus eigenvalores son simples. Se sigue que la multiplicidad
de la conectividad algebraica es 1 y por lo tanto 2’ y z son vectores linealmente dependientes.
Pongamos que 2’ = az. Esto implica que z,41—; = axj, y como las entradas del vector x no
pueden tener signo constante, necesariamente a < 0. Al ser x eigenvector no constante de L, se
tiene que

0:m1+...+xn

%
= (1 + Oé) ij.
j=1

Pero las entradas x; en la suma tienen todas el mismo signo, por lo que se concluye necesa-
riamente que o = —1 de donde se sigue el resultado enunciado. O
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De las proposiciones y se sigue que los vectores Fiedler de (P, ;w) son antisimétricos
respecto a la arista central, son mondétonos crecientes o decrecientes y no se anulan en ningiun
vértice.

4. La métrica de resistencia efectiva

Sea (G;w) un grafo conexo con pesos cualquiera y sea U C V un subconjunto de sus vértices.
Dado = € ¢(U) existe un unico vector & € ¢(V') que coincide con = en U para el que L,v se
anula para todo v € V'\ U. Al vector Z se le conoce como la extension arménica de .

Definicién 4.1. Dados v; y v; vértices distintos en (Gyw) y U = {v;,v;}, sea h € £(V) la
extension armonica de la funcion h € {(U) dada por h; =1, hj = 0. Definimos

r(vi,v;) = (Loh); ' = (Lyh, h) .

A r(vi,vj) se le conoce como la métrica de resistencia efectiva entre el par de vértices

Puede verificarse que r(-,-) define en efecto una métrica (e.g. [Kigami, 2001]), desde luego
adoptando la convencién de que r(v;,v;) = 0 cuando ¢ = j. Existen diversas formulaciones
equivalentes para esta métrica, una de las cuales estd dada en términos de la pseudo-inversa. En
concreto, la resistencia efectiva puede escribirse como la forma cuadratica

r(vi,v5) = (L5 (Xi — X5)> Xi — Xj) (3)

donde i es la funcién indicadora del vértice vy.

Definicion 4.2. La resistencia total de un grafo con pesos es la suma de las distancias, respecto
a la métrica de resistencia efectiva, sobre todas las parejas de vértices del grafo. Esto es

R(Giw)= ) r(vi,vy).
{vi,v;}
Enfatizamos que en la definicién anterior la suma se toma sobre todas las parejas de vértices
del grafo, y no solo entre parejas de vértices conectados.

Usando la relacién , en [Klein and Randic, 1993] se demostré la igualdad

n

1
R(Gyw) = nz m

j=2
Notemos que la suma en el lado derecho de la igualdad, el indice de Kirchhoff, es la traza de

: +
la pseudo-inversa L.

El siguiente resultado fundamental es bien conocido (ver e.g. [Doyle and Snell, 1984]) y nos
permite calcular la resistencia total de los caminos P, de forma directa y simple. Incluimos la
prueba con fines de autoreferencia en la exposicién.

Teorema 4.3. Sea G un grafo formado por dos subgrafos I'y y 'y que tienen un tinico vértice
en comiun v. Supongamos ademds que ningin vértice en I'1 \ {v} comparte arista con ningin
vértice de T'a \ {v}. Si w; es un vértice en I'j para j = 1,2, entonces

r(wi, w2) = p1 + p2,

donde p; es la distancia dada por la métrica de resistencia efectiva en I'; entre los vértices w; y
v.
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Demostracion. Para j = 1,2, sea ¢; arménica en G\ {wj,v}, y con pj(w;) =1y ¢;j(v) = 0.
Notemos que ¢1 se anula en I's y @9 se anula en I';. También se tiene, de la definicién que

pi = (L) (wy) ™
Buscamos una funcién ¢ de la forma

P = a1p1 + aps,

con «a; constantes, que sea armonica fuera de {wy,ws}. Para ello, basta que sea arménica en v,
y notando que

(L) (v) = a1 (Lp1)(v) + aa(Lp2)(v)

podemos tomar

Observando que 9 (w;) = ¢, se sigue que la funcién ¢ definida por

P — a9

Q] — Qo

gp:

es la extencién arménica en G de la funcién p(w;) =1y ¢(w2) = 0.

De lo anterior se obtiene

(Lp)(wy) = (j;ﬁ)_(g;)
_ on(Lepr)(wr) + aa(Lgpa) (wr)
a1 — Qg
_ (L) (wn)
oy —ay

Sustituyendo por las resistencias respectivas, tenemos que

11
1 __ _P1pP2
-1 1
r(wy,w e
(w1, w) p1 + p2
de donde se concluye que r(wy,ws2) = p1 + p2, como se queria demostrar. ]
Corolario 4.4. Sea (Py;w) un camino con pesos {c1,...,cn—1}, y sean v; y vj dos vértices de

P,, con i < j. La distancia entre v; y v; es igual a la suma de las distancias entre vértices
adyacentes. En concreto

7j—1 7—1
1
r(vi,v;) = — = Tk
Ck
k=i k=i
Demostracién. Inmediato del teorema por induccién sobre n. O
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5. Conectividad algebraica en caminos

De manera similar a , definimos

4(@) = méx Do(Giw) | R(Gw) = R(G)}. (4)

Proponemos la conjetura de que, como sucede para la conectividad algebraica absoluta,
el maximo en se alcanza siempre para distribuciones de pesos que son invariantes bajo
automorfismos de la grafica. Abajo calculamos este méximo para dos ejemplos, los caminos P y
Py, mostrando que en esos casos se cumple lo propuesto. El cédlculo del primero de esos caminos
resulta considerablemente mas sencillo que el segundo, y no parece en general plausible encontrar
de manera explicita el valor de a(P,) para n en general.

De la definicién de resistencia efectiva, se sigue que r(v;, vj) es inversamente proporcional a
multiplicacién de todos los pesos del grafo por una constante. Se tiene entonces que en general

R(G;cw) = %R(G; w).

Por lo tanto, para toda gréfica con pesos (G;w) se tiene que el producto A(G;cw)R(G;w) no
depende de c. El problema de determinar @ es entonces equivalente a maximizar dicho producto.

El resultado para Pj estd dado a continuacion.

Teorema 5.1. Consideramos (Ps;w) con pesos {c1,ca} que satisfacen la igualdad

1 1
— 4+ — =2
C1 C
Entonces
A2(Ps;w) < Aa(Ps),

con igualdad st y solamente si ¢y = cog = 1. Esto es
a(P3) = \a(P3) = 1.

Demostracion. Sea u = (1+t,1 —t,—2) un eigenvector para el laplaciano L, con eigenvalor A.
De las igualdades (L,u)1 = 2c1t y (Lou)s = ca(t — 3) se sigue que

. QClt 02(3 - t)

= : ()

A\ = —
14+t 2

Usando la notacién b = ca/c1, escribimos la segunda igualdad como la ecuacién cuadrética
bt? 4 (4 — 2b)t — 3b,
cuyas soluciones estan dadas por

b2+ 2VB2 b1 ©)
- b

[

y sustituyendo en se tiene que los dos eigenvalores positivos de L, estan dados por

r = 200 ()
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Figura 2: Conectividad algebraica para P3 con resistencia total r1 + rq = 2.

de donde es claro que el eigenvector para la conectividad algebraica Ao(Ps;w) corresponde a la
eleccion de signo ¢4 en @

Sea r > 0 la distancia entre los vértices vy y ve, es decir r = r; = 1/¢; y también b = r/(2—r).
Como r determina de forma unica los pesos del grafo, tenemos que la conectividad algebraica
A2 es funcién de 7, lo que denotamos por Ag[r]. Queremos mostrar que Az[r| alcanza su méximo
cuando r = 1, que corresponde al grafo sin pesos. Sustituyendo la expresién para el signo + de
@ en , y escribiendo todo en términos de r se obtiene, tras simplificar la expresion

> BTG T
r(2—r)

/\2 [T] =

2—V3r2—6r+4 24+V3r2—6r+4
r(2—7) 2+V3r2 —6r+4

3
2+V3rZ—6r+4

Como la parabola 3r2 — 6r + 4 alcanza su minimo cuando r = 1, se concluye que As[r] alcanza
su (inico) maximo para dicho valor. Esto se ilustra en la figura O

NoOTA: observamos que el mayor eigenvalor de (P3;w) corresponde a elegir la raiz t_ en @,
de donde procediendo como arriba se obtiene:

3
2— V32 —6r+4

pudiendo verificar en este caso la identidad [2| al tener

)\3 [7"] =

1 1 4

Nl el T3

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema [5.1} por lo observado arriba.
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Corolario 5.2. Para toda eleccion de pesos w en P3 se tiene que
R(Ps;w) o (Ps;w) < 4,
con igualdad si y solamente si los pesos son constantes.

Para resolver el problema de encontrar d para el camino P4 primero vamos a mostrar que la
distribucién éptima de pesos debe ser simétrica. En particular, probaremos que la conectividad
algebraica aumenta al sustituir ambos pesos en los extremos por su media armoénica.

Lema 5.3. Sean {c1,c2,c3} los pesos en las aristas de (Pyg;w) y sea d la media armdnica de ¢y
y c3. Si {d,ca,d} son los pesos en las aristas de (Py;w') entonces se tiene que

Ao (Py;w) < Ao(Py; ).

Demostracién. En vista de la proposicién [3.2] sabemos que existe un vector Fiedler u para
(Py;w') de la forma u = (—1, —a, a, 1), para algtin a € (0, 1).

2d(a — 1)% + 4cqa?
Ao(Pri ) = 2(1 + a?)

(8)

Encontraremos un vector ortogonal a J, para el cual se tenga que su cociente de Rayleigh para
(Py;w) sea menor que A2(Py;w’). Al ser aquel valor una cota superior para \y(Py;w), de ello se
sigue la desigualdad buscada.

Poniendo
v[a] = (_17 —a,a, 1) + a(la _17 _17 1)

se tiene que el cociente de Rayleigh de L, evaludo en v[a] es

(Lovlal,v[al)  4a?(cr + e3) +4a(l —a)(cz — 1) + (1 — a)? + (c1 +c3) + 4cQa2.

lladll 2(1 + a2) + 402 (9)

Al ser el denominador en @ mayor que el denominador en resulta suficiente encontrar un «
para el cual el numerador en @ sea menor o igual que el numerador en . Para simplificar las
expresiones, ponemos o = (1 — a) para algin $ € R por determinar. La desigualdad buscada
resulta asi equivalente a

(1+48%)(c1 + c3) +4B(c3 — ¢1) < 2d. (10)
La media armonica puede escribirse como
2 2cic3
o + e C1 T C3
_ (c1 +¢3)? — (c1 — c3)?
2(01 + Cg)

_atea  (a-c)?

2 2(02 + 03) '

Sustituyendo en se obtiene

4B%(c1 + c3) + 4B(cs — 1) < G
B c1+c3

desigualdad que tiene solucién para § € R. Por ejemplo, si elegimos

_101—03
_201-1—03

se alcanza la igualdad. O
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Corolario 5.4. Siw = {c1,c2,c3} son pesos para una P4 tales que a(Py) = \o(P4;w) entonces
C1 = C3.

Demostracion. Se sigue de inmediato del lema al observar que (Py;w) y (Py;w’) tienen la
misma resistencia total. O

Ahora, vamos a usar el resultado del lema para encontrar a(Py). Sabemos que dicho
méximo se alcanza cuando los pesos de (Py;w) son de la forma (d, ¢, d) para algunas constantes

¢y d que satisfacen la relacién

3 2

-4+ - =25, 11

R (11)
dada por la condicién impuesta por la resistencia total. Tomando el eigenvector (—1,—t,¢,1)
para Ag, se sigue que

d
Ao =d(l—1) =d+2— .

Definiendo b = (d + 2¢)/d con el fin de simplificar las expresiones que resultan a continuacion,

se obtiene
2+ (b+1t—1=0.

De las dos raices de esa ecuacion, la que corresponde al menor eigenvalor A; es

1—b+ (b—1)2+4
2 2 '

t=

puesto que sabemos que 0 <t <1y b > 1. La conectividad algebraica estd dada entonces por

_ 2
A2:d<b+1_ b-1) +4>.
2 2

Poniendo, como se hizo para P;, r como la resistencia entre los primeros dos vértices se obtienen
de las relaciones d = 1/r, ¢ =2/(5—3r) y b= (r+5)/(5 — 3r). La conectividad algebraica
“puede entonces escribirse en términos de r € (0,5/3). Haciendo las operaciones correspondien-
tes, se obtiene la expresién:

Ao[r] ! ) (5 = /132 — 30r + 25) .

= 5=

el grafo de Ag[r] se ilustra en 3| de donde se aprecia que alcanza su maximo en un unico
punto. El maximo estd dado por

43 5 1
2[7‘0] 5 5 To 13 (3 + \/§>

De este resultado pueden calcularse de manera directa los pesos para los que el valor Fiedler
es igual a a(Py).

Hemos mostrado:

Teorema 5.5. Sea (Py;wg) donde los pesos {di,da,ds} de wy estan dados por

13V3 5
di=dy = -2 dzz%(G—(\/g—l)>.

Si (Py;w) tiene pesos {ci1,ca,c3} tales que
3 4 3

—+ —+ — =10.
C1 C2 C3
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P4 con pesos simétricos

0.60

045

Conectividad algebraica Az[r]
[=]
L
(=]

040

0.00 025 050 0.75 100 125 150
Metrica de resistencia rentre v, and vz

Figura 3: Conectividad algebraica para P4 con resistencia total 10 y rq = rj.

Entonces /3
43
A2 (Py;w) < Ao(Prswo) =2 — =

con igualdad si y solamente si w = wy. En particular a(Py) = 2 — %.

Corolario 5.6. El mdzimo valor del producto \o(Py;w)R(Py;w) es 10(2 — 45ﬁ)

Notamos que el valor de a(Py) es irracional. Esto se contrapone al resultado de que la
conectividad algebraica absoluta a(T") es racional para todo arbol T' [Fiedler, 1990].

6. Conclusion

Habiendo planteado el problema de calcular a(G), el valor maximo de A\2(G;w) con resistencia
total fija, y habiendo resuelto el problema para P35y P4 se observa que en ambos casos la solucién
estd dada por una distribucién simétrica de pesos. Esta observacién motiva la conjetura de que
para una gréafica G en general, los pesos para los que Ao(G;w) = a(G) sean invariantes bajo
automorfismos de la gréfica.
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