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Buen Planteamiento Global de un Modelo no Lineal Tipo Burgers

Luis Milla Garcz’aEI y Yolanda Santiago AyalcEI

Resumen: Estudiamos el buen planteamiento global del problema de Cauchy no
lineal asociado a la ecuacién de Burgers unidimensional periédica:
u € ([0,00); Hpp, ), s > 1

Opu + udpu —nd2u =0, t>0,1n>0
u(0) = € Hp,,,

en los espacios de Sobolev periddicos H,,,. Realizamos esto usando la teorfa de
Semigrupos, teoria de Fourier en distribuciones peridédicas e inmersiones en dichos
espacios.

Palabras claves: Ecuaciéon de Burgers no lineal, espacios de Sobolev periddico,
regularidad de solucién global, teoria de Semigrupos, teoria de Fourier, Teorema del

Punto fijo de Banach. Principio de extensién.

Global Well Posedness of a Non-Linear Burgers Type Model

Abstract: We study the well posedness global of the nonlinear Cauchy problem
associated with the periodic one-dimensional Burgers equation:

u € ([0,00); Hpp, ), s > 1

O+ u0pu —nd?u =0, t>0,7>0
u(0) = € Hp,,,
in the periodic Sobolev spaces H,,,. We do this using Semigroup theory, Fourier
theory on periodic distributions and inmersions in such spaces.
Keywords: Nonlinear Burgers equation, periodic Sobolev spaces, regularity of the
global solution, Semigroups theory, Fourier theory, Banach’s fixed point theorem.
Extension principle.
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1. Introduccion

En este articulo estudiaremos las soluciones de valores reales del problema de Cauchy aso-
ciado a la siguiente ecuacion,

u € ([0,00); H,.,), s > 1

per

Ou + udzu —nd2u =0, t>0,17>0 (1)
u(0) = ¢ € Hy,,

Considerando el parametro 1 > 0 la constante de viscosidad, s un ntimero real mayor o igual a
y Hp,, es el espacio de Sobolev periddico de orden s.
La ecuacion de Burgers es una ecuacion diferencial parcial que ocurre en varias areas de la ma-
tematica aplicada, como la mecanica de fluidos, la actstica no lineal, la dindmica de gases y el
flujo de trafico.
Para la velocidad en un punto del fluido u(z,t), aceleracién Oyu(z,t) y coeficiente de difusién
o viscosidad cinematica del fluido, 7 , la forma general de la ecuaciéon de Burgers, también co-
nocida como la ecuacién de Burgers viscosa, en una dimension espacial es dado por el modelo
disipativo . Cuando el término de difusién viscosa esta ausente es decir, cuando n = 0, la
ecuacién de Burgers es un prototipo para las ecuaciones de conservacién que puede desarrollar
discontinuidades, como la onda de choque.
Yolanda en [7] desarrollo el buen planteamiento global de la parte lineal en los espacios de So-
bolev periddicos H,,, para todo s € R. Por esta razon, seguimos las ideas encontradas en los
articulos [2,5,7,8] para estudiar el buen planteamiento local y global de .
El plan de este articulo es el siguiente: La seccién 2 recopila algunos resultados de [7]. En la
seccién 3 estudiamos el buen planteamiento local del modelo no lineal, asociado a la ecuacién
. La seccién 4 esta dedicada al estudio y andlisis del planteamiento global de la ecuacién
en los espacios de Sobolev reales hy,, para s > 1.

Notaciones:
o PCler: el espacio de las funciones periédicas de periodo 27.

o P = Cp,: la coleccién de todas las funciones £ : R — C, que son infinitamente diferencia-
bles y periddicas con periodo 2.

o P’: el espacio de las distribuciones periédicas de periodo 2.

) f = Ffresla transformada de Fourier de f, F~! la transformada inversa de Fourier,
donde f(k) = cx = 5= [*_f(z)e " dx y f € PCpey.

o |l -|ls: la norma en Hper Hs.,([—m,7]) ( el espacio de Sobolev periédico de tipo L?) ,

s R, |IFI2 = 2n SRZ2 (L + (R F (k)2 < o0, f € P,

o C(I; X): el espacio de las funciones continuas en el intervalo I sobre el espacio de Banach
X.

o B(X,Y) el conjunto de los operadores lineales acotados en X sobre Y. Si X =Y denota-
remos B(X) := B(X, X) y a la norma en B(X,Y) por |- | p(x,v)-
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2. La ecuacidn lineal

En esta seccién consideremos el problema de Cauchy asociado a la parte lineal de la ecuacion

, a saber,
we C(0,00); H3,)

per
Opu — n0?u = 0 (2)
U(O) =¢€ H]s)er

para s € Ry n > 0.
Aplicando la transformada de Fourier en se obtiene

at)(k) = e ™G (),
parat > 0y k € Z. Se definen los operadores
2 )V 1
Qu(D)f =ndif = (QWF0) . D==0,
Vy(t)f = e@ P f = et
donde f € P’. Entonces puede escribirse como

u € C([0,00); HE.,),

per

dyu = Qy(D)u € H3? (3)
U(O) =¢¢€ ngr
y
up(t) = V)¢, t € [0,00), n > 0. (4)

Teorema 1 Sea 1 > 0 fijo. Entonces t € [0,00) — Vy(t) € B(H,,,) es un semigrupo de con-
traccion para todo s € R. El mapeo ¢ € Hy,,. — V;(t)$ es continuo en el siguiente sentido. Para

todo s € R
sup ||V, (t)p1 — Vi) p2lls < [ld1 — d2ls,

te[0,00)

Demostracién. Ver [7]. Seguidamente veamos el resultado sobre la diferenciabilidad de la
solucion, siempre en el caso lineal.

Teorema 2 Sea n > 0 fijo. Entonces

Vot +h)o = Vy(t)e

li
m h

h—0

— Qy(D)Vy(t)9

—0 (5)
s—2

uniformemente con respecto a t > 0.

Demostracién. Ver [7]. De todo lo expuesto, obtenemos el buen planteamiento global de .

Corolario 1 FEl problema (@) tiene buen planteamiento global en Hp,,., para todo s € R. Esto es,
para todo ¢ € Hp,,, (5) posee una tnica solucion u € C([0,00); H,,.) que depende continuamente
del dato inicial. Ademds, u € C*(]0,00); H3,2).

per

Demostracién. Ver [7]. Veamos algunos resultados del semigrupo {V;(¢)}, obtenido de la
parte lineal, necesarios para el caso no lineal.
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Teorema 3 (Desigualdad de regularizacién) . Sea ¢ € H,,,,5 > 0,A > 0,7 > 0,t > 0.
FEntonces existe Ky > 0, que depende solo de A, tal que

. @)] 16l (©)

|V (£)d|s4x < Ky

para todo t > 0.

Demostracion.

+0o0
Va@)elZn=2m Y (14 k) e @26 (k) 2

k=—o00
+00 b~
=21 Y (L+E)(L+ k) e 2 (k)

k=—o00

— 2
<|9ll2 {Sup(l + k2)Ae2ntk }
kEZ
< Mylgll2 {Sup(e_anQt + k2/\e—2ntk2)}
keZ
< Mylgl? {1 " up k»e_znkzt}
kEZ

< M)\H(Z)Hg {1 + |i|u>pz kQAe—anZt} ] (7)

Luego, @ se obtiene de @ y de que la funcién G(r) = 7'2)‘6_277”2, r > 0 alcanza su méximo

A

valor en r = i

Teorema 4 La funcion t € [e,00) = V,(t)p = e”aﬂ%%, n > 0, es uniformemente continua con

respecto a H;;;/\ para todo A no negativo y todo € > 0. Esto es, existe una constante K (A, €,n,2)

tal que

Vo (£)¢ — V(7)o llsx < Kt = 7[[[6]]s (8)

Vt, 7 > e. En particular, Vy,(-)¢ € C((0,00);P).

Demostracién. Consideremos, sin perdida de generalidad, que t > 7 > €. Luego,

= ) s (2 ~
IValt)6 = Va(T)ll2n = 21 3 (14 k2= e — 17|75

k=—o00

Jr
S, i:.o (1+k2)s+)\67217k2‘r

k=—00

e e

El teorema del valor medio implica que

\e*n’*(t*ﬂ - 1] < | — k2t — 7).

4 PESQUIMAT 24(2): [1H15]
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Por lo tanto,

Vo) — Vi (7)olI24
—+o0
<Pt —rP2m >0 (14 )T 2 g (k) 2
k=—oc0
—+00 ) .
<t —rP2r ST (14K 1+ K e (14 k%) 6 (k))?

k=—o00

o2
< 2t — P62 {szpu Rk }

< CuPle = 7ol {1+ sup k-2

< CaPlt — 77|92 {1 + sup kQ(”z)e‘ka} :
k|>2

. ., _ 2 s .
Considerando la funcién H(r) = r?*4e=21¢" 1 > 0, que alcanza su miximo en r = \/ );7;62 J

resulta
Vo) — Vi (T) @l sin < K (N, €,1,2)[t — 7|05

3. Analisis local no lineal en H?

per

En esta seccién obtendremos, el buen planteamiento local en los espacios de Sobolev periédi-

cos Hp,,, del problema no lineal:

we C(0,T); H,,)

Opu + udpu —nd2u =0, t>0,1n>0 (9)
u(0)=¢ € H]fer
para s > 1/2.

Considerando los resultados de la parte lineal de la seccién anterior y el principio de Duhamel,
estudiaremos la ecuacién integral

ut) = V(9o =5 [ Vit = )0u(u) (0t (10)

donde {V; ()} es el semigrupo obtenido en la seccién anterior. Veremos la equivalencia de (10)
con

Teorema 5 Sea s > 1/2, ¢ € Hp.. y T > 0. El problema diferencial es equivalente a la
ecuacion integral (%en H.,. Esto es, para w € C([0,T]; HS,,.),u € C([0,T]; H3,?) se tiene u
e

per per
es una solucion d , sty solo si, u satisface

Demostracién. Sea u € C([0,T]; HS,,)-

per
1. Supongamos que u € C1([0,T}; H;E_TQ) es solucion de @ Como consecuencia del teorema
2, se tiene que
D (Vy(t = )u(t')) = —ndZVy(t — yu(t) + Vy(t — ') dpult)
=V, (t = t")[-nd2u(t') + dpu(t)]

= Vot = t)(=50u(u*)(t))).

1
2
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Debido al segundo teorema fundamental del calculo, se consigue

u(t) — 350/) /at, (t —tu(t))dt' = —/ Vo (t — )0, (u?)(¢))dl!
¢

para 0 < t' < t.

2. Ahora demostraremos la suficiencia. Supongamos que u es solucién de la ecuacién integral
(10). Entonces satisface

dpu(t) = at/ V, (t — )0, (u2) (')t
= V(1) — 500 / Lt — )0, () (). (10))

Luego, para demostrar que u satisface @, resta calcular 0, fot Viy(t — )0 (u?) (t)dt'.
Sea t > 0 fijo y considerando h > 0, tenemos

lzml{/HhV(t—i—h—t) dt—/Vt—t W2)(¢)dt!

h—0h

= ,Zgn; (Valt +h— ¥) = Vit = )0 (u) (¢t

1 t+h
+ lim— Vi (t — )0, (u?)(¢))dt . (11)
A)Oh t
De y aplicando el teorema del valor medio obtenemos una funcién continua (teorema
4) en un intervalo que se reduce a cero cuando h — 0. Por lo tanto debe converger al
integrando en t, osea,

t+h
lim || - Vi (t + b — )0, (u?)(t)dt' — Oy (u?)(t) =0. (12)
h—0 h t s—2
De la convergencia uniforme que lo garantiza el teorema 2, se tiene que
1!
lim i (Vi (t+h—t") = Vy(t —t)] Op(u®) () dt’
t
_ / Vit — )0 (u2) (')t
0
_ 27782/ Vi (t — )0, (u2) () dt! (13)
donde el limite es tomado en H;ef Usando podemos reescribir como
1 t
fim = [ V(b +h =) = Vy(t = )] 0u() () = ndB{—u(t) + V(o). (13)
0

Luego, de (10'), usando y (13") obtenemos
t
Duult) = BV, (£)6 — %at / Vi (t — ), (u?) (¢))dt’
0
1
=00z Vy(t)6 — 50u(u)(t) + ndg {u(t) — Vy(t)o}

= ndRu(t) — 50.() (1)

6 PESQUIMAT 24(2): [1H15]
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La demostracién de la existencia de soluciones para la ecuacién integral (10) es consecuencia del
teorema del punto fijo de Banach. Por tal motivo, antes de abordar la demostracién del buen
planteamiento local, introduciremos algunos espacios espacios y una aplicacién que seran utiles
en el transcurso de la prueba. Sean T'> 0, s > 1/2, M >0y ¢ € H,,, definimos el conjunto:

AT, M, ¢) ={w € C([0,T]; Hpe,) / [w(t) = Vy(t)dls < M, Vt € [0,T1]} (14)
dotado de la métrica
d(v,w) = supl[v(t) —wt)|s, v,w € As(T, M, ¢). (15)
(0,77

Asi Ag(T, M, ¢) es un espacio métrico completo. Ahora introducimos la aplicacién

t
() =Va()s — 5 [ Vale = )00t (16)
—— 2o
cHs,,
I:=
para 0 <t <T.
Proposicién 1 Sea s > 1/2, u € C([0,T]; Hp,,), entonces A(u) € C([0,T]; Hp,,)-

Demostraciéon. Probaremos la proposicién en los pasos siguientes.

1. Para t > 0 fijo, probaremos que A(u)(t) € Hp,,,
para A = 1 se tiene

¢ 1
Ls< | K114+ ——x | 10:(u®) ()| s—1dt,
inl < | 1< MF#J”(“NW 1
</tK1 1+¥ u(t)|?dt’ s > 1/2
~Jo n(t =) T

¢ 1
< Ky sup ||u(t')||§/ 14+ ——— | dt
t'€[0,T] 0 n(t—1t)

<K’ sup [|lu(t HQ/
€lo,7) V(= L"
K sup T < o0
€[0T
Luego I € Hp,,. Desde que V,(t)p € H,
t=0, Au(0) =¢ € H,

Vvt > 0. En efecto, usando el teorema 3

L () ﬁ’;’ egtoilcgs Au(t) € Hp,,, para t > 0. El caso
uego Au(t) € t>0.

per per>

2. Seguidamente analicemos la continuidad de Au(-). Como ya se tiene la contmuldad del
Co-semigrupo V,(t)¢ en H,,. , solo falta ver la continuidad de W, W(t) := fo
)0, (u?)(#')dt'. Sea h > 0, se tiene

t+h
W(t+h)—W(t) = Vy(t + h — )0y (u dt—/Vt—t u?)(t')d
0
= [t + 0= 1) = Vil - Do)
Ot-l—h
+ / Vi (t 4+ h— )]0 (u2) (')
! t t+h
-1 /0 Vy(t — t")8, (u?) () dt’ + /t Vot +h — )0, (u?)(t)dt!

Ix(h):=

(17)

PESQUIMAT 25(2): [IH15 7
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Ir(h) en cumple la desigualdad

t+h t+h
|mwm=M[ Vit = 0,0 | < [ Ve h = 0000 .

(18)

Gracias al Teorema 3 (desigualdad de regularizacién ), para A = 1, se tiene en ((18))

t+h t+h
| W=l < K [ Q+— )u@w%wmka

n(t+h—t)
N2 o 1 /
< K sup |lu(t)| ——dt' ;s> 1/2
t'€[0,T) “Jio Vt+h =t
<K sup [lu(t')]2n?.
t'€[0,T)

Por tanto, |[W(t + h) — W (t)|s < [[I3(h)]|s + |[I2(h)|ls — 0 siempre que h — 0.
De forma semejante se obtiene la continuidad a izquierda.

Proposicién 2 Sea s > 1/2, entonces existe T > 0 tal que la aplicacion A : Ng(T, M, $) —
Ns(T, M, ®) es una contraccion, VT < T.

Demostracién. La prueba la realizamos de la siguiente forma.

1. Primeramente mostraremos que existe 77 > 0 de manera que A : Ag(Ty, M, ¢) — Ns(T1, M, ¢).
Sea u € Ng(T, M, @), entonces

4000 - V0ol = |- [ vote - O30n ) )ar

s

<5 [ IVt =00, ¢ . (19)

El integrando en la desigualdad es mayorado a partir del teorema 3 con A = 1 y del
hecho que H3,,. es un algebra de Banach para s > 1/2,

per

Vit = )0 (u®) () s = [Vt = )0 (w?)(t') 5111

1 u2 !
<K |1+ = t’)] 102 (u”) ()] s—1
<K |1+ 77(751_75,)] ()3 (20)

De y la desigualdad |[u(t') — V;,(t')élls < M en (19)) tenemos

ummw—wﬁwm§mwuww£/

1+ ——|dt
U )
< K(M +||¢]|s)> T, (21)
Ahora, tomamos 77 > 0 en tal que
1/2
L(M + ]l T{* < M

En consecuencia A(As(T, M, ¢)) C Ng(T, M, ¢) para cada T < Tj.

8 PESQUIMAT 24(2): [1H15]
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2. Seguidamente veremos que existe 75 tal que la aplicaciéon A es una contraccién. En efecto,
sean u,v € Ag(T, M, ¢), probaremos que existe a € (0, 1) tal que A satisface

d(Au, Av) < a d(u,v).Yu,v € Ng(To, M, ¢).

Para ello procederemos en forma similar que en la primera parte usando el teorema 3 con
A=1.8eas>1/2yu,ve NAg(T, M, ),

JA@) () — A@)®)]
/ 1Vt — )0 (u®) (1) — Du(w?) ()]st

§K1/
0

donde A(u), A(v) € As(T, M, ¢).
Desde que [Ju(t ’)Hs = [Ju(t ’) = Vo()o + Vy(t)olls < (M + [|9]s), la acotacion del operador
Oz que va de Hp, en H*" 1y que H® es un &lgebra de Banach, para s > 1/2 obtenemos

; l _ ’U2 / /
(ot ) ]Ha( () - D)l (22)

102 (u?) (') = 82 (0*) () ls—1 = [0a(u*(t') = v*(t'))s-1 < [W*(¥') = 0* ()]s
< Ju(®) = @) [sllu®) + ()]s
< JJu®) = o) ls(lu@)ls + o(E)]ls)
<2K(M + ¢l s)d(u, v). (23)

Usando en conseguimos:

(ke o

JAu(t) — Av(®)]ls < LyKo(M + | 6])d(u, v) /0

< L(M + ||6ls) d(u,v) T2
Luego, elegimos T5 > 0, tal que
/2
LM +lell,) Ty* < 1.

Por tanto, la aplicacién A es una contraccién. Ahora tomando T = min{Ty,T>} se tiene
que A: Ag(T, M, ) — Ns(T, M, $) es una contraccién para cada 0 < T < T.

Observacion 1 La proposicion anterior implica que, gracias al teorema del punto fijo de Ba-
nach, existen T >0 y u € C([0,T]; HS.,) de manera que

per

u(t) = A(u)(t) = Vy(t)¢ — 1/0 n(t =)0 (u?)(¢)dt'.

En consecuencia, por las proposiciones 1 y 2, se tiene que tiene solucion local en Hp,., para
s>1/2.

Debido a la proposicién (2) solo falta demostrar la unicidad y la dependencia continua respecto
del dato inicial. Comenzamos abordando el asunto de la unicidad.

PESQUIMAT 25(2): [1}-15] 9
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Lema 1 Supongamos que n > 0,7 > 0,n+~v > 1, que a > 0,b > 0 y g son no negativos, que
t7=1g(t) es integrable localmente sobre 0 <t < T y que

o(t) <a+ /0 (t — 7)Y () g(r)dr

en [0,T]. Entonces
9(t) < aly, ((O0(m)*t)

donde

o0
r
v=n+v-1, Ey,(s) = Z Cms™ con cg =1y L = (mv +7) para m >0 (24)
m=0

Cm I'(mv+~+n)

Demostracién. Ver el lema 7.1.2 en [1].

Teorema 6 Supongamos que ¢ € Hp,., s > 1/2. Entonces la ecuacion integral 0) tiene una
tnica solucion u € C([0,T]; Hp,,.).

Demostracién. Debido a la proposicién (2) y como se especificé en la observacién 1 solo
faltaria probar la unicidad y la dependencia continua respecto del dato inicial. Empezamos
abordando el asunto de la unicidad. Con este fin, sean u,v € C([0,T]; H,,) soluciones de
con datos iniciales u(0) = ¢ y v(0) = 1 respectivamente, usando , la desigualdad triangular
y el Teorema 3, con A =1y s > 1/2 se tiene que

[[u(t) = o (@)l
< |Va(®)(@ = 9)lls + / Vit = ) (0 (u?)(t') = Du(0®) ()5

t
ér\¢—w\|s+/ L

# % U2 / —U2 / /
4 (o) ]@( ()~ ¢ mndt! (25

Considerando T si fuera necesario, para que é 7 >1, cumple la desigualdad
(-

[[u(t) = v(®)lls

<o = Vll+ Ll o+ 101 | <) = o(e) . (26)

De (26), por el lema 1y tomando g(t) = [|u(t) = v(t)||s;a = [|6 = ¥lls,b = L(I8]ls + 1ls), 7 = §
con v = 1 se obtiene que si ¥ = ¢ entonces u = v. Seguidamente enunciamos el resultado del
buen planteamiento local.

Teorema 7 El problema de Cauchy para s > 1/2 estd bien planteado localmente. Esto es,
dado ¢ € Hp,,, evisten T > 0 y una dnica u € C([0,T]; Hp,,) que satisfacen . Es mds, la apli-
cacion ¢ — u es continua en el siguiente sentido: si ¢n — oo en Hye, y siun € C([0,T,]; Hp,,),
son las respectivas soluciones de con dato inicial u,(0) = ¢pn, n = 1,2,..., entonces, para

T € (0,00) las soluciones u, estin definidas en [0,T] para todo n suficientemente grande y

lim sup ||un(t) — uso(t)]|s = 0.
n—%04e[0,T]

10 PESQUIMAT 24(2): [1H15]



Buen Planteamiento Global de un Modelo no Lineal Tipo Burgers

Demostracién. Como el tiempo de existencia 7" es una funcién continua de ||¢||, existe N € N
tal que T,, > T para todo n > N. Luego u, estd definido en [0,7] para tales n. Por lo tanto
un € Ng(T, M, ¢y,) para todo n > N satisfaciendo

[un(®)ls < l¢nlls + M < R+ M (27)

con R = sup ||¢n||. Desde que s > 1/2 y usando y obtenemos
n

[[tn () — too () ls < l¢n — Poolls + LR + M)/ Uoo () || sdt! (28)

#Hu (t/)—
o JiEt—t) "

y el resultado se sigue de y el lema 1. Finalmente obtendremos mas regularidad de la
solucion usando el teorema 3.

Proposicién 3 Supongamos que u € C([0,T}; Hp,),s > % es solucion de con dato inicial

u(0) = ¢ € Hp,, obtenida en el teorema (6), entonces u € C([0,T]; Hp,,) para r > s. Ademds
ue C([0,T];P).

Demostracién. Considerando 0 < A <1y s> 1/2 por el teorema 3cons—1>0,A+1>0
en vez de \, se obtiene

[u@ s < Vi) @llsir + 3 / Vi (t = )02 (w?) (t')[|sadt!

1 t ; U2 / /

<1+ 77t > [¢s—1 +L)\/O <1+ (n(t_t/)))\;l> (|02 (u™) (') || s—1dt
' ; U / 2 /

( 77t > H(ZJ”S—’_L)\/O <1+ (n(t—t/)))ﬁl> H (t)Hsdt

< 1 s+ L sup ||u 2 [! 1 % dt’ 29
< A( e >||<z>u L sup ) | ( e ) (29)

como la integral de es finita, tenemos que u € C([0,T7; H;;A) Con este argumento obte-
nemos lo requerido.

4. Teoria Global en A’

per>

s>1,n>0

En esta seccion por razones técnicas, consideraremos solo soluciones de valor real, es decir,
nos limitaremos a los espacios de Sobolev reales

hper = {f € Hpep s Imf =0}, s> 1,7 > 0.

La proposicién 4 nos proporciona estimativas a priori que usaremos en la prueba del caso global,
esto es el teorema 8.

Proposicién 4 Sea ¢ € hie,, y u € ([0,T]; hye,) solucion de @, para algin T > 0. Entonces
existe una constante ¢ > 0 independiente de n > 0 tal que
[ullo < ll¢lloe“™ (30)
Cjlld
lutallo < ¢/l €15 (31)
C It
iz llo < ll¢" o e 110" (32)
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Demostracion. La estimativa es consecuencia de la proposicion 3, de multiplicar por
u y luego integrar por partes teniendo en cuenta que (u,uu,) = 0. Por lo tanto

1
5875”“”(2) = _(uvuua:) =+ U(U, ux:v)
= —n(ug, uz) = —nllug|[§ < [ullf

luego 30 |u|g < ||ull3 y resolviendo la desigualdad diferencial se obtiene (30).
Para demostrar , hacemos uso de la proposicién 3 y luego derivamos (1)) con respecto a =z,
para obtener

Uyt + (um)2 + Ulgy — Nggr = 0. (33)

Haciendo v = uy, se transforma en
v + 0%+ wvp — Mg =0,  v(0) = ¢ (34)
Ahora, multiplicando por v e integrando obtenemos
1
OVIG + (v, 0%)0 + (v, uv)o = 0(v, v )o = 0. (35)

Observemos que 2(v, uvy)g = —(v,v?%)g, por lo tanto se transforma en

1
5875”7)“(2) = (v,uvx)o + 77(’07%)0 = (Uv uvac)O - n(vam Uac)O

m U
— [ vuvado — el < [ folullelde — sl (36)

—T —T

En usando la desigualdad de Holder, Cauchy-Schwartz y obtenemos

1
OIVIIG < flvllscligllollvello — mllva 5. (37)

La desigualdad de Gagliardo-Nirenberg transforma en

1 1/2 1/2
§6t|!v||3 <[lollg"* I8 llollozlls > lozllo — nllve2-
1/2 3/2
= [[vllg”*lIgllollvall* = nllvsl2- (38)

Transformamos usando la desigualad de Young

1 1 3
souloll < (g loll+ 36 lenl ) ol — sl (39)
Si hacemos, %64/ 3= T fHo > 0, esta ultima desigualdad se transforma en
1 o _ 270195, 1o
300l < S il (40)

Integrando entre 0 a t ambos lados de (40 tenemos

2 mz . Clypa [T 2
lollo < lle'llo + —llello [ llvllgde. (41)
n -7
Luego aplicando la desigualdad de Gronwall en (41f) resulta

/
el

luzl§ < ll¢'ll5e" (42)
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obteniéndose . Resta probar , para ello, hagamos w = v, = g, y derivemos respecto
a x para obtener:
wy + 3vw + uwy — Nz, = 0. (43)

Multiplicando esta ultima ecuacién por w e integrando respecto a la variable espacial = € [—, 7],
se tiene que
(w,wy) + 3(w, vw) + (w, uwg) — N(w, Weg) = 0. (44)

Observamos que (w,vw) = —2(w, uw), por lo tanto se transforma en

™

1
§8t||w|\(2) = 5(wg, uw)o + N(w, wey)o = 5/ wwwydr — n(wy, wy)o

—T

™
S e e (45

—T

En , usando la desigualad de Holder, Cauchy-Schwartz y (29) se obtiene

1
Oullwls < 5llwllscll@llollwsllo = nllwslG- (46)

Por la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg se transforma en
1 3/2 1/2
SOl < slwalldI@lollwlly” - nlw. | (47)

Aplicando la desigualdad de Young en

1 1 3
SOollg <5 —gllwld + 52wzl ) 6l = nllws |3 (48)
2 4e 4
Si hacemos, %64/ 8 — T fHo > 0, esta ultima desigualdad se transforma en:
1 o _ 135]9[5, 1o
§3t\|wHo < 16%3773\’“)”0 (49)

Integrando entre 0 a ¢ ambos lados de y aplicando la desigualdad de Gronwall, se deduce
(32)). Seguidamente establecemos el buen planteamiento global del problema de Cauchy .
Usaremos el principio de extension, el teorema 6, la proposicién 3 y la proposicién anterior 4.

Teorema 8 Sea ¢ € hy,,, s > 1. Entonces, para cada n > 0, existe una inica u € ([0,00); hyy.,)
solucion del problema tal que dyu € C([0,00); h;;?).

Demostraciéon. Gracias a la proposicién 3 probaremos el teorema solo para s = 1. Por la
proposicién anterior 4 se tiene

lully < E([l@ll, T),

donde F' es una funcién continua y creciente en T'. Sea

T* = sup{T > 0/ existe u € C([0,T]; hl.,) solucién de (1)}.

per

Si suponemos que T* < oo. Gracias al teorema 6 se tiene que para algin T’ si ||¢'||; <
F(|¢|l1, T*) existe una u' € ([0,7"];hl,,.) solucién de con u/'(0) = ¢'. Luego, si ¢/ =

per
u(T* — 1T7"), tenemos que u'(t) = uw(T* — 1" +t), para 0 < t < 37". En consecuencia, si

v(t) = {

entonces v(t) es solucién de (1)) en [0,7* + 31"]. Esto contradice la definicién de T*. Luego, por
el principio de extensién, T = oc.

u(t) sit<T*
/

50
W(t—T*+3T") siT*<t<T*+ 3T, (50)
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5.

Conclusion

. Gracias a la desigualdad de regularizacion del semigrupo asociado, y el teorema del punto

fijo de Banach, se pudo obtener el buen planteamiento local de la solucién de la ecuacion
de Burgers no lineal en los espacios de Sobolev periédico H,,, para s > 1/2.

. Para obtener la existencia de solucion global se hizo uso de la teoria del caso local agregando

S
per

el principio de extensién en los espacios de Sobolev reales hS.. para s > 1.

. Gracias a la transformada de Fourier en P se pudo obtener en forma explicita la solucién

de la parte lineal de (1), y debido a ello se pudo introducir el semigrupo asociado que
fué muy qtil al trabajar con la ecuacién integral equivalente (10) en los escenarios: lineal
homogénea, local no lineal y global.

. Este trabajo de investigacién motiva y contribuye al desarrollo del campo creciente de

aplicaciones de la matematica a la mecénica de fluidos.

14
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