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Algoritmo Proximal con Funciones de Bregman para Problemas de Equilibrio
Cuasi-Monótono en Espacios de Hilbert
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Abstract: Introducimos un algoritmo proximal para resolver problemas de equili-
brio definidos sobre conjuntos convexos cerrados donde la bifunción que define el
problema tiene propiedades de cuasi-monotonicidad. Definiendo hipótesis apropia-
das pero bien generales sobre el problema se prueba la convergencia débil para una
solución del problema de equilibrio.
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1. Introducción

El presente art́ıculo introduce un algoritmo para resolver problemas de equilibrio (PE en lo
que sigue) definido en espacios de Hibert: considerando un espacio de Hibert H, con una norma
||.|| inducida por el producto interno ⟨., .⟩, un conjunto no vacio C ⊂ H, que es abierto y convexo
con C̄ siendo la clausura topológica del conjunto C y f : C̄×C̄ → IR, es una bifunción; encontrar
x̄ ∈ C̄ satisfaciendo

f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ C̄. (1.1)

(PE) es un problema bien general y recubre como casos particulares diversos problemas de
interés como problemas de optimización, desigualdad variacional, problemas de equilibrio de
Nash, entre otros, para mayor información ver por ejemplo los art́ıculos [8, 14, 18]. Es por
eso que (PE) es intensamente estudiado por diversos especialistas en el área, tanto en teoria,
algoritmos y aplicaciones, [2, 10, 13, 24, 5, 6, 20, 21]. Podemos mencionar también que (PE) se
han investigado en espacios de Hilbert, Banach,[7], y en espacios más generales como se puede
observar en la referencia [15].

En muchas investigaciones, la bifunción f(., .) del problema (1.1) fue asumida monótona o
pseudomonotona, ver por ejemplo [14, 9, 29, 4, 5]. También fueron usados diversos métodos para
hallar la solución de esta clase de problemas como podemos revisar en las siguientes referencias
[36, 1, 37, 41, 42, 28].

Uno de estos métodos es el llamado método de punto proximal y que en espacios Eucli-
dianos podemos encontrar en los trabajos de Konnov [30]; Mashreghi y Nasri [35], Langenberg
[33] usando las distancias de Bregman; Nguyen et al. [37] usando distancias φ− divergencias;
Cruz Neto et al. [11] usando distancias homogeneas de segundo orden. Todos estos algoritmos
consideraron el caso padrón monótono o pesudomonótono.

Sin embargo, en espacios de Hilbert o Banach algoritmos sobre métodos proximales para
resolver (PE) para el caso cuasi-monótono aún no ha sido desarrollado, esto motivó a estudiar
el presente trabajo. Nuestro objetivo es desarrollar un algoritmo de punto proximal usando
distancias de Bregman para resolver (PE) en espacios de Hilbert pero asumiendo que la bifunción
f(., .) es cuasi-monótona en vez de monótona o pseudomonótona.

Para obtener el objetivo trazado, este art́ıculo propone la siguiente iteración en el algoritmo:
dado un punto actual xk−1 en el conjunto abierto C, explorar y encontrar xk ∈ C satisfaciendo:

gk + λk∇1Dh(x
k, xk−1) = ek,

donde Dh es una distancia de Bregman, en la Subsección 2.1 damos una definición espećıfica
de este concepto, ∇1Dh(., .) es el gradiente de Dh con respecto a la primera variable, gk ∈
∂2f(x

k, xk), ver Sección 2, ek es un error de approximación del vector 0 y λk es un parámetro
proximal exógeno. Si el problema (1.1) y ek satisfacen algunas hipótesis obtendremos propiedades
de convergencia del algoritmo proximal.

La contribución de este trabajo es la obtención de la convergencia débil de la sucesión
generada por el algoritmo proximal introducido cuando f en (1.1) cumple la condición de ser
cuasi-monótono. Debemos observar que esta condición fue estudiada por Mallma et al. [34] para
el caso Euclideano.

El art́ıculo está organizado en secciones de la siguiente forma: La sección 2 introduce algunas
notaciones, herramientas y resultados que se usarán a lo largo del art́ıculo. La Sección 3 introduce
el método de punto proximal. Sección 4 estudia las propiedades de convergencia del método
introducido. Finalmente en Sección 5, damos nuestras conclusiones y los futuros trabajos que
pueden ser desarrollados.

2. Preliminares

En todo este art́ıculo H será un espacio de Hilbert dotado con producto interno ⟨., .⟩ el cual
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define la norma dado por ||x|| := ⟨x, x⟩1/2. Denotamos por bd(C), la frontera del subconjunto
C ⊂ H y C̄ la clausura de C ⊂ H.

Definición 2.1 Considere el conjunto no vacio y convexo C de H y sea f : C̄ × C̄ → IR una
bifunción. f(., .) es llamada

(i) monótona en C̄ si se cumple: f(x, y) + f(y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ C̄;

(ii) pseudo-monótona en C̄ si se cumple: dados x, y ∈ C̄ y si f(x, y) ≥ 0 entonces f(y, x) ≤ 0;

(iii) cuasi-monótona en C̄ si se cumple: dados x, y ∈ C̄ y si f(x, y) > 0 entonces f(y, x) ≤ 0.

Es fácil de verificar que (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii). Sin embargo, la inversa (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i) no
es verdad en general, por ejemplo, ver el Ejemplo 3.1 de [16], donde los autores muestran la
siguiente bifunción en H = IR2, C̄ = [0, 1]× [0, 1] y

f(x1, x2) =

−(x1+
√

x2
1+4x2

2 )

x1+
√

x2
1+4x2

2 + 1
,

−1
x1+
√

x2
1+4x2

2 + 1

 ,

Definición 2.2 La sucesión {yl} de H converge debilmente a ȳ si para cada funcional lineal
g : H → IR se tiene que g(yl) converge a g(ȳ).

Lema 2.1 Considere {vk},{γk}, y {βk} tres sucesiones no negativas cumpliendo la siguiente
condición: vk+1 ≤ (1 + γk) vk + βk. Si

∑∞
k=1 βk <∞ y

∑∞
k=1 γk <∞, entonces, {vk} converge.

Prueba. Polyak [40], Lemma 2, página 44.

Definición 2.3 Considere C un conjunto no vacio y convexo de H y una bifunción f : C̄×C̄ →
IR. Sea z ∈ C̄ un punto arbitrario. Defina el subdiferencial diagonal de f(z, .) en el punto x ∈ C̄,
a partir de ahora denotado por ∂2f(z, x), como

∂2f(z, x) = {g ∈ H : f(z, y) ≥ f(z, x) + ⟨g, y − x⟩ ,∀y ∈ C̄}.

Además, si f(x, x) = 0, se tiene que

∂2f(x, x) = {g ∈ H : f(x, y) ≥ ⟨g, y − x⟩ ,∀y ∈ C̄}.

2.1. Distancias de Bregman

Sea h : H → IR ∪ {+∞} una función propia con int(domh) ̸= ∅. Si h es diferenciable en
int(domh), se define la función Dh(., .) : H ×H → IR ∪ {+∞} dado por

Dh(x, y) := h(x)− h(y)− ⟨∇h(y), x− y⟩. (2.2)

Consideremos también los dos conjuntos de nivel inferior de Dh. Para β ∈ IR, definimos
Γ1(β, y) := {x ∈ H : Dh(x, y) ≤ β}, y Γ2(x, β) := {y ∈ H : Dh(x, y) ≤ β}.

Definición 2.4 La función propia h : H → IR ∪ {+∞} es llamada una función de Bregman
generalizada si existe un conjunto no vacio y convexo S, satisfaciendo S̄ = domh y

a. h es continua en S̄;

b. h es estrictamente convexa en S̄;
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c. h es diferenciable en S;

d. Para cada β ∈ IR, los conjuntos Γ1(β, y) y Γ2(x, β) son acotados para cada y ∈ S y x ∈ S̄.

La clase de funciones de Bregman generalizados será denotado por GB. Además, si h ∈ GB,
entonces Dh(x, y) es llamada distancia de Bregman generalizada de x a y.

Definición 2.5 Una función propia h : H → IR ∪ {+∞} es llamada función de Bregman,
denotado por h ∈ B, si existe un conjunto no vacio, convexo y abierto S de tal manera que h
satisfaga las condiciones descritas anteriormente, como también, que satisfagan:

e. Si yk
w→ y∗ ∈ S̄, entonces ĺımk→+∞Dh(y

∗, yk) = 0,

f. Si ĺımk→+∞Dh(z
k, yk) = 0, yk

w→ y∗ ∈ S̄ y {zk} es acotado, entonces zk
w→ y∗.

Si h es una función de Bregman entonces Dh(., .) es una distancia de Bregman de x a y.

Lema 2.2 Considere que h ∈ GB con respecto al conjunto S. Tenemos las siguientes implica-
ciones:

i. ∇1Dh(., y)(z) = ∇h(z)−∇h(y), para todo z, y ∈ S.

ii. Dh(., w) es estrictamente convexa en S̄ for all w ∈ S.

iii. Para todo z ∈ S̄ y w ∈ S, Dh(z, w) ≥ 0 y Dh(z, w) = 0 si, y solo si, z = w.

Prueba. Immediato

Observe que Dh no es necesariamente una distancia en el sentido estricto de la definición ya que
la desigualdad triangular ni la simetria en general son verdaderos.

En este art́ıculo usamos la notación ∇1Dh(x, y) para significar ∇1Dh(., y)(x). Aśı, obtenemos
que ∇1Dh(x, y) = ∇h(x)−∇h(y).

Lema 2.3 Considere que h ∈ GB con su respectivo conjunto S y w ∈ S. Si z ∈ S, entonces,

G(x) := Dh(x,w)−Dh(x, z)

es función af́ın (cóncava y convexa) en S̄.

Prueba. Immediata.

Proposición 2.1 Considere que h ∈ GB con su respectivo conjunto S. Para todo w, z ∈ S y
x ∈ S̄ obtenemos

⟨∇1Dh(z, w), x− z⟩ = Dh(x,w)−Dh(x, z)−Dh(z, w).

Prueba. Immediata.
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2.2. Convergencia Cuasi-Fejér con distancias de Bregman

Definición 2.6 Una sucesión {yk} de H es Dh-cuasi Fejér convergente con respecto a un con-

junto no vacio U ⊂M, si existe una sucesión real {ϵk}, con ϵk ≥ 0 y
+∞∑
k=1

ϵk < +∞ tal que

Dh(x, y
k) ≤ Dh(x, y

k−1) + ϵk,

para todo x ∈ U.

Proposición 2.2 Sea h ∈ GB con respecto al conjunto S. Si {yk} es Dh-Fejér convergente con
respecto a un conjunto U ⊂ H, entonces {yk} es acotado. Si, además, h ∈ B y un punto de
acumulación ȳ de {yk} pertenece a U, entonces {yk} converge debilmente y además yk

w→ ȳ.

Prueba. Immediato.

Definición 2.7 Una función de Bregman h es llamado coerciva en la frontera si para todo
{yk} ⊂ S tal que yk → y ∈ bd(S), se tiene que ∇h(yk)T (x− yk)→ −∞, para cada x ∈ S.

3. Algoritmo Proximal

En este art́ıculo, asumiremos que C es un conjunto no vacio, abierto y convexo en H y f :
C̄ × C̄ → IR es una bifunción satisfaciendo f(x, x) = 0, para todo x ∈ C̄ (f con esta propiedad
es llamada función de equilibrio). El problema de equilibrio, denotado por EP (f, C̄), consiste
en encontrar un punto x̄ ∈ C̄ satisfaciendo

f(x̄, z) ≥ 0,∀z ∈ C̄. (3.3)

Denotaremos al conjunto de soluciones de EP (f, C̄) por S(f, C̄).

Las dos primeras hipótesis que asumiremos en este trabajo son:

Hipótesis H1. Given y ∈ C̄ (arbitary but fixed), we have that f(., y) : C̄ → IR is upper
semicontinuous.

Hipótesis H2. Dado x ∈ C̄ (arbitrario pero fijo), f(x, .) : C̄ → IR es convexa.

Observación 3.1 Observe que las condiciones H1 y H2 son estandard para la investigación
de problemas de equilibrio, ver por ejemplo [19, 21, 20] y los teoremas 13,1 and 13,2 de [31].

Algoritmo General

Inicialización: Sea {λk} una sucesión de parámetros positivos, llamados parámetros proximales,
y un punto inicial arbitrario:

x0 ∈ C. (3.4)

Paso Principal: Para k = 1, 2, . . . , y dado xk−1 ∈ C, encuentre un nuevo punto xk ∈ C̄ y
ek ∈ IRn tal que

ek ∈ ∂2f(x
k, xk) + λk∇1Dh(x

k, xk−1), (3.5)

donde Dh es una distancia de Bregman.
Stop Criterion: Si xk = xk−1 o ek ∈ ∂2f(x

k, xk), entonces finalizar el algoritmo. Caso contra-
rio, hacer k − 1← k y volver a Paso Principal.
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De (3.5) podemos concluir que existe un elemento gk ∈ ∂2f(x
k, xk) tal que

ek = gk + λk∇1Dh(x
k, xk−1). (3.6)

El segundo grupo de hipótesis son los siguientes:

Hipótesis H3. f(., .) es cuasi-monótona.

Hipótesis H4. Para cada número natural k ∈ IN, existe xk ∈ C tal que (3.5) se cumple.

Observe que si xk = xk−1, para algún k, entonces ∇1Dh(x
k, xk−1) = 0 y aśı obtenemos

gk = ek ∈ ∂2f(x
k, xk) y el algoritmo finaliza. Es por eso que el interés de este trabajo se

concentra cuando xk ̸= xk−1, para todo k.

Definamos el siguiente conjunto

S∗(f, C̄) = {y ∈ S(f, C̄) : f(y, w) > 0, ∀w ∈ C}. (3.7)

Este conjunto fue introducido por la primera vez por Mallma et al. [34] que fue motivado por el
art́ıculo [4], página 41.
Asumiremos que el conjunto definido es no vacio, esto es, adicionamos la siguiente hipótesis

Hipótesis H5. S∗(f, C̄) ̸= ∅.

A seguir damos un resultado general que será usado en la convergencia del algoritmo

Proposición 3.1 Asumiendo las hipótesis H2-H5, y h ∈ GB, tenemos que la sucesión {xk}
generada del algoritmo general satisface:

Dh(x
∗, xk) ≤ Dh(x

∗, xk−1)−Dh(x
k, xk−1) +

1

λk

〈
ek, xk − x∗

〉
, (3.8)

para cada x∗ ∈ S∗(f, C̄).

Prueba. Sea x∗ un punto del conjunto S∗(f, C̄), esto implica que f(x∗, w) > 0, para todo
w ∈ C y como xk ∈ C, se obtiene f(x∗, xk) > 0. Usando la cuasi-monotonicidad de f(., .),
tenemos f(xk, x∗) ≤ 0. Debido que gk ∈ ∂2f(x

k, xk), obtenemos de la hipótesis H2 y Definición
2.3 〈

gk, x∗ − xk
〉
≤ f(xk, x∗) ≤ 0. (3.9)

Reemplazando (3.6) en (3.9) se tiene〈
ek − λk∇1Dh(x

k, xk−1), x∗ − xk
〉
≤ 0, (3.10)

el cual implica
1

λk

〈
ek, x∗ − xk

〉
≤
〈
x∗ − xk,∇1Dh(x

k, xk−1)
〉
.

Ahora, usando la Proposición 2.1, obtenemos

1

λk

〈
ek, x∗ − xk

〉
=
〈
x∗ − xk,∇1Dh(x

k, xk−1)
〉
≤ Dh(x

∗, xk−1)−Dh(x
∗, xk)−Dh(x

k, xk−1),
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4. Convergencia del Algoritmo

Analizaremos la convergencia del algoritmo cuando el error ek satisface las siguientes condi-
ciones:

+∞∑
k=1

∥∥ek∥∥
λk

< +∞ (4.11)

+∞∑
k=1

∣∣⟨ek, xk⟩∣∣
λk

< +∞ (4.12)

Proposición 4.1 Supongamos que las hipótesis H2-H5 son satisfechas, h ∈ GB y {xk} es
generado por el algoritmo dado por (3.4), (3.5), (4.11), (4.12), entonces

a) {xk} es Dh-cuasi-Fejér convergente a S∗(f, C̄).

b) {Dh(x
∗, xk)} converge para cada x∗ ∈ S∗(f, C̄).

c) {xk} es una sucesión acotada.

Prueba.
a) Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (3.8) obtenemos que

Dh(x
∗, xk) ≤ Dh(x

∗, xk−1) +
1

λk

(
∥ek∥∥x∗∥+ |⟨ek, xk⟩|

)
, (4.13)

para cada x∗ ∈ S∗(f, C̄). Denotando ϵk = 1
λk

(
∥ek∥∥x∗∥+ |⟨ek, xk⟩|

)
, obtenemos

Dh

(
x∗, xk

)
≤ Dh

(
x∗, xk−1

)
+ ϵk,

y de (4.11) y (4.12) se tiene
∑+∞

k=1 ϵ
k <∞.

b) De a) y Lema 2.1 obtenemos el resultado requerido.

c) Usando a) y Proposición 2.2 se prueba el presente item.

Eckstein [12] introdujo, por la primera vez, las condiciones (4.11) y (4.12). Después de ello
estas condiciones fueron utilizados por varios investigadores, entre ellos podemos citar a [18],
citekaplan2004. Por otyro lado, la hipótesis (4.12) puede ser retirada de la Proposición 4.1 para
una cierta clase de distancias de Bregman, para obtener que {Dh(x, x

k)} es convergente y que
{xk} es acotada. Estas distancias incluyen por ejemplo todas las funciones fuertemente convexas,
ver [23].

Proposición 4.2 Supongamos que las hipótesis H2-H5 cumplen y h ∈ GB. Si solamente la
condición (4,11) es satisfecha y supongamos que la distancia de Bregman generalizada Dh(., .)
satisface la siguiente propiedad adicional:

(P) Para cada x ∈ C̄ existe α(x) > 0 y c(x) > 0 tal que:

Dh(x, v) + c(x) ≥ α(x)||x− v||, ∀v ∈ C;

entonces
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a. Para cada x∗ ∈ S∗(f, C̄), se tiene

Dh(x
∗, xk) ≤

(
1 + 2

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)
Dh(x

∗, xk−1) + 2

∥∥ek∥∥ c(x∗)
λkα(x∗)

,

para k suficientemente grande y aśı, {Dh(x
∗, xk)} converges.

b. {xk} es acotada.

Prueba. Tomando x∗ ∈ S∗(f, C̄), y usando (3.8) se tiene

Dh(x
∗, xk) ≤ Dh(x

∗, xk−1) +
1

λk

∥∥∥ek∥∥∥∥∥∥xk − x∗
∥∥∥ . (4.14)

Fije x = x∗ y v = xk en (P) y de (4.14) obtenemos(
1−

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)
Dh(x

∗, xk) ≤ Dh(x
∗, xk−1) +

c(x∗)
∥∥ek∥∥

λkα(x∗)
. (4.15)

De (4.11), existe k0 ≡ k0(x
∗) tal que

∥ek∥
λkα(x∗) ≤

1
2 , for all k ≥ k0. Entonces

1 ≤

(
1−

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)−1

≤ 1 + 2

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

≤ 2, ∀k ≥ k0. (4.16)

De las condiciones (4.15) y (4.16) obtenemos

Dh(x
∗, xk) ≤

(
1 + 2

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)
Dh(x

∗, xk−1) + 2

∥∥ek∥∥ c(x∗)
λkα(x∗)

,∀k ≥ k0.

Luego, por el Lema 2.1 se tiene que
{
Dh(x

∗, xk)
}
es convergente y de la Proposición 2.2,

{
xk
}

es acotado.

Definamos el siguiente conjunto de puntos de acumulación débiles de la sucesión generada por
el algoritmo

Acc(xk) = {z ∈ C̄ : ∃{xkl} ⊆ {xk} with xkl
w→ z}.

Teorema 4.1 Supongamos que las hipótesis H1-H5 se cumplen. Si h ∈ B, 0 < λk < λ̄, para
algún λ̄ > 0, y una de los items se cumplen:

i) Condiciones (4,11)-(4,12) se cumplen;

ii) Dh cumple (P) y solamente se cumple (4,11);

entonces,

(a) Acc(xk) ̸= ∅ y Acc(xk) ⊂ S(f, C̄).

(b) Si Acc(xk)∩ S∗(f, C̄) ̸= ∅ entonces {xk} tiene una subsucesión que converge debilmente a
un elemento de S∗(f, C̄).
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Prueba. Probaremos inicialmente asumiendo el item i).
Debido a la Proposición 4.1, item c, obtenemos que {xk} es una sucesión acotada, y aśı existe
una subsuseción que converge debilmente y por eso, Acc(xk) ̸= ∅. Sea L = {k1, k2, ..., kj , ...}, tal
que {xkl} w→ x∗, de (3.6) y gl ∈ ∂2f(x

l, xl) obtenemos

f(xl, x) ≥
〈
gl, x− xl

〉
=
〈
el, x− xl

〉
− λl

〈
∇1Dh(x

l, xl−1), x− xl
〉
, (4.17)

para todo l ∈ L y x ∈ C̄. Considerando (4.11) y que {λl} es acotado inferiormente, obtenemos
que ||el|| → 0. Luego, debido que {xl} es acotado, se tiene que

〈
el, x− xl

〉
→ 0. Por lo tanto,

solo es necesario analizar la sucesión

−λl

〈
∇1Dh(x

l, xl−1), x− xl
〉
.

De la Proposición 2.1, se tiene

−λl

〈
∇1Dh(x

l, xl−1), x− xl
〉
≥ λl

[
Dh(x, x

l)−Dh(x, x
l−1)

]
.

Fijando x ∈ C̄, analizaremos dos casos:
Si {Dh(x, x

l)} converge, entonces λl

[
Dh(x, x

l)−Dh(x, x
l−1)

]
→ 0, desde que {λl} es acotado,

de (4.17) y H1

f(x∗, x) ≥ ĺım sup
l→∞

f(xl, x) ≥ 0.

Si {Dh(x, x
l)} no es convergente, entonces la sucesión no es monotonicamente decreciente y por

eso existen infinitos l ∈ L tal que Dh(x, x
l) ≥ Dh(x, x

l−1). Sea {lj} ⊂ L tal que Dh(x, x
lj ) ≥

Dh(x, x
lj−1), para todo j ∈ IN, entonces de H1 obtenemos

f(x∗, x) ≥ ĺım sup
j→∞

f(xlj , x) ≥ ĺım sup
j→∞

λlj

[
Dh(x, x

lj )−Dh(x, x
lj−1)

]
≥ 0,

entonces en ambos casos obtenemos f(x∗, x) ≥ 0, que significa que x∗ ∈ S(f, C̄).
Ahora, asuma que x∗ ∈ S∗(f, C̄).
Si la condición i) es satisfecha y usando la Proposición 4.1, a) y Proposición 2.2, tenemos que
{xk} es debilmente convergente a x∗.
Finalmente, provaremos nuestra tesis usando el segundo caso ii).
De la Proposición 4.2, b., {xk} es acotada, por eso Acc(xk) ̸= ∅. Tome una subsecuencia {xkj}
tal que xkj

w→ x̄, entonces x̄ ∈ S(f, C̄), y de la Definición 2.5,(e), se tiene que H(x̄, xkl) → 0.
Cuando H(x̄, xk) es convergente, ver Proposición 4.2, a, y la sucesión H(x̄, xkl) converge a cero,
obtenemos que H(x̄, xkj ) → 0. De la Definición 2.5,(f), obtenemos que xkj

w→ x̄ y debido a la
unicidad del limite, tenemos x∗ = x̄. Aśı, {xk} es debilmente convergente a x∗.

5. Conclusiones

Introducimos un algoritmo de punto proximal con distancias de Bregman para resolver pro-
blemas de equilibrio donde la bifunción que define el problema satisface la condición de ser
cuasi-monótona definida en un espacio de Hilbert. Se prueba bajo algunas hipótesis estandares
que la sucesión generada por el algoritmo converge debilmente para una solución del problema.

Este abordaje es la primera tentativa para introducir un algoritmo para esta clase de proble-
mas en espacios de Hilbert de dimensión infinita. Un futuro trabajo puede ser la extensión del
algoritmo introducido para resolver problemas de equilibrio en espacios de Banach y espacios
métricos
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