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Algoritmo Proximal con Funciones de Bregman para Problemas de Equilibrio
Cuasi-Monétono en Espacios de Hilbert
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Abstract: Introducimos un algoritmo proximal para resolver problemas de equili-
brio definidos sobre conjuntos convexos cerrados donde la bifunciéon que define el
problema tiene propiedades de cuasi-monotonicidad. Definiendo hipétesis apropia-
das pero bien generales sobre el problema se prueba la convergencia débil para una
solucién del problema de equilibrio.
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1. Introduccion

El presente articulo introduce un algoritmo para resolver problemas de equilibrio (PE en lo
que sigue) definido en espacios de Hibert: considerando un espacio de Hibert H, con una norma
||.|| inducida por el producto interno (., .), un conjunto no vacio C' C H, que es abierto y convexo
con C siendo la clausura topolégica del conjunto C'y f : C'x C' — IR, es una bifuncién; encontrar
z € C satisfaciendo

f(z,y) >0, VyeC. (1.1)

(PE) es un problema bien general y recubre como casos particulares diversos problemas de
interés como problemas de optimizacion, desigualdad variacional, problemas de equilibrio de
Nash, entre otros, para mayor informacién ver por ejemplo los articulos [8 14, 18]. Es por
eso que (PE) es intensamente estudiado por diversos especialistas en el drea, tanto en teoria,
algoritmos y aplicaciones, [2, 10} 13}, 24, [5, [6 20} 21]. Podemos mencionar también que (PE) se
han investigado en espacios de Hilbert, Banach,[7], y en espacios mas generales como se puede
observar en la referencia [15].

En muchas investigaciones, la bifuncién f(.,.) del problema fue asumida mondtona o
pseudomonotona, ver por ejemplo [14] 9, 29] [4] 5]. También fueron usados diversos métodos para
hallar la solucién de esta clase de problemas como podemos revisar en las siguientes referencias
[36, [T, 37, [4T1], 42| 28].

Uno de estos métodos es el llamado método de punto proximal y que en espacios Eucli-
dianos podemos encontrar en los trabajos de Konnov [30]; Mashreghi y Nasri [35], Langenberg
[33] usando las distancias de Bregman; Nguyen et al. [37] usando distancias ¢— divergencias;
Cruz Neto et al. [I1] usando distancias homogeneas de segundo orden. Todos estos algoritmos
consideraron el caso padréon monétono o pesudomonétono.

Sin embargo, en espacios de Hilbert o Banach algoritmos sobre métodos proximales para
resolver (PE) para el caso cuasi-mondétono atn no ha sido desarrollado, esto motivé a estudiar
el presente trabajo. Nuestro objetivo es desarrollar un algoritmo de punto proximal usando
distancias de Bregman para resolver (PE) en espacios de Hilbert pero asumiendo que la bifuncién
f(.,.) es cuasi-mondtona en vez de monétona o pseudomondtona.

Para obtener el objetivo trazado, este articulo propone la siguiente iteracién en el algoritmo:
dado un punto actual 2! en el conjunto abierto C, explorar y encontrar z* € C satisfaciendo:

gk + )\kleh(xk, .I'k_l) = €k,

donde Dy es una distancia de Bregman, en la Subseccién damos una definicién especifica
de este concepto, ViDp(.,.) es el gradiente de Dj, con respecto a la primera variable, g €
Do f(xF, ), ver Seccién [2, e* es un error de approximacién del vector 0 y \j es un pardmetro
proximal exdgeno. Si el problema y e satisfacen algunas hipétesis obtendremos propiedades
de convergencia del algoritmo proximal.

La contribucién de este trabajo es la obtencién de la convergencia débil de la sucesién
generada por el algoritmo proximal introducido cuando f en cumple la condicion de ser
cuasi-monétono. Debemos observar que esta condicién fue estudiada por Mallma et al. [34] para
el caso Euclideano.

El articulo estd organizado en secciones de la siguiente forma: La seccién [2] introduce algunas
notaciones, herramientas y resultados que se usarén a lo largo del articulo. La Seccién [3|introduce
el método de punto proximal. Seccion [4] estudia las propiedades de convergencia del método
introducido. Finalmente en Seccién 5, damos nuestras conclusiones y los futuros trabajos que
pueden ser desarrollados.

2. Preliminares

En todo este articulo H sera un espacio de Hilbert dotado con producto interno (.,.) el cual
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define la norma dado por ||z|| := (x,z)/2. Denotamos por bd(C), la frontera del subconjunto
C C H y C la clausura de C C H.

Definicién 2.1 Considere el conjunto no vacio y convexo C de H y sea f : C x C — IR una
bifuncion. f(.,.) es llamada

(i) monétona en C si se cumple: f(z,y) + f(y,z) <0, Yo,y € C;
(ii) pseudo-mondtona en C si se cumple: dados x,y € C y si f(x,y) > 0 entonces f(y,z) < 0;

(iii) cuasi-mondtona en C si se cumple: dados x,y € C y si f(z,y) > 0 entonces f(y,z) < 0.

Es facil de verificar que (i) = (i¢) = (i4i). Sin embargo, la inversa (iti) = (ii) = (i) no
es verdad en general, por ejemplo, ver el Ejemplo 3.1 de [16], donde los autores muestran la
siguiente bifuncién en H = IR?, C' = [0,1] x [0,1] ¥

+4/@5+4
- (i

x14++/ 23 +4w2

2 +1

-1
" z1+/23 + 4o
2

f(mhx?) =
+1

Definicién 2.2 La sucesion {y'} de H converge debilmente a § si para cada funcional lineal
g:H — IR se tiene que g(y') converge a g(7).

Lema 2.1 Considere {vi},{vk}, v {8k} tres sucesiones no negativas cumpliendo la siguiente
condicion: vp41 < (14 v,) vk + Bi. St D> pey Br <00 Y Y poy Yk < 00, entonces, {v} converge.

Prueba. Polyak [40], Lemma 2, pagina 44. [

Definicién 2.3 Considere C un conjunto no vacio y convexo de H y una bifuncién f : C x C —
R. Sea z € C un punto arbitrario. Defina el subdiferencial diagonal de f(z,.) en el punto z € C,
a partir de ahora denotado por O f (z,x), como

Oof(z,2) ={g € H: f(z,9) > f(z,2) + {9,y — x),Vy € C}.

Ademds, si f(x,x) =0, se tiene que
Oof (x,2) ={g € H: f(z,y) > (g9,y — x),Yy € C}.

2.1. Distancias de Bregman

Sea h : H — IR U {+00} una funcién propia con int(domh) # 0. Si h es diferenciable en
int(domh), se define la funcién Dy(.,.): H x H — IR U {400} dado por

Dp(z,y) := M) = h(y) — (Vh(y), = —y). (2.2)

Consideremos también los dos conjuntos de nivel inferior de Dj. Para § € IR, definimos
I'1(B,y) :={z € H: Dp(z,y) < B}, y lo(,B) :={y € H : Dyp(x,y) < B}.

Definicién 2.4 La funcion propia h : H — IR U {400} es llamada una funcién de Bregman
generalizada si existe un conjunto no vacio y convexo S, satisfaciendo S = domh y

a. h es continua en S;

b. h es estrictamente convera en S;
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c. h es diferenciable en S;
d. Para cada 3 € IR, los conjuntos T'1(3,y) y Ta(x, B) son acotados para caday € S yx € S.

La clase de funciones de Bregman generalizados serd denotado por GB. Ademds, si h € GB,
entonces Dp(x,y) es llamada distancia de Bregman generalizada de = a y.

Definicién 2.5 Una funcion propia h : H — IR U {+oc0} es llamada funcién de Bregman,
denotado por h € B, si existe un conjunto no vacio, convexo y abierto S de tal manera que h
satisfaga las condiciones descritas anteriormente, como también, que satisfagan:

e. SiyF Byt €S, entonces limy_, oo Dp,(y*,y*) = 0,

f. Si limy_, oo Dp(2%,4%) =0, v* B y* € S y {2F} es acotado, entonces 2F = y*.

Si h es una funcion de Bregman entonces Dy(.,.) es una distancia de Bregman de = a y.

Lema 2.2 Considere que h € GB con respecto al conjunto S. Tenemos las siguientes implica-
ciones:

i. ViDy(.,y)(2) = Vh(z) — Vh(y), para todo z,y € S.
ii. Dy(.,w) es estrictamente convexa en S for all w € S.

iii. Para todo z € S yw € S, Dy(z,w) >0 y Dy(z,w) =0 si, y solo si, z = w.

Prueba. Immediato n

Observe que Dy, no es necesariamente una distancia en el sentido estricto de la definiciéon ya que
la desigualdad triangular ni la simetria en general son verdaderos.

En este articulo usamos la notacién ViDy(x,y) para significar V1 Dy (., y)(x). Asi, obtenemos
que Vi Dp(z,y) = V h(z) — V h(y).

Lema 2.3 Considere que h € GB con su respectivo conjunto S yw € S. 51 z € S, entonces,
G(z) := Dp(x,w) — Dp(z, 2)

es funcién afin (concava y convexa) en S.

Prueba. Immediata. |

Proposicion 2.1 Considere que h € GB con su respectivo conjunto S. Para todo w,z € S y
x € S obtenemos

(ViDp(z,w),x — z) = Dp(xz,w) — Dp(x, 2) — Dp(z,w).

Prueba. Immediata. n
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2.2. Convergencia Cuasi-Fejér con distancias de Bregman

Definicién 2.6 Una sucesion {y*} de H es Dj-cuasi Fejér convergente con respecto a un con-

+oo
Junto no vacio U C M, si existe una sucesion real {er}, con ex >0y > € < 400 tal que
k=1

Dh(xayk) < Dh(m7yk_1> + €k,
para todo x € U.

Proposicién 2.2 Sea h € GB con respecto al conjunto S. Si {y*} es Dy,-Fejér convergente con
respecto a un conjunto U C H, entonces {y*} es acotado. Si, ademds, h € B y un punto de
acumulacion § de {y*} pertenece a U, entonces {y*} converge debilmente y ademds y* = 7.

Prueba. Immediato. n

Definicion 2.7 Una funcion de Bregman h es llamado coerciva en la frontera si para todo
{y*} € S tal que y* — y € bd(S), se tiene que Vh(y*)T (z — y*) = —o0, para cada z € S.

3. Algoritmo Proximal

En este articulo, asumiremos que C' es un conjunto no vacio, abierto y convexo en H y f :
C x C — IR es una bifuncién satisfaciendo f(x,z) = 0, para todo x € C (f con esta propiedad
es llamada funcién de equilibrio). El problema de equilibrio, denotado por EP(f,C), consiste
en encontrar un punto Z € C satisfaciendo

f(z,2) >0,vVzeC. (3.3)
Denotaremos al conjunto de soluciones de EP(f,C) por S(f,C).
Las dos primeras hipétesis que asumiremos en este trabajo son:

Hipétesis H1. Given y € C (arbitary but fixed), we have that f(.,y) : C — IR is upper
semicontinuous.

Hipétesis H2. Dado z € C (arbitrario pero fijo), f(z,.) : C — IR es convexa.

Observacion 3.1 Observe que las condiciones H1 y H2 son estandard para la investigacion
de problemas de equilibrio, ver por ejemplo [19, 21, [20] y los teoremas 13,1 and 13,2 de [31].

Algoritmo General

Inicializacién: Sea {\; } una sucesién de pardmetros positivos, llamados pardmetros proximales,
y un punto inicial arbitrario:

2% e C. (3.4)

Paso Principal: Para k = 1,2,..., y dado ¥~ € C, encuentre un nuevo punto z* € C y
ek € IR" tal que

e € Oy f (¥, 2%) + A\ V1D (2, 2F 1), (3.5)

donde Dy, es una distancia de Bregman.
Stop Criterion: Si ¥ = 2*~1 0 ¥ € 9, f(2*, 2*), entonces finalizar el algoritmo. Caso contra-
rio, hacer k — 1 <— k y volver a Paso Principal.
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De (3.5) podemos concluir que existe un elemento g* € 9o f (mk , %) tal que
e = gF + \eV1Dp (2%, 257 1), (3.6)
El segundo grupo de hipdtesis son los siguientes:

Hipétesis H3. f(.,.) es cuasi-mondtona.

Hipétesis H4. Para cada ntimero natural k € IV, existe 2* € C tal que (3.5)) se cumple.

Observe que si ¥ = zF71, para algin k, entonces Vth(:Uk,xkfl) = 0 y asi obtenemos
g" = eF € Ouf (¥, 2%) y el algoritmo finaliza. Es por eso que el interés de este trabajo se
concentra cuando x* # z*~1, para todo k.
Definamos el siguiente conjunto

S*(f,C)={y € 5(f,C) : fly,w) >0, Yw € C}. (3.7)

Este conjunto fue introducido por la primera vez por Mallma et al. [34] que fue motivado por el
articulo [4], pagina 41.
Asumiremos que el conjunto definido es no vacio, esto es, adicionamos la siguiente hipdtesis

Hipétesis H5. S*(f,C) # 0.

A seguir damos un resultado general que sera usado en la convergencia del algoritmo

Proposicién 3.1 Asumiendo las hipdtesis H2-H5, y h € GB, tenemos que la sucesion {z*}
generada del algoritmo general satisface:

Dy (x*,2%) < Dy (a*, 2871 — Dy (aF, 2571 + — <ek,xk — x*> , (3.8)

para cada z* € S*(f,C).

Prueba. Sea z* un punto del conjunto S*(f,C), esto implica que f(z*,w) > 0, para todo
w € C y como z¥ € C, se obtiene f(z*,2*) > 0. Usando la cuasi-monotonicidad de f(.,.),
tenemos f(x*, z*) < 0. Debido que g* € 0y f(x*, z¥), obtenemos de la hipétesis H2 y Definicién
2.3

<gk,$* — xk> < f(z*,z*) <o0. (3.9)
Reemplazando (3.6]) en (3.9)) se tiene
<ek — M VD (2P, 2, 2t — :ck> <0, (3.10)

el cual implica

1
— < ko — xk> < <:U* — ", Vth(xk,xk_l)> .
Ak
Ahora, usando la Proposicién [2.1] obtenemos
1
o <ek,:1:* — xk> = <3:* - xk,Vth(xk,xk*1)> < Dp(z*, 21 — Dp,(2*, 2%) — Dy (2, 271,
k

37 PESQUIMAT 25(2): [32-43



Algoritmo Proximal con Funciones de Bregman para Problemas de Equilibrio ...

4. Convergencia del Algoritmo

Analizaremos la convergencia del algoritmo cuando el error e* satisface las siguientes condi-
ciones:

S Jlef]
< +o0 (4.11)
k=1 "k
+00 |/ k .k
S w < 400 (4.12)
k=1 k

Proposicién 4.1 Supongamos que las hipétesis H2-H5 son satisfechas, h € GB y {z*} es

generado por el algoritmo dado por , , , , entonces
a) {2*} es Dy-cuasi-Fejér convergente a S*(f,C).
b) {Dy(z*,2%)} converge para cada x* € S*(f,C).
c) {zF} es una sucesion acotada.

Prueba.
a) Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (3.8)) obtenemos que

* * — 1 *
Di(a*,a*) < Dufa®,a* ) 4 = (1Ml + 1t 24 (4.13)
para cada z* € S*(f,C). Denotando €* = i (Ile¥lz* || + |{e¥, z*)]) , obtenemos
Dy, <1‘*,$k> < Dy, (m*,xk_l) + €,

y de (4.11) y ([4.12) se tiene 32,5 €* < oc.
b) De a) y Lema obtenemos el resultado requerido.

c) Usando a) y Proposicién se prueba el presente item. [

Eckstein [12] introdujo, por la primera vez, las condiciones y . Después de ello
estas condiciones fueron utilizados por varios investigadores, entre ellos podemos citar a [18],
citekaplan2004. Por otyro lado, la hipdtesis puede ser retirada de la Proposicién para
una cierta clase de distancias de Bregman, para obtener que {Dy(z, $k)} es convergente y que
{xk} es acotada. Estas distancias incluyen por ejemplo todas las funciones fuertemente convexas,
ver [23].

Proposiciéon 4.2 Supongamos que las hipotesis H2-H5 cumplen y h € GB. Si solamente la
condicion (4,11) es satisfecha y supongamos que la distancia de Bregman generalizada Dy(.,.)
satisface la siguiente propiedad adicional:

(P) Para cada x € C existe a(z) > 0 y c(x) > 0 tal que:

Dy (z,v) + ¢(x) > a(x)||x —v||,Vv € C;

entonces
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a. Para cada x* € S*(f,C), se tiene

il e[ e(2™)
D * k <1 2 He D * k—1 )
para k suficientemente grande y asi, {Dy,(z*, 2*)} converges.
b. {z¥} es acotada.
Prueba. Tomando z* € S*(f,C), y usando (3.8)) se tiene
1
Dy (x*, %) < Dy (a*, 2F71) + = HekH ka —z*|. (4.14)
k
Fije 2 = 2* y v = 2¥ en (P) y de (4.14)) obtenemos
"] cfa”) ||e*]]
1— ) D%, 2F) < Dy(a*, 251 _ 4.15
( )\ka(az*) h(l’ ,Z' )— h<$ ,.I' >+ )\ka($*) ( )
ek
De (4.11)), existe kg = ko(z*) tal que Al’a(ay*) < %, for all k > kg. Entonces
1
1< (1o Nl <1l oy Vk > ko (4.16)
- Apa(z*) - Apa(z*) =7 - ’

De las condiciones (4.15)) y (4.16]) obtenemos

k || e(z*
H )Dh(x*7xk—l)+2}|)\k!é(;*))

Dy (x*, z%) < (1 +2 le k> k.

Apa(x*)

Luego, por el Lema se tiene que {Dh(l‘*, l’k)} es convergente y de la Proposicién {xk}
es acotado. (]

Definamos el siguiente conjunto de puntos de acumulacion débiles de la sucesién generada por
el algoritmo

Ace(z®) = {z € C : 3{aM} C {2*} with M 2 2}

Teorema 4.1 Supongamos que las hipdtesis H1-H5 se cumplen. Si h € B, 0 < A\, < A, para
algin A > 0, y una de los items se cumplen:

i) Condiciones — se cumplen;
ii) Dy cumple (P) y solamente se cumple ;
entonces,
(a) Acc(xF) #0 y Acc(z¥) c S(f,C).

(b) Si Acc(x®) N S*(f,C) # 0 entonces {x*} tiene una subsucesion que converge debilmente a
un elemento de S*(f,C).
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Prueba. Probaremos inicialmente asumiendo el item 7).
Debido a la Proposicion item c, obtenemos que {xk} es una sucesion acotada, y asi existe
una subsusecién que converge debilmente y por eso, Acc(x¥) # 0. Sea L = {k1, ko, ..., kj, ...}, tal

que {zF} B z*, de 1) y g' € 9o f (2!, 2!) obtenemos
fat, z) > <gl,a: — xl> = <el,a: — :L'l> -\ <V1Dh(xl,xl_l),x - $l> , (4.17)

para todo [ € L y # € C. Considerando (4.11) y que {\;} es acotado inferiormente, obtenemos
que ||e!|| = 0. Luego, debido que {z'} es acotado, se tiene que <el,a: — :cl> — 0. Por lo tanto,
solo es necesario analizar la sucesién

-\ <V1Dh(xl, Y,z — xl> .
De la Proposicion [2.1] se tiene

-\ <V1Dh($l,xl_1),x - :L‘l> >N [Dh(x, zt) — Dy (x, 27 1)

Fijando x € C, analizaremos dos casos:
Si {Dp(x,2')} converge, entonces \; [Dh(x,ml) - Dh(:c,:nlfl)] — 0, desde que {\;} es acotado,
de (4.17) y H1

f(@*,x) > limsup f(2',z) > 0.

l—o00

Si {Dy,(z, ! )} no es convergente, entonces la sucesiéon no es monotonicamente decreciente y por
eso existen infinitos [ € L tal que Dy(x,2') > Dy (x,2'71). Sea {I;} C L tal que Dy(z, %) >
Dy, (z,2%71), para todo j € IN, entonces de H1 obtenemos

f(z*, ) > limsup f(z¥, z) > limsup Al [Dh(a:,a;lﬂ') — Dh(m,xlﬂ'*l)} >0,

Jj—o0 Jj—o0

entonces en ambos casos obtenemos f(z*,z) > 0, que significa que z* € S(f,C).

Ahora, asuma que z* € S*(f,C).

Si la condicién 7) es satisfecha y usando la Proposicién a) y Proposicién tenemos que
{z*} es debilmente convergente a x*.

Finalmente, provaremos nuestra tesis usando el segundo caso ).

De la Proposicién b., {z*} es acotada, por eso Acc(x¥) # (). Tome una subsecuencia {z*/}
tal que z% % Z, entonces z € S(f,C), y de la Definicién [2.5}(e), se tiene que H(z,z") — 0.
Cuando H(Z,z") es convergente, ver Proposicién a, y la sucesién H(z,z") converge a cero,
obtenemos que H(Z,z%) — 0. De la Definicién (f), obtenemos que z* % Z y debido a la
unicidad del limite, tenemos z* = Z. Asf, {z*} es debilmente convergente a x*. [

5. Conclusiones

Introducimos un algoritmo de punto proximal con distancias de Bregman para resolver pro-
blemas de equilibrio donde la bifuncién que define el problema satisface la condicion de ser
cuasi-mondétona definida en un espacio de Hilbert. Se prueba bajo algunas hipdtesis estandares
que la sucesién generada por el algoritmo converge debilmente para una solucion del problema.

Este abordaje es la primera tentativa para introducir un algoritmo para esta clase de proble-
mas en espacios de Hilbert de dimensién infinita. Un futuro trabajo puede ser la extension del
algoritmo introducido para resolver problemas de equilibrio en espacios de Banach y espacios
métricos
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