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Resumen: En este articulo estudiaremos una viga de sdndwich Rao-Nakra; que
consta de tres capas distintas de espesor uniforme. En el modelo unidimensional de
viga tipo sdndwich Rao-Nakra, con amortiguamiento de tipo Kelvin-Voigt e historia,
utilizaremos la teoria de semigrupos, la buena colocacién del problema se obtiene
empleando el Teorema de Lumer Phillips y la estabilidad exponencial se prueba
empleando el Teorema de Gearhart-Huang-Priiss.
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Exponential Stability of Rao-Nakra sandwich Beams

Abstract: In this article we will study a Rao-Nakra sandwich beam; consisting of
three distinct layers of uniform thickness. The one-dimensional model of a Rao-Nakra
sandwich beam, with Kelvin-Voigt type damping and history, we will use semigroup
theory, the good placement of the problem is obtained using Lumer Phillips’ Theorem
and exponential stability is proven using the Gearhart-Huang-Priiss Theorem.
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1. Introduccion

En el presente articulo, estudiaremos las vigas sandwich de Rao-Nakra, con dos amortigua-
mientos de tipo Kelvin-Voigt y una historia, esto es, consideremos el siguiente sistema

prhiug — Erhiug, — k (—u+ v + aw,) + / 9(8)ugz(z,t — 5) ds = 0 en ]0, L[xRtT (1)
0

pshsvy — E3h3vee +k (—u 4+ v + aw,) — p1vzee = 0 en |0, L[xRT  (2)
phwit + Elwgypy — ok (—u + v + qwy), — powsze = 0 en |0, L[xRT  (3)

con condiciones iniciales

(U(x,O),v(x,O),w(x,O)) (UO( ) (x)awo(x)), en ]O,L[
(ug(z,0),v¢(x,0), w(x,0)) = (u 1( ),v1(x),wi(x)), en]0,L] (4)
u(z, —s) =n’(z,s), en |0, L[xR*

y las condiciones de frontera de Dirichlet-Neumann

u(0,t) = u(L,t) = v(0,t) = v(L,t) =

0
w(0,t) = w(L,t) = wy(0,t) = wy(L,t) =0 en RT (5)

Donde las funciones ug, u1, vg, v1, Wo, w1 y 770 son datos iniciales dados y los parametros p1, ps,
p, hi, hs, h, k, o, E e I son constantes no negativos.
La funciéon del nicleo de historia satisface

g:RT = R tal que g € C'(RY) N L=(RY),

b:Elhl—/Ooog(s)ds>0 (6)

y ademas existen ctes. positivas kg, k1 que verifican
—kog(s) < ¢'(s) < —kig(s), paratodo s € RJ (7)

donde Rt =0, +o0o[ y R{ = [0, +o0].
Las pequenas vibraciones de una viga estan dadas por el sistema

prug — k(ug + @)y =0 (8)
P2Ptt — boze + k(uz + (P) =0 (9)

Este modelo muy famoso fue introducido por S. P. Timoshenko [14] en 1921, donde u(x,t)
y ¢(x,t) modelan el movimiento transverso de la viga, el dngulo direccién del filamento del
haz, respectivamente y p1, p2, k, b son nimeros reales positivos. Este sistema —@ ha sido
ampliamente estudiado por diversos autores en diferentes contextos. El siguiente modelo para
viga laminada de dos capas fue propuesto por S. Hansen y R. Spies [4] en 1997, basado en la
teoria de Timoshenko.

pwy + G(p — wy)y =0, en |0, L[xRT (10)
I,(3sit — 1) — D(3842 — Paz) — G(¢ —uz) =0, en |0, L[xR* (11)
31,544 — 3Ds35 + 3G (@ — wy) +4vys + 405, = 0, en |0, L[xR* (12)

donde p, G, I,, D, v y  son constantes positivas y representan la densidad, el esfuerzo cortante,
momento de inercia de la masa, rigidez fluxural, rigidez adhesiva y el pardmetro adhesivo de
amortiguacion respectivamente. La funcién w(z,t) denota el desplazamiento transversal, p(z,t)
representa el desplazamiento rotacional y s(x,t) es proporcional a la cantidad de deslizamiento
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a lo largo de la interfaz en el tiempo t y la variable espacial longitudinal z. Este modelo ha
sido de mucho interés para diversos autores en los anos recientes, ver por ejemplo [2], donde se
consideré la dinamica de las vigas laminadas de Timoshenko.

Los modelos generales de vigas laminadas de tres capas fueron desarrollados en 1999 por
Liu-Trogdon-Young [9]

plhlutt - Elhluxa: —T= 07 (13)

p3havy — E3h3vg, + 7= 0, (14)

Ph’wtt + Elwxzaxv - Glhl (wa: + ¢1):v - G3h3(wx + ¢3)x - hQT;L’: 07 (15)
h

p1li¢1 e — E1l1d1 g0 — ?IT + Grhi(wy + ¢1)=0, (16)
h

p3lsps i — E3lz3¢3 0 — EBT + G3hs(wg + ¢3)= 0. (17)

Los parametros fisicos h;, p;, E;, G;, E, I y I; son constantes positivas y representan el espesor,
la densidad, el modulo de Young, moédulo de corte y momento de inercia de la i-esima capa,
para i = 1,2, 3; de abajo hacia arriba, respectivamente. Ademads

ph = p1h1 + pa2ha + pshs y E1 = E111 + E3l3.

El sistema Rao-Nakra

prhiuy — Erhituge — k(—u+ v + yw,) = 0, en |0, L[xR™, (18)
P3h3vtt - E3h3vrmv + k(_u +tou+ ’wa) = 07 en ]07 L[XR+> (19)
phwiy + Elwggpy — ak(—u 4 v 4+ ywg), = 0, en |0, L[xR™T, (20)

se obtiene de —, considerando que el material del nicleo es linealmente elastico, es decir
7 = 2G( con la tension de cizallamiento

1 1
(= (~u+v4+wy) yy=ha+ z(h1+ h3),
2hy 2

E
donde k := 2Gh22’ el moédulo de corte Gy = m

En este sistema de Rao-Nakra, u(z,t) es el desplazamiento longitudinal, v(x,t) representa el
angulo de corte de las capas inferiores y superiores, w(x,t) representa el desplazamiento trans-
versal de la viga. Los pardmetros fisicos que representan las propiedades del material h;, p;, E;
y I son positivos y representan el espesor, la densidad, médulo de Young, y momento de inercia
de la masa.

Diversos autores han investigado recientemente, acerca de las propiedades cualitativas del
modelo de Rao-Nakra, sujeto a cierto mecanismo de amortiguacién, como la estabilidad y la
capacidad de control.

Nuestra motivacion es el siguiente modelo de Rao-Nakra con amortiguacién interna y amor-
tiguamiento de Kelvin-Voigt, considerado en [6].

1
y-l<ov< 5 e la relacién de Poisson.

prhiugy — E1hiugz, — k(—u 4 v 4+ aw,) — aqugygr + asur= 0, (21)
thBUtt - E3h3va:x + k(—’LL +v+ Oé’w;];) — brugyt + bour= 0, (22)
phwy + Elwggee — ak(—u + v + qwy)y — Uzt + coug = 0 (23)

donde a;, b;, ¢; son constantes positivas para i =1, 2.

Los autores en [6] mostraron que el sistema — es inestable si solo se impone un
amortiguamiento en la ecuacién de la viga, sin embargo la estabilidad exponencial se mantiene,
cuando los tres desplazamientos se amortiguan, mientras la estabilidad polinomial se mantiene,
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cuando solo dos de las tres ecuaciones son amortiguadas. Para el caso ao = by = ¢ = 0, se
recupera el sistema —, sin el término de historia y sin la amortiguacion Kelvin-Voigt en
la capa inferior. Para a; = by = ¢; = 0 en [§] fue probado la estabilidad polinomial cuando el
amortiguamiento esta dado en una de las tres ecuaciones de la onda y la estabilidad exponencial
fue obtenida por Ozkan Ozer y Hansen [I0], cuando la amortiguacién se impone en un extremo
de la viga para los tres desplazamientos.

El objetivo principal de este articulo es estudiar el comportamiento asintético de la solucién
asociado al sistema —, mostrando que el sistema es exponencialmente estable.

Emplearemos la teoria de semigrupos para el desarrollo de este articulo, para ello se debe
transformar el problema — a un problema abstracto de Cauchy auténomo

d
ZU#) = AU(), U(0) = Up.

Para esto se introduce la variable auxiliar para la historia
n(x,t,s) =u(x,t) —u(z, t — s), (z,t,5) €0, L[xRT x RT (24)
esta variable 7 satisface
n(x,t,s) +ns(z,t,s) = w(x,t). (25)
Sustituyendo wuy,(x,t — s) de en la ecuacién , el sistema —se puede escribir de la

forma

[o¢]
prhiug — bugy — k (—u + v + aw,) — / 9(8)Nze ds =0 en |0, L[ xR (26)
0
pshsvi — Eshgvg, +k (—u 4+ v + Qwg) — p1Vper = 0 en |0, L[xR" (27)
phwy + Elwgges — ok (—u+ v + qwy), — floWegt =0 en |0, L[xR™ (28)
ne(x,t,8) + ns(x,t,s) = ug(x,t) en |0, L[xRT x R (29)

con datos iniciales

(U(JT,O),U(.I,O),U)(.T,O)) = (U0($),Ug(l’),w0(x))7 en ]O,L[
(ug(x,0),v¢(x,0), we(x,0)) = (ur(x),v1(z), wi(x)), en
77(%07 8) :"70(5575)’ en]07L[XR+

=)
~
—
w
=
~—

y las condiciones de frontera, Dirichlet-Newmann

u(0,t) =u(L,t) =v(0,t) =v(L,t) = 0 R+
w(0,t) = w(0,L) = wy(0,t) = wy(L,t) = 0 " a1
n(0,t,s) =n(L,t,s) =0 en Rt x RT (31)
n(z,t,0)=0 en |0, L[xR*,

donde ng(z, s) = ug(x) — n°(z, s).
De forma natural, realizando ciertos calculos, se establece que la energia asociado al sistema

—, tiene la forma siguiente

E(t)‘—l h Ly 2de+b ! 2 d h ' 2 dax + E3h ! 2 d
=3 ,0110 w|” dw + ; | | 90+P330 |vg|” dx +- 330 |vz|” d

L L L
+EI/ (e d:c+ph/ |wq|? dx+k/ |—u+ v + aw,|* dx
0 0 0

[ oo as ] (32)

el cual es no creciente para todo t > 0, dado que

d L L 00 L
ZE(t) < —ul/ |vge|? da — uz/ lwae|? dx — k:o/ / g(s)|nz)? dsdz <0 (33)
0 0 0 0
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2. Preliminares

En esta seccion presentaremos algunos resultados sin demostracion, los cuales seran emplea-
dos en el desarrollo del presente trabajo.

Definicién 2.1. Consideremos el operador lineal no acotado A : D(A) C X — H, donde H es
un espacio de Hilbert y Uy € H. Se define el problema abstracto de Cauchy

d
CU) = AU, +>0
U(0) = U,

(34)

Teorema 2.2. Sea el operador A generador infinitesimal de un Cy-semigrupo de contracciones
S(t) en el espacio de Hilbert H.

1) St Uy € D(A), el problema abstracto de Cauchy , admite una solucion unica de la
forma U(t) = S(t)Uo, satisfaciendo

U € CHRS,H)NC(RS; D(A)).
11) Ademds, si Uy € H, el problema abstracto de Cauchy , admite una solucion unica

U(t) = S(t)Uy, que satisface
UeCRY,H).

Demostracion. Ver [11] O

Definicién 2.3. Sea H un espacio de Hilbert equipado con el producto interno (i), y A un
operador lineal densamente definido sobre H. Diremos que el operador A es disipativo si

Re (Az,xz) <0  para todo x € D(A).

Teorema 2.4. Sea A un operador lineal densamente definido en un espacio de Hilbert H.
Entonces A genera un Cy-semigrupo de contracciones en H, si y solo si A es disipativo y ademds
el operador (I — A) es sobreyectivo.

Demostracion. Ver [11] O

El siguiente teorema nos dice que la condicién R(I —.A) = H se puede debilitar a R(AgI —.A)
para cualquier A\g > 0 dado.

Teorema 2.5 (Lummer Phillips). Consideremos el operador A cuyo dominio D(A) es denso
en el espacio de Hilbert H.

1) Si A es operador disipativo y ademds existe un niumero real Ao positivo tal que el rango
R(NI—A) =H, entonces el operador A es un generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
de contracciones en H.

11) De otro lado, si A es el generador infinitesimal del Cy-semigrupo de contracciones S(t) en
H, entonces el operador A es disipativo y R(AI — A) = H para cada X > 0.

Demostracion. Ver [1]. O

Como corolario del teorema anterior, el siguiente resultado se utiliza frecuentemente en la
gran mayoria de trabajos.

Corolario 2.6. Consideremos el operador A cuyo dominio D(A) es denso en el espacio de
Hilbert H. St A es un operador disipativo y p(A) es el conjunto resolvente de A, donde 0 € p(A),
entonces A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo de contracciones en H.
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Demostracion. Ver [1]. O

Teorema 2.7. Sea A un operador lineal y p(A) su conjunto resolvente. Si S(t) = e el Cp-
semigrupo de contracciones generado por A. El semigrupo S(t) decae exponencialmente si y solo,
51

iR ={if; B € R} Cp(A)
lim sup H(iﬁ[ - A)_IHL(H) < o0
|Bl—00

Demostracion. Ver [7]. O

Lema 2.8. Consideremos un operador cerrado A en un espacio de Hilbert H, donde 0 € p(A). Si
iR ¢ p(A), entonces existe un nimero real w, con H.A_lH_l < |w| < oo tal que el conjunto

{i; 18] < |wl} € p(A)

sup{H(z‘/BI—A)AHE(H); 18| < yw|} = 00.

Demostracién. Ver [7]. O

Corolario 2.9. Consideremos un operador cerrado A en un espacio de Hilbert H, donde
0 € p(A). Si iR ¢ p(A), entonces existen sucesiones (An), (Un) y (Fn) en R, D(A) y H
respectivamente, tales que

An = w con || < wl; ||Uplly =1

F,, — 0; siendo (iA,I — A)U,, = F,, para todo n € N.

Demostracion. Ver [7]. O

Corolario 2.10. Sea I C R intervalo no acotado y u € WP(I), donde 1 < p < 0o, entonces

xh_)rglo u(z) =0

Demostracion. Ver [1]. O

Lema 2.11. Consideremos que la funcion g del término memoria satisface @—, Y
w e LS(R’L;H&(O, L)) tal que ws € L?](R‘*‘;H&(O,L)) y w(z,0) = 0. Entonces

I g(s)ws(, 5) =0,

lim [9(s)]Y 2wz, s) =0y

lim g(s) [lws (2, 5)|* =0.
S5—00
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3. La buena colocacion

Definimos las funciones ¢ = uy, £ = vy y 2 = wy, y consideremos U = (u, p,v,&,w, z, n)T
Uo = (uo, o, vo, &0, wo, 20,M0)" , donde T denota la transpuesta. Entonces el sistema —,
puede formularse por

d
—U(t) = AU(t t>0
U(0) = Uy,
por lo cual, el operador A es definido por
[0 I 0 0 0 0 0 |
b —kI ko 0
prh1 (Jzz O p1h1 0 plhl( )z 0 o 9(8)()zx ds
0 0 0 1 0 0 0
_ _kI_ E3h3(Jaw kI —pal ka(-)e
A= pshs 0 3,033h3 p3h3 P3f13 pshs 0 0
0 0 0 0 O 1 0
ka()z ko()z El()zzax o?()ax
halle g e 0 Jesze g BOClos 0
0 1 0 0 0 0 ()s |
(36)
donde 0 e I representan los operadores nulo e identidad respectivamente. Por lo cual se tiene
_ ; ;
pl—lhl [bum +k(—u+v+aw,) + fo (8)Nzz(, L, 8) ds}
3
AU = p3h3 [E3hsvgs — k(—u + v + awy) + p1€z] (37)
z
pih [—Elwgges + ka(—u+ v+ qwy)y + t22z]
L v —1s _

Para definir el espacio de fase H, consideremos el espacio estandar L?(0, L) con su producto
interno usual (,) y su norma inducida ||-||. Consideremos también los espacios de Hilbert

HZ(0,L) = {w € H*(0,L); wy(0) = w,(L) =0}

L(0,L) = {n :RY — H(0,L); /O g(s) ||n2]]? ds < oo},

equipado con el producto interior y la norma inducida

00 0 1/2
(n,n*>Lg=/0 g9(s) (nemzy ds—y nllz = [/0 9(s) lIna | ds} :

Se define el espacio de fase H por
H = [Hg(0,L) x L*(0, L)]* x (Hg(0,L) N HZ(0, L)) x L*(0, L) x L2(0,L), (38)
provisto del producto interno
<U, Uﬁ> =p1h1 <cp, cpﬁ> +b <ux,ugc> + pshs <£,£ﬁ> + E3hg <vx,vﬁ> + EI <wm, 5;$>

[e.9]
+ ph <z, zﬁ> +k <—u + v + awy, —uf + v + aw§> + </ g9(s ﬁx»%> (39)
0
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con U = (u,p,v,&w,2,m)7 v Ut = (ul, o, vF, €8 wh, 28 n)T en H, el cual induce una norma
definido por
U113, =prha ll@ll® + b luz|® + pshs 117 + Bshs [[vz]® + BT [[wae |
+ o |27+ k|| =+ o+ awg|* + 0]l (40)

De otro lado, el dominio del operador A es definido por
D(A)={U e H; AU € H}.

Desde que A esta bien definido por con las condiciones de frontera del sistema —,
resulta el dominio del operador A

(u, 0,0, 6w, 2,m)" € H; ¢,€ € Hy(0,L),z € Hy(0, L) N HZ(0, L),
(bu + fooog(s)nds) € H*(0,L), ns € Lg,

D(A) =< (Eshgv + &) € H*0,L)
(—ETwgy + ka?w + pgz) € H?(0, L);

Es posible probar que el operador A es disipativo y también 0 € p(.A), esto es,

Re (AU, U)y, < = 6ol = piz [|2® — ko/ﬂ 9(s) lInz|1* ds < 0. (41)

Por tanto del corolario (2.6, se concluye que el operador A es un generador del Cy-semigrupo
de contracciones S(t) = .
La buena colocacién del problema es garantizado por el Teorema ([2.2)).

4. Decaimiento exponencial

En esta parte probaremos que el Cy-semigrupo de contracciones decae exponencialmente.
Para lograr ello, usaremos el siguiente teorema que d& las condiciones necesarias y suficientes
para la estabilidad del Cy-semigrupo de contracciones. Esto fue obtenido de forma independiente
por Gearhart [3], Huang [5], y posteriormente Priiss [12].

Teorema 4.1. Sea p(A) el conjunto resolvente del operador A y S(t) el Cy-semigrupo de con-
tracciones generado por A. S(t) decae exponencialmente si y solo si

iR ={ip; BeR}Cp(A) (42)

limsup ||(i8] — A

|B]—00

)*IHLI(H) < 00 (43)

Teorema 4.2. El semigrupo S(t) = etA generado por el operador A admite decaimiento expo-
nencial, si existen nimeros positivos w y M > 1 por lo cual

1S(t)]lg(2) < Me™" para todo t >0

Demostracion. Para la demostracién es suficiente que se verifique y del Teorema,
En primer lugar se demostrara , esto es, iR C p(A). La demostracién se realizard por
contradiccién. Supongamos que

iR ¢ p(A) (44)

Puesto que A es un generador infinitesimal del Cp-semigrupo de contracciones en el espacio H,
entonces A es un operador cerrado, ver Pazy [11].
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Por otro lado, desde que iR ¢ p(A), existe una sucesién (A,) C R y una sucesién de funciones
(Un) C D(A) con ||U||,, = 1 tales que

An = Acon |A,| <A

y
[(iAn] — A) Unllyy — 0 (45)
Consideremos
(z)\ I - A)U, = F, para todo n € N, (46)
donde Fn = (fL 2, 73, 14, S, I ety Up = (tn, O, Uny Ens Wnsy 2y )T € D(A).
De ) v ., se obtlene
F,—>0enH, (47)

Luego, para obtener la contradiccién, demostraremos que cada término de (U,,) converge a cero.
Aplicando producto interno en H, con Uy, se obtiene

idn [ Unll3, = (AUn, Un)yy = (Fn, Un)yg
tomando la parte real y utilizando , y luego , se obtiene
2 2 > 2
i [|€nell” + p2 |20z l” + kl/ 9(8) 11 (¢, s) || ds — 0 (48)
0

De y de la desigualdad de Poincaré, se obtiene

€narEn — 0 en L*(0, L) (49)
ZnayZn — 0 en L?(0, L) (50)
Mp, — 0 en Lg. (51)

Por otro lado, de la ecuacién resolvente (46)), expresando en términos de sus componentes, resulta

iIApUy — @p = fr—0en H}(0,L) (52)
o
iAnprhion — bup gz — k (—un + vy + QWp z) — / 9(8)Nn 2z ds :p1h1f2 —0 en LQ(O, L) (53)
0
MU —En = f2 = 0en H}0,L) (54)
iMh3psén — Eshsvg ze + k (—tn + vy + QW 2) — p1énae =p3hafa — 0 en L2(0,L) (55)
iAWy — 2 = f>—=0en H N H? (56)
iAnzn + Elwn zoee — ko (—up + v + QWnz), — P2Zn 2z = phf6 — 0 en L2(0 L) (57)
Z>\n"7n + Mns — Pn = fg — 0 en L2(0 L) (58)
Ahora, de se obtiene
On = Ann + Mn,s — faz (59)

tomando producto interno en L?J, 59) con ¢y, se obtiene

/0 g(s) <80n,ac> Son,:r> ds =i\, /0 g(s) <77n,:v7 SOn,:v> ds + /0 g(s) <T’TL,S{Ea ‘Pn,1> ds
_/0 g(s) <fqz,a;;@n,z> d37
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luego, tomando la parte real en (59) e integrando por partes, se obtiene

HwAFA a$w=—w¢A w$mwmmwwmw+é 9(5)Re (o e ds

(o)
_ / 9(s)Re (f7 1 pn) ds. (60)
0
Aplicando valor absoluto en , utilizando (|7)) y la desigualdad de Holder, se obtiene
1
lnal < =75 (I Inllzg + Ko lall s + (15712 ) (61)
gl 2! g
utilizando en las convergencias de , y por Poincaré,
ne: oo — 0 en L*(0, L), (62)

De otro lado, de se obtiene
i)\nun,x = f%,m + On,zs

aplicando norma en L%(0, L) y la desigualdad de Poincaré
Uz, Un — 0 en L2(0, L) (63)
Ahora, de se obtiene
Antnz = fr o+ &n
aplicando norma en L?(0, L) y utilizando la convergencia , se obtiene
Unz, Un — 0 en L*(0,L). (64)

En forma similar de (56]), aplicando norma en L?(0, L) y luego Poincaré, se obtiene

Wy, W, — 0 en L2(0,L). (65)
Por lo tanto, de , y, resulta
(—tun + vy + awy ) — 0 en L?(0,1) (66)

multiplicando (57)) por w, en L?(0, L), se obtiene

iAnph (zn, wn) + ET ||wnm||2 + ko (—up, + vy, + awp, Wy z)
+ a2 <Zn,a:7 wn,x> = Ph <f76u wn> y (67)

de las convergencias obtenidas, reemplazando en , resulta
Wz — 0 en L2(0,L). (68)
Por lo tanto, de — y —, resulta
|Unllzy — 0, cuando n — oo,

esto conlleva a una contradiccién con ||U,||,, = 1 para todo n € N, esto significa que /R C p(A).
Ahora, demostraremos la condicion del teorema esto es

limsup || (iA] — A

[A] =00

)_1H£(H) <00, NER,
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la demostracion lo realizaremos por contradiccién, supongamos lo contrario, es decir,

limsup ||(iA] — ‘A)AH[,(H) = 00,

[A| =00

entonces existe una sucuencia (A,)peny € R donde A\, — 400 y una secuencia de funciones
(F,) C H, con F, # 0 para todo n € N, tal que

| (iAnT — A)*anHH
|l

>n paratodon €N,

esto es
[(iAnT — A) T Fu |, = [ Fally, - (69)
Desde que es cierto, entonces (\,) C p(A), por tanto, (i, — A)~" € L(H), entonces existe

una unica sucesién (Un),cny = {(Uns ©n, Vn, &y Wn, 20, )} C D(A) con ||Uyll,, = 1 para cada
n € N, tal que

(i I — AU, = F, (70)

esto es,
Un = (iAg] — A)7LE,. (71)

De en , resulta

F,—0enH (72)

esto es
F, = (i\yI — AU, — 0 en H. (73)
Sea F, = ( JE ) I Sy N N fg), para conseguir la contradiccion, mostraremos que cada

término de la sucesién U,, converge para cero.
Aplicando producto interno en H, con Uy, resulta

oo
w1 l€nall® + p2 2ol + Ko / 9(8) 1,0 (t, )1 ds < | Fallyg 1Unll3,
0

utilizando y la desigualdad de Poincaré, se obtiene
Enerbn =0 en L¥(0,L)
Znay2n — 0 en L2(0, L) (74)
M — 0 en L2(0,L).

De otro lado, multiplicando por g(s)7, e integrando sobre |0, L[xR™, se obtiene
L proo L froo
ot [ [ idag(opatdsda—b [ [ gs)un iy ds s
0o Jo 0o Jo

L 00 L o) 00
_ k:/ / 9(8)(—un + vy + 0wy, 2y ds dx — / / g(s) </ 9(8)n 2z ds) T ds dx
0 0 0 0 0

L 00
— il /O /0 9(5)/27in(, 1, 5) ds da (75)
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tomando la parte real en y utilizando , se obtiene

P1h1/ / s) |nl® dex__Plhl/ / s)Re(pn f1) ds dx

—plhl// s)Re(¥nTins) dsdx+b//

s)Re(un 2Mnz) ds dz

+ k/ / s)Re(unn) ds dx — / / s)Re(vnmn) ds dz

2
- ka/ / s)Re(wn, ) ds dz —|—/ / 9(8)nnz ds| dx
o |Jo
—plhl/ / s)Re( f Tn) ds dx
integrando por partes, utilizando y aplicando modulo, se obtiene
) L
s el lals <ons [ [ a9 outl] dsdo + kol / | o) e dsds
+b/ / |unxnnm]dsda:—|—k‘/ / S) |unny| ds dz

—i—k/ / ]vnnn|dsd$—|—/€a/ /
d:v+p1h1/ /

o)

/0 9(5)ina ds

S) |Wr2Mn| ds dx

(s) }fﬁnn| dsdzx. (76)

Acotando cada término del lado derecho de , utilizando las convergencias de se obtiene

on — 0.
De se obtiene
AnUng = Ena + [ 0
aplicando la norma en L?(0, L), de y , se obtiene
Up.zy Un — 0 €n LQ(O,L)
De , se obtiene
iAntin = fy + @n,
aplicando norma en L?(0, L), de (77) y (72), se obtiene
u, — 0 en L*(0,L).
De se obtiene
MWng = Zng + [i g
aplicando norma en L?(0, L), de (74) y (72), se obtiene
W g, Wy, — 0 en L2(O, L).

De (78), y (80), resulta

—Up, + Uy, + QW — 0 en LQ(O, L)

(77)

(80)

(81)

95
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Multiplicando por u, en L?(0,L) e integrando por partes, resulta

Z')\nplhl <(-Pna un> +b ”un,xH2 —k <_un + U + QWn g, un>
+ </ Q(S)Un,m ds, Un7ac> = plhl <fg, Un> (82)
0

utilizando las convergencias obtenidas en (82), resulta

b Hun,sz + </ 9(8)1na ds,un,w> — 0. (83)
0

De otro lado, utilizando y la desigualdad de Holder, se obtiene

o 1/2
< /0 9()ha du> < N | 912 7]l = 0. (84)

Reemplazando en , resulta
Up e — 0 en L(0,L). (85)
Multiplicando con wy, en L?(0, L) e integrando por partes, se obtiene

iMph (Zn, wn) + BT | wne|® — ko (=t + vy + 0wn 2, wy)
+ 2 <Zn,:ra wn,:):> = Ph <fr§) wn>

tomando limite y de las convergencias obtenidas, resulta
Wy zw — 0 en L2(0, L) (86)
Finalmente de las convergencias obtenidas , - y —, resulta
|Ully; = 0, cuando n — oo,

esto contradice el hecho que ||U||,, = 1 para todo n € N. Por lo tanto se concluye que

limsup || (iA] — A

[A| =00

)*1\\6(7{) <400, AeR.

Luego las condiciones y del Teorema son satisfechas, esto significa que S(t) admite

decaimiento exponencial. O

5. Consecuencias

En este trabajo hemos considerado, el modelo de sandwich Rao-Nakra, que consiste en tres
placas idénticas de espesor uniforme, con tres amortiguamientos. El amortiguamiento de tipo
memoria actua sobre el desplazamiento longitudinal y los otros amortiguamientos de tipo Kelvin-
Voigt actian sobre el d&ngulo de corte y el desplazamiento transversal de la viga, respectivamente.
Ademids, del estudio realizado al sistema, nos indica que si eliminamos los términos disipativos
en cada ecuacién del articulo [7] y quitamos el amortiguamiento de Kelvin-Voigt que aparece
en el desplazamiento longitudinal y lo reemplazamos por el término de memoria, entonces el
sistema sigue decayendo exponencialmente.
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