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Resumen: Dado el problema de minimizar una funcién posiblemente no convexa y
no suave en el espacio euclidiano, presentamos un algoritmo abstracto de e-descenso
generalizado. Este algoritmo estd motivado por la convergencia abstracta de métodos
de descenso demostrada en Attouch et al. seccién 2 (Math Program Ser A, 137:
91-129, 2013) con una diferencia escencial, consideramos errores escalares en cada
aproximacion. Como resultado obtenemos, que todo punto de acumulacién de las
sucesiones generadas por algoritmos que cumplen con las codiciones del algoritmo
abstracto son puntos criticos limite generalizados.
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métodos de descenso, error relativo, errores escalares

Abstract generalized epsilon-descent algorithm

Abstract: Given the problem of minimizing a possibly non-convex and non-smooth
function in Euclidean space, we present an abstract generalized e-descent algorithm.
This algorithm is motivated by the abstract convergence of descent methods intro-
duced by Attouch et al. section 2 (Math Program Ser A, 137: 91-129, 2013) with one
essential difference, we consider scalar errors in each approximation. As a result, we
obtain that all accumulation points of the sequences generated by algorithms satisf-
ying the conditions of the abstract algorithm are generalized critical limit points.
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1. Introduccion

La Optimizacion Matematica esta bastante avanzada en cuanto al estudio de optimizar
funciones convexas, y més aun, si estas son suaves; la motivacion viene al estudiar funciones que
no son ninguna de estas dos cosas, entre otras razones porque eventualmente aparecen funciones,
que surgen de modelar aspectos de la vida real, que no son ni convexas ni suaves. (ver para teoria
del consumidor [I§], [5], [21], [6], dindmica de grupos [I1], [7])

De los diversos métodos desarrollados en la Optimizacién Matemadtica, elegimos los métodos
de descenso, que en esencia son algoritmos que producen sucesiones decrecientes con la esperanza
que converjan a minimos de una funcidn.

Cuando las funciones objetivo no son convexas (o cuasiconvexas) generalmente los méto-
dos de descenso proporcionan sucesiones que exhiben comportamientos altamente oscilatorios.
Probablemente, este fendmeno fue observado por primera vez por Curry (ver [10]); en el marco
de las ecuaciones diferenciales ocurren comportamientos similares, en [I5] se proporciona una
curva acotada no convergente de un sistema de gradiente bidimensional de una funcién C°,
este ejemplo fue adaptado en [I] a métodos de gradiente. Para sortear tales comportamientos
nos vemos obligados a trabajar con funciones que poseen ciertas estructuras, por ejemplo, la
propiedad de Kurdyka-Lojasiewicz, la coercitividad, entre otras.

Nos enfrentamos entonces al problema de minimizar una funcién propia semicontinua inferior
no suave y no convexa f : R” — R U {+o00} mediante métodos de descenso. Este problema
fue abordado, para funciones que tienen la propiedad de Kurdyka-Lojasiewicz, en un marco
unificado para métodos de descenso en Attouch et. al. (2013) [3] donde los autores presentaron
un analisis de convergencia para métodos de descenso que proporcionan sucesiones que satisfacen
una condicién de descenso suficiente y tolerancia en el error relativo, que luego se especializa
para métodos de descenso inexactos ya conocidos.

Ahora bien, cuando implementamos algoritmos en una computadora, se vuelve necesario con-
siderar errores que pueden atribuirse a los datos de entrada, al propio computo o cédlculo, y de la
misma manera, cuando surge la necesidad de construir funciones que modelen el comportamiento
humano se debe considerar los margenes de error que surgen de la toma de decisiones humanas.
De esta manera justificamos nuestra consideracién de errores escalares en cada aproximacion.

Algunos de los algoritmos de descenso que consideran los errores son por ejemplo:

- Frankel, Garrigos y Peypouquet (2015) [12] se ampli6 el trabajo realizado en Attouch et.
al. (2013) [3] construyendo un método abstracto de descenso que considera errores escalares
en la condicion del error relativo, demostrando convergencia a puntos criticos de la funcién
objetivo cuando ésta cumple con la propiedad de Kurdyka-Lojasiewicz, incluso obtienen nuevos
resultados para tasas de convergencia.

- Yaohua, Xiaoqi, Chee (2015) [13] en el cual consideran un algoritmo genérico de subgra-
diente inexacto para resolver un problema de optimizacién con restricciones cuasiconvexas no
diferenciable, donde la inexactitud proviene de errores de calculo y ruido, que provienen de
consideraciones y aplicaciones practicas.

- Attouch y Soubeyran (2011) [5] desarrollaron un modelo para la toma de decisiones de la
”vida real” que es un proceso de decisién incremental ” Un enfoque para descubrir qué vale la pena
mover para satisfacer objetivos sin sacrificar demasiado”. En este contexto, las caracteristicas
de optimizacion del proceso de decisién son modeladas por un nuevo algoritmo denominado
algoritmo proximal de bisqueda local que en esencia es la combinacién de algortimos de bisqueda
local con los algoritmos proximales e incluyen parametros de motivacién como de sacrificio a
modo de errores.

- Sun, Tang y Dongsheng (2022) [22] presentan una comprensién del algoritmo de aprendizaje
en computadoras con baja precision en el calculo de decimales pues debido a que los dominios

71 PESQUIMAT 25(2): [70[-01]



Algoritmo abstracto de épsilon-descenso generalizado

donde se trabajan no son continuos como se considera en los estudios tedricos, se producen errores
en computadoras de baja precisién. Por ello se investigan los rendimientos de tres descensos de
gradiente con el dominio flotante cuando la funcién objetivo es uniforme.

- Papa Quiroz, Soubeyran y Oliveira (2022) [I§] en el cual introducen el algoritmo proximal
inexacto con cuasi distancia donde consideran dos tipos de errores, escalares y vectoriales, y
demuestran que el algoritmo converge a puntos criticos para funciones semicontinuas inferiores
propias y coercivas.

Por lo mencionado anteriormente, en este trabajo, para minimizar una funciéon f : R” —
R U {+o0} extendida, propia y semicontinua inferior, presentamos un algoritmo abstracto de
descenso que considera errores escalares en cada aproximacion, tanto en la condicién de descenso
suficiente como en la condicién del error relativo, de la siguiente manera:

Proponemos el algoritmo que genere una sucesion (z*)reny que cumpla con las siguientes
condiciones:

= Para cada k € R", f(2F1) + a||2" 1 — 2%|? < f(2*) + €11

= Para cada k € R", existe w**! € 0, ., f(z**1) tal que ||w**Y|| < b||z*+! — 2| + exy

k+1
dénde a, b son constantes positivas y O, f (zF*1) denota el e-subdiferencial limite de Fréchet
(Para mds detalles de este subdiferencial, consultar [I4]). La primera condicién, pretende mo-
delar una propiedad de descenso en la cual se involucra una medida y un criterio de error de
disminucién suficiente. La segunda condicién se origina del hecho bien conocido de que la ma-
yoria de los algoritmos en optimizacién son generados por una sucesion infinita de subproblemas
que involucran procesos de minimizacién exactos o inexactos. Este es el caso de los métodos de
gradiente, el método de Newton, el método de divisién hacia adelante y hacia atras, el método
de Gauss-Seidel, los métodos proximales, como lo veremos en la Seccién 4. Esta criterio refleja
las condiciones de optimalidad relativamente inexactas para tales subproblemas de minimizacién
controladas por un criterio de error.

El articulo esta organizado de la siguiente manera: en la Seccién 2, presentamos algunos
conceptos necesarios para el desarrollo de la investigacién; en la Seccién 3, presentamos el al-
goritmo abstracto de e-descenso generalizado; en la Seccién 4, mostramos especializaciones del
algoritmo en métodos de descenso ya conocidos (Subseccién 4.1 método de gradiente, Subseccién
4.2 método proximal, Subseccion 4.3. algoritmo division hacia adelante y hacia atras, Subsec-
cién 4.4. algoritmo de regularizaciéon de Gauss Seidel y en la Subseccién 4.5. presentamos un
ejemplo del método de divisién hacia adelante y hacia atras); en la Seccién 5, demostramos que
todo punto de acumulacion (si existen) de las sucesiones generadas por algoritmos que cumplen
con las condiciones de nuestro algoritmo abstracto son puntos criticos limite generalizados de
la funcién objetivo, ademés demostramos que cuando la funcién es coerciva las sucesiones son
acotadas. y en la ultima seccidon presentamos nuestras conclusiones.
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2. Conceptos basicos

En este articulo R™ denota el espacio Euclideano, esto es, el espacio vectorial real n-dimensional
dotado con la norma ||-|| inducida por el producto interno canénico (-, -), esto es, ||| := (x, z)/?

Definicién 2.1. Dada una funcién f: R" — RU {400}
1. El dominio de f es definido por dom(f) :={z € R" : f(z) < +oo}
2. f es propia si:

a) dom(f) # 0;
b) Yz € dom(f) : f(z) > —o0

3. f es semicontinua inferior en z* si para toda sucesién {z'} C R™ tal que lim 2! = 2* se
I—

+oo
obtiene
f(#) < liminf f(2!)

l—+o00

La funcién f es semicontinua inferior (en R™) si es semicontinua inferior en todo punto de
R™.

2.1. Funcion coerciva

Definicién 2.2. Decimos que una sucesién {z*} en X es critica (en relacién al conjunto X) si:
limy_ o0 [|2¥| = 400 V limp_ 5,00 2® = 7 € X \ X, donde la notacién z € X \ X significa
queze XyxdX.
La funcién f : X C R® — R es llamada coerciva en X si para toda sucesién critica {z*} se

tiene:

lim sup f(z*) = +o0

k—+4o00
Proposicién 2.1. ([16] Corolario 3.1, pdgina 38) Sea f : R — RU{o0} una funcién propia y
coerciva, entonces para todo ¢ € R, el conjunto de nivel L¢(c) = {x € R" : f(x) < ¢} es acotado.

2.2. Subdiferencial de Fréchet y subdiferenciales limite
Definicién 2.3. Sea f : R” — R U {400} una funcién propia.

(a) Para cada = € dom(f), el subdiferencial de Fréchet de f en z, denotado por df(z), es el
conjunto de vectores v € R" tal que:

f(y) > f(x) + {0,y = 2) + ol[ly — [) donde lim 4=l =0

: A — n . Y inf f@—f(@)—(vy—a)
O equivalentemente, df(x) := {v e R": !lJlaglﬁ ylgf:C = > O}.

Si z ¢ dom(f) entonces df(x) = 0.

(b) El subdiferencial limite de f en x € R™, denotado por df(x), es el conjunto de vectores
v € R" tal que:

Of (z) :={veR": !t — z, f(2!) — f(z), o' € df(x) y o' — v}
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(¢) Para cada z € dom(f), el e—subdiferencial de Fréchet de f en , denotado por 8. f(x), es
el conjunto de vectores v € R™ tal que:

f() 2 f(@) + {0,y = 2) — e+ of[ly — =]} donde lm “E=20 =0

: 3 — N Y g JW—f@—(vy—) o
O equivalentemente, O f(x) := {v cR": 1},1;2 ;gfw Tl > e}.

Si z ¢ dom(f) entonces O, f(z) = 0.

(d) El e—subdiferencial limite de f en x € R", denotado por J.f(z), es el conjunto de vectores
v € R" tal que:

Ocf(x) = {veR": Il — z, f(a) — f(x),v' € def(azh) y ot — v}

(e) El subdiferencial limite generalizado de f en x € R™, denotado por df(x), es el conjunto
de vectores v € R” tal que:

Of(z) :={veR": 3zt — z, f(2!) — f(x), v € 8, fla) yo! — v}

Observacién 2.1. Cuando € = 0 los conjuntos en (¢) y (d), denotan a df(x) y df(x) respecti-
vamente.

Observacién 2.2. Para una funcién f: R" — R U {+oc0} y un punto z donde f(z) < +oo,
los conjuntos 0f(Z) y 0f(Z) son cerrados, f(z) es convexo y 0f(z) C 0f(Z).

Proposicién 2.2. ([20] Teorema 10.1, pagina 422) Si una funcion propia f : R" — RU{+o00}
tiene un punto minimo local T € dom(f), entonces 0 € Of ().

Proposicién 2.3. ([20] pagina 302) Si una funcion propia f : R" — RU{+o00} es diferenciable
en &, entonces 0f(z) = {Vf(z)}.

Proposicién 2.4. ([Tj|] pdagina 73) Sean f,g: R" — R U {+o0} entonces:

1. éef(x) es vacio si x ¢ don(f)

2. 0ey (@) + D 9(2) C Deyyer(f + 9) (@)
3. D, f(x) C Deyf(2), si €1 < €

Proposicién 2.5. ([1j] Proposicion 2.8, pdgina 77) Sea X wun espacio de Banach y supon-
ga que f : X — R es continuamente Fréchet diferenciable en x con derivada de Fréchet
D f(x).Entonces

Ocf(z) = Df(z) + eBx

donde Bx es la bola en el dual topologico de X .

Proposicién 2.6. ([20] Ejercicio 8.8. (c) pdgina 304) Si f = g + fo, con g finito en T y fo
suave en una vecindad de T, entonces Of () = 0g(x) + V fo(z) y 0f(z) = 09(Z) + V fo(Z)
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2.3. Lema de descenso

Lema 2.7. Lema de descenso

Sea f : R" — R una funcion y C un subconjunto convero de R™ con interior no vacio.
Asumiendo que f es de clase C' sobre una vecindad de cada punto de C y que V f es L-lipschitz
continua sobre C'. Entonces, para cualquier par de puntos x,u € C,

Flu) < () + (V@) u— ) + & Ju— 1)
Demostracion. Sabemos que G(a) — G(b) = f;g(t) dt donde g = G’
Hacemos g(t) = (Vf(z + t(u — x)),u — x)

Consideramos la integral definida de 0 a 1, entonces G(b) = G(1) = f(u) y G(a) = G(0) =
f(z). Luego:

1
Fw) — f(a) = / (Vf(@+ tu— ), u— ) dt
0
1
flu) — f(z) = /0 (Vf(@+ tu—2)) + Vf(z) — Vf(a)u—z) dt

1
fw) = (@) =(Vf(x),u—1) +/0 (Vf(@+tu—=) = Vf(r)u—mx)dt

1
fu) = f(@) = (Vf(z),u— ) :/0 (Vf(@+tu—=) = Vf(r)u—x)d

entonces:

1
fw)=f(2)=(Vf(x), u=z) <[f(u)=f(2)=(Vf(2), u—1)] = /0 (Vf(@+tu—=) = Vf(r)u—mx)dt

1 1
< / (Vf (x4 tu — 7)) — V(@) u— ) df] < / IV + tu — ) — V()] [[u— ]| dt
0 0
1 L
<L [ uslldt =5l =l

= fu) < f(a) + (V@) u—a) + ¢~ a?

3. Algoritmo Abstracto de epsilon-descenso

En esta seccion presentamos el algoritmo abstracto motivado por el articulo de Attouch et
al. (2013) [3], construido a partir de las propiedades de descenso suficiente y tolerancia al error
relativo con la diferencia que en este trabajo consideramos los errores escalares cometidos en
cada iteracion.
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Algoritmo 1 Algoritmo abstracto de e-descenso generalizado

Paso 1 Elegir 2° € R, a, b € R constantes positivas y una sucesién no negativa {e;,1} C R
tal que:

o0

D g < o0 (2)
k=0
Paso 2 Para k=0, 1,2, ... a partir de 2 calculamos 2**! tal que:
F@h) + alla®t = aF|? < f(") + e (3)
wht € O, f(@FT) (4)
donde
[wF | < Bl — ¥ (| + e (5)

Paso 3 Si zF = 251 0 0 € 9f(2**1), parar. Caso contrario, regresar al paso 2.

Este algoritmo extiende el trabajo en Attouch et al. (2013) [3] para el caso € = 0 e incluye
algunos algoritmos inexactos de descenso, como lo veremos en la siguiente seccién.

4. Algoritmos con la propiedad épsilon-descenso

4.1. Meétodo inexacto de gradiente

Sea f : R™ — R una funcién de clase C' cuya gradiente es continua y L-lipschitz. Conside-
ramos el siguiente algoritmo.

Algoritmo 2

0

Paso 1 Elegir constantes positivas a,b con a > L. Fijar un punto inicial z” € R" y una

sucesion de nimeros reales positivos {e;41} tal que:

o
Zekﬂ < 00 (6)
k=0

Paso 2 Para k =0,1,2,... dado z* € R”, encontrar z**! € R tal que:

a
(Vf@h), 2" = ab) + Sl —ab)? < e (7)
IVF (")l < bl — 2| (8)

Paso 3 Si zF = 2F*! o Vf(2**1) = 0, parar. Caso contrario, regresar al paso 2.

La condicién del algoritmo abstracto se obtiene directamente de @ Para la condicién
aplicaremos el Lema en los puntos u = 2*t! y o = 2¥

P = fla¥) < (VF(*), 25— k) 4 b kP

PESQUIMAT 25(2): [70}-01] 76




Estéfany Castillo Ventura y Erik Alex Papa Quiroz

k+1 _xkzuz

sumando en ambos miembros §||z tenemos:

a

2

a

L
kaJrl _ kaZ < <Vf(l'k),(13k+1 _ JZ> + 7ka+1 . kaQ + 5

k+1 k2
; al

fE) = fa) +

2

L
< €re1 + §ka+1 _ kaZ
entonces:

Como a > L tenemos (3.
De la Proposicién [2.5] tenemos que:

Oerpr f(@ 1) = {Vh(a") + epry / y € Bx}

Luego w*™! = Vh(z"1) + €411 y € O, f(z*1), donde y € Bx y como Vf es L-lipschiz y de
la desigualdad triangular obtenemos lo siguiente:

[ = [V f (@) + epn yll < V@I + llesra vl
< VD) = VEEI+ V)] + lenal vl
< (LA b2 = a*) + fenga| = (L +0) 2" = 2®)| + e

cumpliendose la condicién de nuestro algoritmo abstracto.

4.2. Meétodo proximal inexacto
4.2.1. Un tipo de algoritmo proximal inexacto

El siguiente algoritmo extiende el algoritmo introducido en Attouch et al. (2013) Seccién 4
[3] al considerar el error escalar en la condicién de descenso.

Algoritmo 3 Algoritmo proximal inexacto

Paso 1 Elegir 2 ¢ R*, 0 < A <A <00,0< 0 <1, 0<6 <1y una sucesién de niimeros
reales positivos {e;41} tal que:

o

Zek+1 < o0 (9)

k=0

Paso 2 Para k = 0,1,2, ..., elegir A\, € [\, \], dado 2% € R", encontrar z*¥+! € R" y w**! € R
tal que:

0
FF) + E\\xk — 2" < (@) + e (10)
whtl € O, f(aFT) (11)
[N 4 2P — 2P )2 < o (N TP + |2 - 2R )?) (12)

Paso 3 Si 2% = 2%*1 0 0 € 9f(2**1), parar. Caso contrario, regresar al paso 2.

Las condiciones , y del algoritmolas obtenemos directamente de @, y .

Para conseguir la condicién vamos a utilizar el siguiente lema.
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Lema 4.1. ([3] Lema 4.1. pagina 113) Sea o € (0,1]. Si z,y € R", y
2+ yl* < o(lz]® + y]*)

entonces

(*57) CelP + 101P) < ~(o.)

Asumiendo ademds que o € (0,1)

(1 — /1= (1—0)2> 1l < lle] < <1+ Vi-( —0)2)
- - l1—0

Iyl

1—0

Aplicando el Lemaa la desigualdad haciendo z = \yw**! y y = ||z**!1 —2*|| tenemos
que, para algin nuimero positivo b > 0

k+1” < bek-ﬁ-l —

k
[ Akw |

entonces, como A € [\, Al

b b
) < Sl - 2 < SR - 2|
k A

y queda demostrado que se cumple la condicon ([5)).

4.2.2. Algoritmo proximal inexacto con cuasi distancias

En Papa Quiroz et al. (2022) [18] desarrollan el denominado algoritmo proximal inexacto con
cuasi-distacias para funciones semicontinuas inferiores, con el objetivo de resolver el problema
de minimizar una funcién f : R — R™ U {oo} propia semicontinua inferior y coerciva, dada una
cuasi-distancia ¢ : R” x R — R tal que exista 8 que satisface ¢(z,y) < Bllz — y|.
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Algoritmo 4 Algoritmo proximal inexacto con cuasi-distancias

Paso 1 Elegir una cuasi-distancia q(-,-) definida sobre R”, un punto inicial z° € R", un
nuimero real ¢ > 0 y dos sucesiones de nimeros reales positivos {Ag+1} v {€x+1} tal que:

Z€i+1 <00 (13)

1€N

Paso 2 Para k =0,1,2,... dado ¥ € R", encontrar 2t € R" y ©**1 € R™ tal que:

Fat) < 1) = et 2t 4 6 (14)
90k+1 c 3ek+1f(xk+1) (15)
"] < oq(a®, M) (16)
donde
ek-&—l — gOk—H i /\k+1 q(xk,xk+1)¢k+l (17)

P € dg(a*, ) («F )

Paso 3 Si 2% = 2%*1 0 0 € 9f(x**+1), parar. Caso contrario, regresar al paso 2.

De la condicién y la desigualdad triangular tenemos:
I < 1R = A ale®, G < JFH 4 A g, a5 R

< oq(a®, ") + Aprr q(@®, [P = (0 + Mg [0 a(2®, 2

Asi obtenemos:
" < (0 4 Nega I M) g2, 2"+

Ahora, siempre que A\, 1|¢(z¥+1)|| < M, donde M es una constante, tenemos la desigualdad:
Y| < (0 + M) g(a*,2™)
y como €, > 0 Vk € N tenemos:
U] < (0 + M) g(a,2™) + e

Si consideramos la cuasi-distancia como la distancia Euclidiana tenemos que el Algoritmo [4]
cumple la COIldlClOIl ) de nuestro algoritmo abstacto, las condiciones (2] . . y . 4)) las obtenemos

directamende de . y .

4.3. Método de division inexacto hacia adelante - hacia atras

El siguiente algoritmo extiende el algoritmo introducido en Attouch et al. (2013) Seccién 5
[3] al considerar el error escalar en la primera condicién.

Sea f : R" — RU {400} una funcién propia semicontinua inferior y acotada inferiormente.
Asumimos que es una funcién estructurada y que se pude dividir como f = g + h, donde
h:R"™ — R es de clase C! cuya gradiente Vh es L-Lipschitz continua. Este tipo de problema
estructurado ocurre con frecuencia (ver [4] para problemas de sistemas de inclusiones monétonas
acopladas en espacios de Hilbert y [9] para problemas de recuperacién de senales).
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Algoritmo 5

Paso 1 Elegir constantes positivas a,b con a > L. Fijar un punto inicial 2° € dom(g) y una

sucesién de nimeros reales positivos {eg11} tal que:

(e}

Z€k+1 < 00

k=0

Paso 2 Para k =0,1,2,... dado z* € R”, encontrar ¥t € R”, vF¥*1 € R™ tal que:

a
g + (@ — 2k, Vh(ah) + S — 282 < gat) + e
Uk—‘rl 6 66k+1g(xk+1)

[+ + VAN < bllz* T — 2t

Paso 3 Si 2% = 2%*1 0 0 € 9f(2**1), parar. Caso contrario, regresar al paso 2.

(18)

Vamos a considerar sucesiones generadas por el siguiente algoritmo:
Aplicamos el Lema a la funcién h haciendo u = zF*! y 2 = 2 :

L
h(]}k+1) < h(wk) + <Vh(.7jk),xk+1 . xk> + §ka+1 . ka2

al estar en el espacio euclidiano tenemos:
L
W) < h(a®) + (@ — o, Vh(h) + 2" — o)
Sumamos en ambos miembros g(zF*1) y 4||2*™1 — 2|2 y por :

h(xk—i-l) —i—g(xk_H) + %ka—&-l . :Ek||2

L a
< h(a¥) + T = ¥, Th(ah) + 5 2 = 2 g ) + S — k2

L
< g(a®) + epp1 + h(=F) + §H$k+1 — z"|?

Ordenando, tenemos:
B et + (D55 ) I P < glat) 4 )+ e
Como f = h + g, entonces:
FzF ) + (CL;L) 25+ — 2R |2 < F(2F) + epa

Ahora, definimos w**! = v¥*! 4 Vh(zF+1). Veamos que
k+1 k+1
whT Eaekﬂf(x + )
Del algoritmo conocemos que vF*! € 8€k+lg(mk+1); luego, por definicién:

Izt —s :Ek+1,g(xl) — g(xk+1),vl S (ikﬂg(xl) y vt — oL

(22)
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Como h es continua, tenemos:
Jzt — 2F tal que f(2h) = g(a!) + h(zh) — g(@F) + Az = f(2FTY) (23)
Por la Proposicién [2.4] item 2. se cumple que
Dep 1 9(x") + Doh(a!) C Dep (g + M) (a)) = Doy, f() (24)

Luego, por la Proposicién tenemos Vh(z!) € doh(z!) = dh(a') ademss v! € ikﬂg(a:l),
entonces de obtenemos: )
o'+ Vh(2!) € O, ,, f(a) (25)

Como Vh es continua y v! — vkt

vl 4+ Vh(z!) — o* 4 Va1 = wht! (26)

De , y concluimos que:
wk+1 c 8€k+1f(xk+1)

Por la propiedad del algoritmo [5, y la desigualdad triangular obtenemos la condicién
de nuestro algoritmo, como sigue:

[wF | < [[FFY + VR(z®) || + | VA2 — VAR

< mek-‘rl o ka + LH.I‘k+1 _ ‘rkH
= (b+ L)™' — 2"

Luego, como €41 > 0 tenemos:

[ < (b + L)l = 2¥[| + e

4.4. Un método de Gauss-Seidel regularizado inexacto

El siguiente algoritmo extiende el algoritmo introducido en Attouch et al. (2013) Seccién 6
[3] al considerar el error escalar en la primera condicién.

Fijamos un nimero entero p > 2, y sean n1, ..., n, enteros positivos. El vector x pertenece al
espacio producto R™ x --- x R", es denotado por = (x1,--- ,xp), donde cada z; pertenece a
R™. Nos interesa la minimizacién de funciones f : R™ x --- x R™ — R U {400} que tienen la

siguiente estructura:
p

f@)=Qar,- ) + > filwi) (27)

i=1
donde @ es una funcién de clase C'! con gradiente continua localmente Lipschitz, y f; : R —
R U {+0o0} es una funcién propia semicontinua inferior.

Para cada i € {1,---,p}, vamos a considerar sucesiones acotadas de matrices simétricas
definidas positivas {sz}keN € R™*™,  Vamos a asumir que los autovalores de las matrices
{BZIC : k€ Nji € {1,---,p}} estan acotados desde 0; es decir, si b es un autovalor, entonces

existe m > 0 tal que |b] > m.
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Algoritmo 6

Paso 1 Tomar 0 < A < A < oo. Para cada i € {1,---,p}, tomar una sucesién acotada de
matrices simétricas definidas positivas {A¥}ren € R™*"i tal que los autovalores de cada Al
(k € N,i € {1,---,p}) estan en [\, \]. Tomar parémetros positivos b; (i = 1,---,p). Tomar
un punto de inicio 2° = (x(l), S p) € R™ x ... x R™. Tomar una sucesiéon de nimeros reales
positivos {exy1} tal que:

o0
D ki1 <00 (28)
k=0
Paso 2 Para k=0, --- ,p encontrar z"t! y vl € R™ x ... x R™ tal que:
[l + Q™ a2t ) + <Ak( P —a), 2t =)
< filaf) + Qe a) e (29)
v € Oep fili ) (30)
k+1 k+1 k+1 k1 k
Hvi+ +V$ZQ('%.1+ y T 7xi+ 1 L1 s p)H <b Hx * le (31)

donde ¢ varia sobre {1,--- ,p}
Paso 3 Si 2% = 2%*1 0 0 € 9f(2**+1), parar. Caso contrario, regresar al paso 2.

Definimos w*+! = (0¥ 4V, Q1. .. L))zt p € R™ X -+ x R™ y afirmamos lo
siguiente:
L€ Dy f(2FTT) (32)

En efecto, de sabemos que para cada ¢ existe vk+1 € Oy, filT k+1); entonces, usando las
reglas de diferen(:lacmn para funciones separadas, tenemos:

p
Uk+1 = (U]f+17 Tty ];—H 6 86k+1 Z fl(:vf—’_l) (33)

y como @ es de clase C*, gracias la demostracién de (22) en la subseccién anterior, haciendo
h(zF 1) = Q(z* 1), g(xF+1) = 2P, fi(«¥1), obtenemos que:
VQ(xk+1) +,Uk+1 c a€k+1f(l,k+1)

y asi demostramos
Asumiendo que la sucesién {z* }keN es acotado, denotamos por L la constante de Lipschitz

de V@ sobre el producto de bolas B; x - . Bp que contienen la sucesion {z*},cn. Para todo
1 =1,---,p, tenemos:
H k+1+vx1Q( k+1a"' ) ’;+1)||
< “Uk+1 +VI1Q( k+17”' ,.Z'?H_l xf—tllf" ,(IZ];)”
k+1 E+1 k41 k+1
+||Q($1+ 7"'axi+ 7372‘117"'7 p) x1 ( * 7"'7:E];):+1)||

k+1
< billay T = 2| + Ll — 2|
Por lo tanto, como €41 > 0, para algin M > 0 se cumple:

[l | < M2 = 2F) + e (34)
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Hasta ahora, se cumplen las condiciones , y del algoritmo |1} Vamos a demostrar
que también se cumple la condicién , para ello usamos la desigualdad Al|u||? < (A¥u,u) para
los enteros ¢ y k en y obtenemos:

A
lﬁ($§+1)—k(2($f+l,--'7$§jf,$§+17'--,$§)-+‘§ka+1 f”2
1
S fl(x']j-i_l) + Q(mlf+17 T 7:1:?1_117‘%?—"_1) e ,$§) + §<Af(xf+1 - xf)vxf—i_l - $f>
< filad) + Qe el ay) e

Considerando solo los extremos:

filel™) + Qay ™, o T af) + *Ilsv'“+1 z;||?

< filak) + Qb bk ey e (35)

Sumando las desigualdades de desde ¢ = 1 hasta ¢ = p, concluimos que:
FEM) # AP = 2M)? < f@?) + en

De esta manera demostramos que este algoritmo cumple con las condiciones de nuestro algoritmo
abstracto [1l

4.5. Ejemplo

Aplicaremos el algoritmo hacia adelante y hacia atras en el siguiente problema de minimiza-
cién ambientado en R2.

min {||(z,y)llo + 2* +y* : (z,y) € R?}

donde || - ||o es la norma £°; es decir, para x € R", ||z||o es la niimero de componentes diferentes
de 0 de z.
Si hacemos h(z,y) = 22+ 4%y g(z,y) = ||(x,y)]|o, no es complicado demostrar que cumplen

con las condiciones para aplicar el algoritmo.

» g+ h es propia y acotada inferiormente pues dom(f + g) # 0 y para todo x € R? tenemos
que —oo < 0 < f(z).

= g+ h es semicontinua inferior, pues h es continua y para g es sencillo demostrar que es
semicontinua inferior.

» Vh(z,y) = (27, 2y), luego se cumple que para todo (z,y), (w,z) € R%:
Vh(z,y) — Vh(w,2)|| = [|(22,2y) — (2w, 22)| = 2[|(z,y) — (w, 2)||
asi Vh es continua y 2-lipschitz, por tanto L = 2.

Con las hipétesis demostradas, procedemos a aplicar el algoritmo.

» Tenemos L = 2, elegimos a=6, b=8, 20 = (1,0) y €441 =

1
2k+1
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» Para k = 0, hallamos z!' = (z,y) y v! tal que:

g(,y) + {(z,9) = (1,0), VA(1,0)) + 3[(z,3) — (1,0)|* < g(1,0) + e1

9(z.y) + ((z = L,y),(2,0)) + 3| (x = Ly)I* < 1 + %

glz,y)+22 —2+3@x—1)2+32<1,5

Tomamos entonces z' = (0,25,0), dado que al reemplazarlo en la desigualdad anterior
resulta —0,3125 < 0.

3 R 2.4 2 ( )_ (072570)_< ) _(072570)>
Sabemos que Jy59(0,25,0) := {v € R 21}1;&]% ;E}; 9(y)—g Hy—(07251]70y)“ > —0,5}

Veamos que v! = (0,5,0) € 30759(0,25,0)

En efecto, llamaremos G(y) = £ (y)—1ﬂ1(/(_0,(58(;)5,1403”(025,0)) y analizaremos haciendo y = (y1,y2)

Notamos que cuando y1 Z0y y2 #0 = g(y) =2y

—1- - 1,125 —
21 (05,05 (025,0) 1125 -05;m

) ly — (0.25.0)] N

Figura 1: Gréafico de G(y) y el plano z = —0,5

Luego, parar < 0,5, inf {G(y) : ||[z—y|| < r} >= —0,5, entonces, sin necesidad de calcular
los para r > 0,5 inferimos infimos por definicién de supremo que:

lim inf G(y) = sup inf {G(y) : |z —y|| < r} > —0,5
i inf G(y) = sup inf {G(y) : o —yll <7} =
Asi vl = (0,5,0) € y59(0,25,0) C 8y59(0,25,0)

Y como [[v' + Vh(z?)[| = [|(0,5,0) + (2,0)]| < 8[|z — 2| = [|(1,0) — (0,25,0)].
Se concluye que z!' = (0,25,0) y v! = (0,5,0)
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5. Analisis de convergencia
En adelante analizaremos la convergencia de los algoritmos que satisfacen las condiciones de
nuestro algoritmo abstracto cuando la funcién bajo estudio sea propia y semicontinua inferior.

Lema 5.1. (Ver [19/, Lema 2 pdgina 44) Sean {vi}, {7k} v {Br} sucesiones no negativas de
numeros reales que satisfacen vy < (1 + vi)vk + Br y tal que D %_ 1 Br < 00, Y jorq Tk < 00.
Entonces la sucesion {v} converge.

Proposicién 5.2. Sea f : R" — R U {+o0} una funcién propia extendida semicontinua
inferior. La sucesion {x*} generada por algin algoritmo que cumpla las condiciones del algoritmo
abstracto, satisface:

(i) {f(z*)} converge.
(ii) ||z*+ — 2| converge a cero.
(iii) Si x% — T entonces ¥t — 7.

Demostracion. (i) De tenemos lo siguiente:

@) < f@F) —alla™t = 2| + e = F@FT) < F@F) + e (36)
entonces:
F@FYy —nf f(z) < f(2¥) —f f(2) + epp (37)
Haciendo, para todo k € N, g(«*) = f(2*) — inf f(z), tenemos:
g(@th) < g(a¥) + e = g(=z"™) < (1 +0)g(=") + ey (38)

Como inf f(x) < f(z) Yo € dom(f) = 0 < f(z) — inf f(z),Vax € dom(f), en particular
se cumple para todo k € N.

De esta manera se cumplen las hipétesis del Lema g(z®) >0, y , asi concluimos
que {g(x*)} converge.

Por tanto {f(z*)} converge.

(ii) De (3) tenemos:
1
28— 2 < —(F (") = F@) + eni (39)
Como {f(z*)} converge por el item (i) y {er,1} converge a 0 por , entonces cuando
k — 00 tenemos: )

L)~ P + e 0
Luego, por :

0< lim [JFH —2F|| <0
k—>o00

Asf |2k T

— 2¥|| converge a cero.

(iii) De la desigualdad triangular obtenemos:
%7 — | < b — 2| 4 b~ 2
Como z¥i — F entonces |z% — Z|| — 0,
y gracias a (ii) sabemos que ||z¥i+1 — 23| — 0.
Luego, cuando k — oo, tenemos que ||z%+1 — Z|| — 0.

Por tanto: zFit1 — 7
O
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Observacién 5.1. Cuando la funcién es coerciva, se puede demostrar que la sucesién {z*} es
acotada. En efecto, afirmamos que se cumple lo siguiente:

f(a® )+ ZGZH < f(z") + 2614—1 < 400 (40)

=0

Actuaremos por induccién sobre k en de la sigueinte manera:
= Para k = 1, lo obtenemos de cuando k = 0, es decir, f(z') < f(2°) + €
= Suponemos que se cumple para k.

= Veamos que se cumple para k + 1:

De la hipétesis inductiva y de (36]), tenemos:

k—1
FE) = e < @) < f@0) 4 ein
1=0

esto implica

k-1 k
FE) < f@) 4> e e =)+ > e
1=0 =0

De haciendo g = f(2°) + Y52, €i+1, tenemos que z* € Ly(ag) = {z € R": f(z) < o}
Como f es coerciva, por la Proposiciénentonces L¢(ayp) es acotada, y por tanto la sucesién
{z*} es acotada.

Definimos el siguiente conjunto:

U={zeR": f(z) < lim f(z*)}
k—> 400
Proposicién 5.3. Sea f: R" — R U {+oo} una funcion propia extendida semicontinua infe-
rior. Cada punto de acumulacion, si existen, de la sucesion {:ck}, generada por algun algoritmo
que cumpla las condiciones del algoritmo abstracto, pertenece a U.

Demostracion. Supongamos que existe T € R™ un punto de acumulacion de {mk},
entonces existe {z%} tal que 2% — z.
Como f es semicontinua inferior y {f(z*)} converge por la Proposicién [5.2| ftem (7), tenemos

f(@) < lm_ f(a") = lim f(z*)

j—ro0 Jj—ro0
Luego x € U. ]

Proposicién 5.4. Sea f : R" — R U {+oo} una funcién propia extendida semicontinua
inferior y continua en su dominio. Cada punto de acumulacion, si existen, de la sucesion {xk},
generada por algun algoritmo que cumpla las condiciones del algoritmo abstracto, es un punto
critico limite generalizado de f.

Demostracion. Supongamos que existe Z € R™ un punto de acumulacién de {z*}, luego existe
una subsucesién {2%i} tal que 2¥/ — Z. Gracias a la Proposicién item (i4i) tenemos que
zFitl — Z y ademds, f(z*T!) — f(Z) pues f es continua en su dominio.
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De y tenemos:

wh € Oy FaMH) y lwh < bl = 2 e

Por la Proposicién ftem (ii) sabemos que ||z%+1 — zki|| — 0,
y gracias a tenemos que €113 — 0, entonces

[+ — 0

Asi tenemos que existe z¥t1 — Z con f(zM11) — f(2),
y whitl ¢ aekj+1f(mki+1) con wkitl — 0.
Luego 0 € 9f(z). O

6. Algoritmo Abstracto de e-Descenso Generalizado para fun-
ciones localmente Lipschitz

Usaremos el e—subdiferencial de Clarke, introducido por primera vez en la seccion 5 de Papa
et. al. (2022) [I§].

Definicién 6.1. Para cada = € dom(f), el e—subdiferencial de Clarke de f en z denotado por
02 f(x), es el siguiente conjunto de vectores.

0 f(x) ={w e R" f°(z,v) > (w,v) —¢,Vv € R"} (41)

donde

fo(ﬁ,’l)) — ltlfi{)l;gg f(y + tl;) B f(y)

A continuacién presentamos una variante de nuestro algoritmo abstracto para el caso en que
la funcién objetivo es localmente Lipschitz.

Algoritmo 7 Algoritmo abstracto de e-descenso generalizado para funciones localemente Lips-
chitz
Paso 1 Elegir 2° € R", a, b € R constantes positivas y una sucesién no negativa {e,,1} C R
tal que:

o
Z€k+1 < 00 (42)
=0
Paso 2 Para k =0, 1,2, ... a partir de z* calculamos z**! tal que:
F@ ) 4 alla®t = aF|P < F®) + e (43)
wk+1 c 8sk+1f(37k+1) (44)
donde
[wF | < bl — a¥|| + e (45)

Paso 3 Si 2% = 2%*1 0 0 € 9f(2**+1), parar. Caso contrario, regresar al paso 2.
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Proposicién 6.1. Sea f : R" — RU{+o00} una funcion propia extendida semicontinua inferior
y localmente Lipschitz. Cada punto de acumulacion, si existen, de la sucesion {xk}, generada
por algun algoritmo que cumpla las condiciones del algoritmo abstracto de esta seccion, es un
punto critico de Clarke de f.

Demostracion. Supongamos que existe Z € R™ un punto de acumulacién de {z*}, entonces existe
una subsucesién {z¥i} tal que 2% — Z. Por la Proposicién ftem (ii7), %+ — Z.
ki+1 o ki+1 .
De 1} whiTh € 66kj+1f(x i), entonces:

Fo(akit vy > (whi Tt v — €k;+1 Vv € R” (46)
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y :

(Wb v) < [lwt H[loll < blla®* = 2 l][o]] + el

Anédlogo al razonamiento usado en la demostracién de la Proposicién se deduce que:
[wks* [[[lo] — 0 Vv € R

Por lo tanto, para todo v € R™, (w**1 v) — 0 .
Tomando lim sup en la desigualdad y usando la propiedad de que f°(-,-) es semicontinua
superior obtenemos que: f°(7,v) > limsup;_, fo(zkitt v) > 0.
Esto implica que 0 € 9° f(x)
O

7. Algoritmo Abstracto de e-Descenso Generalizado para fun-
ciones convexas

Usaremos el e—subdiferencial de Fenchel, cuya definicién es la siguiente.

Definicién 7.1. Para cada = € dom(f), el e—subdiferencial de Fenchel de f en z, denotado por
OF f(x), es el conjunto de vectores s € R" tal que:

f(y) > f(x) + (s,y — x) — € para todo y € R"

A continuacién presentamos una variante de nuestro algoritmo abstracto para el caso con-
vexo.

Proposicién 7.1. Sea f : R" — R U {+oo} una funcién propia extendida semicontinua
inferior, coerciva y convera. Cada punto de acumulacién, de la sucesion {x*}, generada por
algin algoritmo que cumpla las condiciones del algoritmo abstracto, es un punto minimo de f.

Demostracion. Como la funcién es coerciva, gracias a la Observacion la funcién es acotada,
y por tanto existe Z € R™ un punto de acumulacién de {z*} entonces: I{z¥i} tal que 2% — Z.
Como f es semicontinua inferior y por la Proposiciénitem (i), {f(z*)} converge, tenemos
que f(z) < lm f(aF).
k—o00

Por otro lado, como w**! € 9F  f(2**+1, por la Definicién [7.1|se cumple:

€k+1
Fly) > f@™) + (@ y —2F Y — gy Wy eR”

Por la condicién del algoritmo sabemos que €x+1 — 0.
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Algoritmo 8 Algoritmo abstracto de e-descenso generalizado para funciones convexas

Paso 1 Elegir 2° € R, a, b € R constantes positivas y una sucesién no negativa {e;,1} C R
tal que:

Z €i+1 < 00 (47)

1€N
Paso 2 Para k =0,1,2,... a partir de z¥ calculamos z**! tal que:
F@) +al|la™ = 2R (P < f(a) + e (48)
wk:-‘rl e 8€Fk+1f(xk’+1> (49)
donde
[t < b2t — 2¥(| 4 e (50)

Paso 3 Si zF = 251 0 0 € 9f(2**1), parar. Caso contrario, regresar al paso 2.

Ademas, gracias a la condiciones , , la Proposiciénftem (i1) y que {z*} es acotada,
tenemos que ||w**!|| — 0. Luego, (w**+1 y — 2*+1) — 0.
Asi, obtenemos que:

f(@) < lim f(z*) < fly) VyeR"

T k—o0

Por lo tanto, £ € R™ es punto minimo de f.

8. Conclusiones

Presentamos un algoritmo abstracto que abarca los algoritmos inexactos de descenso para
encontrar puntos criticos de una funcién extendida propia y semicontinua inferior, que toma en
consideracion errores escalares cometidos en cada iteracion. Demostramos que cualquier punto
de acumulacién, si existe, de sucesiones generadas por algoritmos que cumplan con las cuatro
condiciones de nuestro algoritmo abstracto, son puntos criticos limite generalizados.

Nos damos cuenta que la coercitividad implica que los conjuntos de niveles inferiores de una
funcién estan acotados y, por tanto, la sucesién generada por cualquier algoritmo de descenso
estd acotada, de este modo, se garantiza la existencia de puntos de acumulacién. Lo cual im-
plica cuando lo funcién ademés es coerciva se puede aplicar directamente las proposiciones de
convergencia demostrados en la seccién anterior.

En este articulo no utilizamos la propiedad de Kurdyka-Lojaiewicz utlizada en Attouch et
al. (2013) [3] para obtener los resultados débiles de convergencia. Sin embbargo, valdria la pena
estudiar la convergencia global del algoritmo bajo las condiciones de Kurdyka-Lojasiecz, como
lo estudié Attouch et al. (2013) [3]. Un estudio sobre esta posibilidad estd siendo realizado en el
working paper Castillo Ventura y Papa Quiroz [§].
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