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El grupo limite como un algebra de Hopf
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Resumen: En este trabajo presentaremos preliminarmente la definicién de H-espacios,
seguidos de ellos estudiaremos la sucesion espectral de Bockstein que conjuntamente
con las parejas exactas nos permitird definir, el denominado grupo limite asociado a
cada sucesién espectral. También hacemos una revision de las propiedades de com-
plejos de cadenas y la homologia de complejo de una cadena elemental. En la dltima
seccién exponemos la sucesion espectral de Bockstein para H-espacios y algebras de
Hopf. En este contexto probamos que el grupo limite se puede expresar isomorfica-
mente como un algebra de Hopf.

Palabras clave: H-espacio, sucesion espectral de Bockstein, parejas exactas, com-
plejos de cadenas, Homologia de complejo algebras de Hopf.

The limit group as a Hopf algebra

Abstract: In this work we will preliminarily present the definition of H-spaces, fo-
llowed by them we will study the Bockstein spectral sequence that together with
the exact pairs will allow us to define the so-called limit group associated with each
spectral sequence. We also review the properties of string complexes and the com-
plex homology of an elementary string. In the last section we present the spectral
Bockstein sequence for H-spaces and Hopf algebras. In this context we prove that
the limit group can be expressed isomorphically as a Hopf algebra.
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1. Introduccion

Recordando que un H-espacio es un espacio topolégico X con punto base, juntamente con una
operacién binaria m : X? — X llamada multiplicacién tal que el punto base actia como una
identidad a izquierda y derecha son ejemplos clasicos de H-espacios.

El espacio de lazos, los complejos de Eilemberg - Maclane y asi podemos enumerar una serie
de muchos ejemplos. También podemos hablar de H-espacio finito que, por definicién es homoto-
picamente equilavente a un CW-complejo con un nimero finito de celdas, y en terminos locales
un H-espacio médulo p-finito es un H-espacio, a menos de p-complementacion.

Las propiedades topolédgicas de los H-espacios han sido estudiados por muchos autores, particu-
larmente la homologia y homotopia de grupos. El caso de los grupos de Lie han sido investigados
intensamente con resultados muy fructiferos obtenidos por métodos especiales para este grupo.
En este paper obtenemos demostraciones de algunos teoremas, usando métodos homoldgicos.
Diferente a otras demostraciones lo cual hace fuerte usar la estructura infinitesimal de grupos de
Lie, las pruebas dadas dependen solamente de la estructura homoldgica y que puede ser aplicado
a H-espacios cuya homologia es finitamente generada.

Si X es un H-espacio simplemente conexo cuya homologia es finitamente generada, entonces
por el teorema de Hopf sobre algebras de Hopf se tiene H?(X;R) = 0 y de aqui m(X) es
finito. El argumento mostrarfa que un elemento de x € H?(X;R) \ {0} tiene una altura infinita
(z™ # 0 para todo n) lo cual contradice la hipotesis de homologia finitamente generada. Ahora
si mp(X) # 0, entonces Ha (X, Zy) # 0 para algin primo p.

Los modelos o ejemplos conocidos de H-espacios cuya homologia es finitamente generada son:
la T-esfera es decir S7, el T-espacio proyectivo real P7, y producto de estos, que todos son
variedades. Se muestra que para un H-espacio X con H,(X) finitamente generada, la mas alta
dimensién del grupo no cero H,(X) es isomorfico al conjunto de los nimeros enteros Z.

Parte de este propdsito es para estudiar ciertas algebras de Hopf surgiendo de un H-espacios
X, aplicando un funtor llamado la sucesién espectral de Bockstein, el cual es un funtor de
complejos de cadenas que origina una sucesién espectral midiendo la p-torsion de la homologia
su naturaleza funtorial le produce o da ventajas sobre la formulacion clasica de los operadores
de Bockstein de orden superior. En el caso del complejo de cadenas de un H-espacio, la sucesion
espectral de Bockstein es una sucesién espectral de algebras de Hopf, la sucesién espectral para
cadenas y cocadenas siendo algebras de Hopf duales.

En la seccién 2 presentamos la definicién de los H-coespacios, con algunos ejemplos y propo-
siciones basicas. En la seccién 3 definimos la sucesion espectral de Bockstein con sus respectivas
propiedades, asi como las parejas exactas que permite la existencia y por ende su definicién del
llamado “grupo limite”.

En la seccion 4 discutimos las propiedades de complejos de cadenas con algunas proposiciones
referente a homologia con coeficientes. En la seccién 5 discutimos la homologia de complejo
de una cadena elemental y propiedades de la sucesiéon espectral de Bockstein resumidos en
proposiciones y finalmente en la secciéon 6 presentamos la sucesion espectral de Bockstein para
H-espacios y algebras de Hopf y finalizamos dicha seccién expresando mediante un teorema al
grupo limite como algebra de Hopf.
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2. H-espacios y H-coespacios

A lo largo de esta seccién los espacios topologicos serdan considerados con un punto base y las
aplicaciones continuas son las que preservan punto base. El espacio de funciones que preservan
punto base en la topologia compacta abierta ser denotado por YX.

2.1. Funciones homotdpicas

Definicion 2.1. Sean X, Y dos espacios topdlogicos, f,g: X — Y dos aplicaciones continuas.
Decimos que f es homotdpica a g si existe una aplicacion continua H : I x X =Y tal que
H(0,z) = f(z) y H(1,z) = g(z), para todo x € X, donde I = [0,1]. La aplicacion H se llama
homotopia entre f y g, denotamos por f ~ g 6 H : f ~ g. Para cada t € [0,1] se denota
H(t,z) por Hi(x) que dd origen a una familia de aplicaciones continuas Hy : X —'Y.

113

Lema 2.1. La relacion de homotopia “ ~7 es una relacion de equivalencia.
Demostracion. Para la reflexividad, bastard definir H : I x X — X como H(t,z) = f(z) para
todo = € X. Para la simetria, si f ~ g entonces existe H : I x X — Y tal que H(0,z) = f(x)
y H(1,z) = g(z). Ahora definamos una aplicacién G : I x X — Y tal que G(t,z) = H(1 — t,x)
asi G : g ~ f. Finalmente para la transitividad, si f >~ g y g ~ h entonces existen aplicaciones
continuas H : I x X - Y y G: I x X — X, ahora definimos una aplicacién M : [ x X — Y
como

H(2t,z) 51

o
VAN

t

IN

1
2
M(t,x) =

H(2t—1,z) si

IN

x <

—_

1
2

Claramente M es continua, pues la restriccién a cada uno de los conjuntos cerrados [0, 5] x X

y [3,1] x X es continuas. -

Denotaremos por [X, Y] al conjunto de estas clases de homotopia, de este modo un elemento de
[X, Y] serd denotado por [f] donde f: X — Y es una aplicacién continua.

Definicion 2.2. Un espacio topolégico X, es un espacio con un punto base “xo” elegido en

X el cudl escribiremos como (X, xo). Sean (X,xz9) y (Y,yo) dos espacios con punto base una
aplicacion continua f : X — Y se dice que preserva punto base si f(xo) = yo.

Definicion 2.3. Sea X un espacio topologico y sea n > 0. El n-éstmo grupo de Homotopia
de X con un punto base se denota y define como

I,(X) = [9", X]
IIy(X) en general no es un grupo, I11(X) se denomina grupo fundamental de X.
Proposicion 2.1. Sean X,Y dos espacios topoldgicos con punto base entonces, se cumple
I, (X xY) =1I,(X) x II,(Y), para n > 0

Demostracion. Ver [6], para el caso n = 1. O
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2.2. H-espacios

Definicién 2.4. Sea (Y,yo) un espacio topologico con punto base. Decimos que Y es un H-
espacio si existe una aplicacion continua

m:Y xY =Y

denominada multiplicacion tal que moiy ~ moig >~ Iy donde iy : Y =Y XY para k = 1,2
son las aplicaciones continuas definidas por i1(y) = (y,%0), i2(y) = (y0,y) y donde ademds
m(z, x0) =z = m(z,xg), para todo x € X.

En este caso diremos que Y es:

» asociativo homotopicamente, esto es, m(m x ly) ~m(ly xm): Y xY xY =Y es
decir el diagrama conmuta salvo homotopia.

Y xY — Y

o

YxY xY™ yxy

= conmutativo homotdopicamente, es decir, si'T : Y xY — Y XY es aplicacion dada
por T(xz,y) = (y,x), entonces el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia.

Yyxy Loy

I
1y

Y Y

Observaciéon. Note que el H-espacio Y posee :

» elemento identidad, pues la aplicacion continua constante ey, : Y — Y dada como
eyo(x) = yo para todo x € Y.

= inverso, pues la aplicacion continua V : Y — Y tal que: m(V x 1) >~ m(1 x V) ~ ey,
donde Ay : Y =Y XY esla aplicacion diagonal. Es decir el siguiente diagrama conmuta

salvo homotopia.

VY xY 2Ly xy

> N

Y Y

N >

VxY 2L yxy

S1Y es un H-espacio asociativo con inverso, escribiremos que Y es HAL

Proposicion 2.2. Sea X un espacio topoldgico e Y un H-espacio asociativo con inverso. En-
tonces [ X, Y] es un grupo

Demostracion. Sean [f],[g] € [X,Y]. Definimos [f] - [g] = [m(f x g)Az]. Observe el diagrama
siguiente
Y

m(fxg9)Az
m

X2 xwx vy
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Afirmacioén: La operacién dada anteriormente est4 bien definida. En efecto : Sean f',¢' : X — Y
otras aplicaciones continuas tal que f' ~ f, ¢’ ~ g; entonces existen aplicaciones continuas
FG:IxX =Y talque F: f '~ fyG:g ~g. Ahora definimos una homotopia;

M:IxXxX—Y xY como M(t,1,5) = (F(t,21), G(t, 22))
Observe que

= M(0,21,22) = (F(0,21),G(0,22)) = [f'(21), 9 (x2)] = (f' x ¢') (@1, x2)

» M(Lay,2z) = (F(1,21),G(1,22)) = [f(21), 9(22)] = (f x g)(z1, 32)

= M(t,xo, 0) = (F(t, x0), G(t,20)) = (Yo, o)

Por lo tanto
M:f'xgd~fxg
De aqui resulta que
m(f x g)Ax ~m(f' x ¢")Az
luego
[f]- 9] = [m(f' x ¢')Ax]
Notacién: f-g=m(f x g)Ax
Dada una tercera aplicacién h : X — Y, tenemos
(f-9)-h=m((f-g) x h)Azx =m(m(f x g)Azx x h|Ax

Ahora: [m(f x g)Ax x h](z1,22) = [m(f x g)Az(x1), h(z2)]
m(f x g)(z1,x2), h(w2))
m(f(z1),9(x1)), h(z2))

= (
= (
= [(m x 1) (f(x1), g(x1)), h(22)]
= (mx D)((f x g)(z1,21), h(z2))
= (mx 1)(f x g x h)(z1, 21, 22)
— ((m x )(f x g x h)(Az x 1)(z1,72)
Es decir
m(f x g)Az x h=(m x1)(f x g x h)(Az x 1) (1)
Por tanto
(f-g)-h=m[m(f x g)Az x h]Az
=m((m x 1)(f x g x h)(Az x 1))
~m[(1 xm)(f x gxh)(Az x 1)] @)
~m(f x m(g x h)Azx)Azx
= m(f x (g x h))As
=[-(g-h)
Luego

([£] - [gD[A] = [F1([g][P)

Como (Y, o) es un espacio con punto base, consideremos la aplicacién constante e : X — Y tal
que e(z) = yo. Ahora f-e=m(f x e)Ax =mi1f ~ 1y f = f,yaque f-e =m(f x e)Ax =
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m(f x e)(z,z) = m(f(z),e(z)) = m(f(x),yo). Ahora veamos el inverso, definamos [f]~! = [Vf],
donde V:Y — Y. Ast:

Vi-f=mWVfx f) Az =m(u x 1)Axf

es decir

m(Vf x f)Az =m(Vf x f)(x,z) = mVf(z), f(x)) =m>x(V x 1)(f(z), f(z))
~m(V x 1)(f(x), f(x)) = m(V x 1)Af(z)

O]

Definicion 2.5. Dos espacios X e Y son homotdpicamante equivalentes; X ~ Y ; si existen las
aplicaciones continuas f: X =Y yg:Y — X tal que go f ~1x y fog ~ 1ly. En este caso se
dice que f es una equivalencia homotopica.

Proposicion 2.3. Sig: Xg — X; es una aplicacion continua e Y es un H-espacio asociativo con

inverso entonces g* : [X1,Y] — [Xo,Y] es un homomorfismo. Ahora si “g” es una equivalencia

homotopica, entonces g* es un isomorfismo.

Demostracion. Sea f : X1 — Y asi fog: Xog — Y. Definamos ¢*([f]) = [f o g]. Considere
[f1l,[f2] € [X1,Y]. Tenemos fi - fo = m(f1 x fo)Az. Entonces

J1- fag = m(f1 x f2)Ag =m(f1 X f2)(g X 9)A = m(fig X f20)A = f19- fag

Ahora:

g (lAllf]) = g*([f1f2]) = [f1 - f2 0 9] = [Frg - fagl = [Frg] - [f29] = g7 ([1]) - " ([f2])

Por lo tanto g* es un homomorfismo. O

2.3. H-COESPACIOS (CO-H-ESPACIOS)

Definicién 2.6. Un espacio X es un H-espacio (H-coespacio llamado también CO-H -espacio)
st existe una aplicacion continua u : X - XV X, tal que p1-u ~po-u >~ 1x, donde X V X =
{X x xog U{xo} X X} y p1, p2 son las restricciones a X V X de las aplicaciones proyeccion:
I : X VX — X tal que ITi(z,2) =2 y Il : X VX — X tal que y(x, 2) = 2.

Un H'-espacio es asociativo o coasociativo si (uV 1)u~ (1Vu)u: X - X VX x X; es decir el
siguiente diagrama conmuta salvo homotopia.

XvX-—"Mxyyvxvx
UT T(l\/u)
X XVX

u

Una aplicaciéon V : X — X es un coinverso homotopico si el diagrama siguiente

X% X—° X
XvXxX<ELE— X% XVvX
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conmuta salvo homotopia.
Un H'-espacio X es homotopicamente coconmutativo, si el siguiente diagrama.

XVvX—T-XVvX
X:X

es conmutativo salvo homotopia, donde 7(z,y) = (y, x)
Notacién: H' Al co-H espacio asociativo inverso.

Proposicién 2.4. Sea Y un espacio y X un H'AI espacio, entonces [X,Y] tiene estructura
de grupo; mas ain si g : Yo — Y1, es una aplicacion continua entonces, g. : [X,Yo] — [X,Y]
es un homomorfismo de grupos. Ahora si g es una equivalencia homotdpica, entonces g, es un
isomorfismo de grupos.

Demostracién: Sean [fi],[f2] dos elementos en [X,Y]. Definimos [f1] - [f2] = [f1 - f2] donde
fi-fa=v(f1V fo2)

Afirmacién: La operacion dada estd bien definida :

En efecto: Sean f] € [f;] para j = 1,2. Entonces f] ~ f1 y f3 =~ fa. Veamos que [f1 - fo] =
[7(f1 V f5)u]; pues tenemos fi V fi = fi V fa luego 7(f1 V fHu ~ s7(f1 V f2)u entonces:
[fr- fol = [ (fiV fo)u] = [V(fV f2)ul.

Se Verifican:

1) [AlL2A0]) = (AllFDIfs]

(iii) [fILf17" = [/171[f] = [e], donde [f]7! = [fv]
También: g.([f1][f2]) = g«([f1]) - 9« ([f2])

La demostracién es rutinaria, similar a lo realizado para H-espacios.

Ejemplo 2.1. S' es un co-H-espacio asociativo con inverso. En efecto: definamos u : S' —
Stv St consideremos I = [0,1], J = [—1,1] y sean las aplicacionesl : I — J tal que l(t) = 2t—1,
para todo t € T y 0 : J — S! tal que 0(t) = (cos(wt),sin(nt)), estd aplicacion induce un
homeomorfismo entre: % ~ St

Definamos v: I — S'Vv S' como y(t) =
(*7 el(2t - 1))7 % <t<l1

se requiere que 7y sea continua; es decir en t = % deben de coincidir.

(01(1),*) : 0l(1) =
(%,01(0)) : 01(0)

(1) = (cosm,sinm) = (—1,0)

0
0(—1) = (cos(—m),sin(—m)) = (—1,0)

entonces: 7 es continua con v(0) = (01(0),*) y v(1) = (x,0l(1)) entonces y(0) = (1), de este
modo 7y-induce p : ST — Stv St
Afirmacién: (S',u) es un CO-H espacio asociativo con inverso.
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En efecto: Consideremos la composicién

1
ol(2t) ,0<t<-
u ol ol P1 gl _ 2
I— S VvS — S5 tal que p1v(t) =
1
- <t<l1
* 72_ —

0l : I — S, es un camino, C : I — S! es un camino constante es decir: C(t) = #, para todo
tel.

61(2t) ,0<t<
0l C)(t) =

p1y(t) = 0l x C; asi C %0 ~ 0l ~ 0l x C relativo a {0,1} entonces p1y ~ 0l relativo a {0,1};
pasando a cocientes: pju >~ 1g1 y pau =~ 1go.

® Sabemos: f ~g:(X,A) — (Y,B) entonces f~g: — — %

® Se cumple de manera rutinaria:
(1) (uVDu=~(1Vu)u.
(ii) Vx(vV1)u~Vx(1Vov)u~ey;dondev: St — St tal que v(t) =1 —t.
Proposicién 2.5. Sean (X, 1), (Y,71) dos espacios topoldgicos.
(I) Si X oY es H'AI, entonces X NY es H'AI.
(II) Si X es Ty-espacio H'AI oY es HAI entonces Y™ es HAI.
Demostracion.
(I) (A) Supongamos que X es H'AI espacio:

X

p1
Mostraremos que X AY es H'AI. En efecto, tenemos X A X \/X:;X, (U

p2

X - X

inverso, asi pju >~ 1x y pou =~ lx, también se tiene

XAY (X VX)AY 2 (XAY)V(XAY)

Ademést:vAN1: XAY - X AY.

Ahora veamos las condiciones que debe verificar X A'Y para ser un H'AI. Estos son

(1) WA Du=~(1Au)u
(791) V(vV1)u=V(1V0v)u=expy, donde expy es la aplicacién constante.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

(XVX)AY 9= (XAY)V(XAY)
m\ 21
XAY
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es decir: p;g = p1 A 1y, entonces
Pu=pguNly)=PAly)(uAly)=piuAly ~1x Aly >~ 1xay.

Andlogamente: pou ~ 1xay.
Con argumento similar se prueba: (i) y (ii7).
(B) Para el caso: Cuando Y es H'AI, se usa y procede de modo similar a la parte (A).

(IT) Supongamos que X es un H' Al-espacio y ademds es de Hausdorff. Tenemos u : X — XV X

y v: X — X. Mostraremos que Y* = {f : X — Y/f es funcién} es HAI, pues tenemos

YX vy X Ly Xv M yX gonde 1%(f) = 1o fou de aqui m = 1%04p : YX x YX 5 Y,

ahora definamos para el inverso 7 = 1? : YX — YX; con esto veamos que: (YX,7,7) es un
H Al-espacio; para esto bastard verificar de manera rutinaria las siguientes condiciones:

(Z) m%l ~ mgg ~ 1Yx

(ii) m(m x 1) ~m(1l x m)

(ii7) m(v x 1)A ~m(1 X 1)A = eyx

Finalmente veamos que YX es un H Al-espacio siempre que Y lo sea. En efecto: Supon-
gamos que X es Hausdorff e Y es un H Al-espacio con multiplicacién m : ¥ xY — Y

1
e inverso o : Y — Y tenemos Y¥ x VX i>(Y x V)X 2 vX de aqui: = m' o :

YX xYX = Y¥, donde m' o) = mgl. También 7 = o’ : YX — YX-inverso. Luego
(YX m,7) es HAI. O

Definicién 2.7. Sea (X, z¢) un espacio topoldgico con punto base, la n-ésima suspension de
X se denota y define como:

"X =8S"ANX
Observacion.
(i) X = SY A X (suspension reducida,).
(ii) LS ~ Sntl,
(7i1) Si X ~Y, entonces ¥X ~ XY
(iv) 8™, n>1 es un H'AI, es decir, S™ es un CO-H-espacio asociativo con inverso.
Definiciéon 2.8.

® Sea (X,T) un espacio topoldgico. El espacio de caminos LX, es definido por X!, es
decir: LX = X!, I =0,1].

® El espacio de lazos Q)X , estd definido por: QX = X5

Ejemplo 2.2. Para todo espacio topoldgico X eY los conjuntos de clases de homotopia: [XX,Y],
(X, XY] y [S™, Y] son grupos.
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3. Swucesiones espectrales

3.0.1. Sucesion espectral:

Sea E un grupo abeliano, d : E — E un endomorfismo tal que d.d = 0 la pareja (E,d) se
denomina grupo diferencial.

» Z = Ker(d), es el subgrupo de FE, llamado subgrupo de ciclos de E.
» B =1Im(d), es el subgrupo de FE, llamado subgrupo de bordes de FE.

» Como d? = 0,B < Z, y asi el cociente:

es denominado: grupo de homologia de (E,d).

Definicién 3.1. Una sucesion espectral es una sucesion de grupos diferenciales {(Ey, d”)nEZar}
tal que: Eyny1 = H(E,), paran=0,1,2,...

n»-n

o o s ! 4 y
Definicién 3.2. Sean {(Envdn)nezg} y{(E),d )nezg} dos sucesiones espectrales. Un homo-
morfismo entre estas sucesiones es una secuencia de morfismos.

fn:En — E)
tal que:
i) dyfn = fndn
i) fnt1 es la aplicacion inducida por f, en homologia, para todo n.

Definicion 3.3. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros y sea p un elemento primo en Z.
Un complejo de cadena E es un Z- mddulo graduado (grupo abeliano) es decir:

E=) E
k
con operador borde d de grado s,

d:Ek—>Ek+sydd:0

Definicion 3.4. Un complejo E es llamado libre si Ey, es libre para cada k y E es libre torsion
st lo es Ey para cada k

Observacién: Similar a lo denotado y definido anteriormente escribimos Z = ntcleo de d (los
ciclos), B = imagen de d (los bordes) donde d : Ey — Ejiscond* =0y E =Y, Fj es un Z-
modulo graduado.

La homologfa H(E) del médulo graduado E es definido por H(E) = £, y es un médulo graduado.

Definicion 3.5. El homomorfismo de Bockstein es definido clasicamente como sigue; donde
E es un complejo de cadena libre torsion:

Sea x € H(E ® Zy), ¢ € E una cadena representando = en el sentido que si j : E — E® Z, es
reduccion mddulo ”p”, entonces j(c) es un ciclo representando x.
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De esta manera d(jc) = j(dc) = 0, lo cual implica que dc = pe, para algin e € E. Como d?> = 0,
tenemos d*c = pde = 0, de donde de = 0. Ahora definimos el "primer”homomorfismo ” 31" de
Bockstein por: 1(x) = {je} (donde {.} denota clases de homologia), entonces:

B1:Hy(E®Zpy) — Hiys(EQZy)
estd bien definido y 3% = 0.

En general dc = p"e con e € E para algin r, definimos B,(x) = {je}, facilmente se puede mostrar
que B, es solamente definido sobre la interseccion de los nicleos de B, k < r, su valor estd en
el cociente por la imagen de By, k < r, y B2 = 0. En otras palabras una sucesion espectral E,.(E)
puede ser definido inductivamente por Ei(E) = H(E ® Zj), di = f1 y Er11 = E, con respecto a
la diferencial B, en que B, asi una diferencial en una sucesion espectral.

3.1. Parejas exactas

Definicion 3.6. Una pareja exacta es un par de grupos abelianos D, E; junto con homomor-
fismos: a, By v tal que el tridngulo

E
VTR
D———D

es exacto en cada vértice. Es decir una pareja exacta es un triangulo exacto.

» Si escribimos: d = 3y : E — E entonces d* = 0 puesto que: dd = (8v)(B87y) = B(y8)y =0

Afirmacion: Ker(d) = v~ Y(a(D)). En efecto: sea x € Ker(d) si y solo si d(x) =0 =
By(z) si y solo siy(x) € Ker(B) = Im(a) = a(D) si y solo si x € y~(a(D)).
También: la imagen de d = B(Ker(a)). Por tanto:

7~ Ha(0))

MO = SRera)

Definicion 3.7. Dada una pareja exacta como en la definicion anterior. Definamos la pareja
derivada como sigue:

By
N
Dr * Dr

Dlza(D)CD Ele(E,d)

a1 = a‘D1
Bi(a(r)) = [B(=)], z€D
7 ([y) = (), yeFE

Afirmacion 1: B(z) es un ciclo: En efecto d(B(z)) = By(B(x)) = B(yB(x)) =0, pues yB8 =0
luego: B(x) € Ker(d); por tanto B(x) es un ciclo.

PESQUIMAT 26(1): 55{70] 55



Wilfredo Mendoza et al.

Afirmacion 2: $1(z); depende solo de z para z € Dy: En efecto:

Sia(z) = a(y) siy solo si a(x—y) =0 siy solo six—y € Ker(a) luego: B(x)—LF(y) = flxz—y) €
B(Ker(a)) = Im(d). Es decir B(x) — B(y) = d(2); para algin z € E. Entonces tenemos que:
1B()] - [80)] = 18(x) — Bw)] = [d(=)] = 0; osea que: Pa(a(z)) = [B()] = [8)] = Fr(e))

Afirmacion 3: v(y) € D1 = a(D): En efecto:
Como”y” es ciclo, entonces 5(y(y)) = d(y) = 0, de aquiy(y) € Ker(f) = Im(a) = a(D) = D;.
Por tanto v(y) € Dy

Afirmacion 4:y(y); depende solo de [y]. En efecto:
Es equivalente a mostrar que: y(y) = 0,51 "y” es un borde.

Siy =d(z), para x € E entonces y = Bry(z ), luego y(y) = y(d(z)) = v(By(x)) = v8(v(x)) =0
(Por ezactitud: v8 =0)

Afirmacion 5:01(a(x)); depende solo de o(x):En efecto:

Es equivalente a mostrar que: f(x) es un borde si a(x) = 0.

a(z) =0 si y solo si x € Ker(a) = Im(y); de aqui existe un elemento y € E tal que x = v(y),
luego B(x) = B(v(y)) = d(y) es decir B(x) es un borde.

Proposicién 3.1. El tridngulo de la definicion 3.6 es exacto en cada vértice.

Prueba: (i) Ker(a1) = Im(y1). En efecto:Sea z € Ker(ay) siy solo si aj(z) =0, x € Dy =
Im(a) = Ker(p), entonces f(z) = 0. Como a1 = o, , ¢ € Ker(a1) = Ker(a) = Im(y)
de donde = € Im(7), asi existe y € E tal que z = ~v(y), luego d(y))By(y) = B(x) = 0;
esto es: "y” es un ciclo. Pasando a clases: [y] € Ei, y es tal que yi([y]) = 7(y) = = lue-

go: x € Im(v1). Asi Ker(ai) C Im(y1)...(1). De otro lado: aqy1[z] = avy(z)
Im(y1) € Ker(ai)...(2). De (1) y (2): Ker(ay) = Im(y1).

(ii)Ker(f1) = Im(aq) : es equivalente a mostrar: f1aq =0
En efecto: f1ai(x) = Pi(a(r)) = [a(x)]; con © € Dy = Ker(B) luego: f(z) = 0; osea:
Im(ay) € Ker(fy)...(I)

De otro lado: sea a(x) € Ker(fS1), entonces 0 = S1(a(z)) = [B(x)] es decir 5(z) es un borde; osea:
B(x) € Im(d) = Im(By), entonces existe y € E tal que By(y) = B(x); de aqui: B(vy(y) —z) =0
luego v(y) — ¢ € Ker(f). Llamemos: xg = v(y) — x con xg € Ker(8) = Im(a) = Dy ast:

a1((y) =) = a1 (wo) € Im(ar), de aqui a1 (y(y) —7) = a(y(y) —2) = a(r(y)) — a(z) = —a(z);
entonces: a(x) € Im(aq); osea Ker(p1) C Im(aq)...(I1)

De (I) y (I1I): Ker(1) = Im(aq)

(iii) Ker(v1) = Im(B;):la prueba es similar a (ii).

Repitiendo este proceso obtenemos una sucesion infinita de parejas exactas. La n-ésima pareja
derivada es:

E,
N
D, an sy D,
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donde:

Dy =a™(D) = ga..q (D)

. n—uveces
— 21 (a"(D))
Ly = ’YB(KC;ra”)

Ay = Oé‘Dn

Afirmacion: g, (a"(x)) = f(z) + B(Kera™) esta bien definida.
En efecto: si a"(z) = o™(2'), entonces z — 2/ € Ker(a™) asi: B(z) — B(a') = Bz — 2') €
B(Ker(a™)), entonces:

My + B(Ker(a"))) =(y) € (D) = Dy

Ahora: d,, : E,, — E,,, con d,, = BpYn, tenemos: d,,(y+G(Ker(a™))) = Bnyn(y+L(Ker(a™))) =
Bu(v(y)) = Bn(a”(2)) = B(x) + fKer(a™)
entonces: dy,(y + f(Kera™)) = (z) + f(Kera™).

Definicién 3.8. La sucesion (Ey,,d,) construida “lineas antes”se denomina sucesion espec-
tral de la pareja exacta D, E junto con los homomorfismos «, 8 y ~y; lo cual denotamos como
(E™,d") es decir E"t1 = H(E"™,d") para todo n.

Observacién: Asociado a cada sucesién espectral existe un importante grupo limite denotado

y definido como:
o 771(ﬂn20 Im(a™))
e 5(Un20 Ker(a™))

Si tomamos un complejo de cadena libre torsion E = )", Ej y lo tensoramos con la sucesién
exacta:

0—z5252,—0
obtenemos la sucesién exacta de complejos de cadena:
0> E0Z 3 E0z L EZ, — 0
pero E ® Z ~ E; entonces tenemos la sucesiéon exacta de complejos.
0——ESELE®Z, —0

por usuales argumentos de homologia, esta secuencia da o produce la pareja () exacta siguiente:

H(E ®1Z,)

3.2. Sucesién espectral de Bockstein

Definicion 3.9. : La sucesion espectral asociada con la pareja exacta By es denominada la
sucesion espectral de Bockstein de EE modulo 7 p”.

Observacion:

(i)Es facil comprobar que esta sucesién espectral Sy es la misma como se definié anteriormente
con los diferenciales siendo operadores de Bockstein.

(ii))Como E es graduado y el operador "d” tiene grado ”s”; entonces E, es también graduado y
d, tiene grado ”s”. Observese ademas que no existe filtracién en esta construccion de la sucesién
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espectral.
(iii)Una aplicacién f : E — E’ de complejos de cadenas libre torsién induce una aplicacién de
parejas exactas y consecuentemente de sucesiones espectrales.

Sea la aplicacién inducida f, : E.(E) — E,(E"). Las proposiciones que presentaremos a con-
tinuacién muestran propiedades fundamentales de la sucesién espectral de Bockstein que seran
de gran utilidad.

(iv)Sean C'y D dos complejos de cadenas libre, con diferenciales de grado: £1, y supongamos
que: H,,(C) y Hp(D) son finitamente generados para cada "m” entonces E,11(C) = E,(D)
para r— suficientemente grande, asi que uno puede definir E(C') como en la observacién donde
se define F.

(v)La aplicacién j : E — C ® Z, induce la aplicacién j1) = j. : H(C) — H(C ® Z,) = E.
Como I'm(j1) C Ker(dy), entonces jp) induce jig) : H(C) — Ea, y asi sucesivamente nosotros
definimos j,y : H(C) — E, inductivamente, puesto que: Im(j,) C Ker(d,).

Como H,,(C) es finitamente generado para cada ”m”, podemos definir jo : H(C) — Ew por
J(o0) = Jr, Para r-suficientemente grande: Eo = Ej.

Las siguientes proposiciones conjuntamente con la definicion demuestran algunas propiedades
de la sucesion espectral de Bockstein, cuyas demostraciones quedardn justificadas directamente
con las proposiciones en la seccién (5.1).

Proposicién 3.2. (1) Sea T' = 7(H(C)) (subgrupo torsion de H(C)), Ex = jioo)(H(C)) y

Ker(jioo)) =T +pH(C), entonces By = (%) ® L.

(2) Six € E.(C),z #0, entonces existe un elemento ' € H(C ®Zy,r) tal que x = {kxz'} donde
k:Zy — Zyp. Si”y” genera un sumando directo Zy en H(C') entonces jr(y) # 0 en E,.

Definicién 3.10. : Sean C y D dos complejos de cadenas. El producto tensorial de C' y D es
definido por:
(C®D)y= Y Ci®D,
i+j=n
tal que:
d(a®b) = d(a) @b+ (=1)""Ya @ (db)

e Siac CR®Zybec D®Zy con: da = db = 0, entoces la clase de homologia de a ® b en
H(C ® D ® Zy,) depende solamente de la clase de homologia de a en H(C) y la clase de
homologia de b en H(D). Asi podemos definir una aplicacion natural f : H(C ® Zp) ®
HD®Z) — HC®D®Z,)..(I)
por fla® B) ={a®b}; donde {a @b} es la clase de homologia del ciclo (a ® b)ymod(p) en
H(C®D®Zy); y donde a € CRZy, yb e D® Z, son ciclos representando o y [ con
ac HC®Zy), € HD®Z,)

Notese que [ es un isomorfismo; pues basta recordar la formula de Kinneth.

Proposicién 3.3. (i)La aplicacion natural ” f” dada en I induce una aplicacion f(r) de la
sucesion espectral de Bockstein. Ademds f(r) : E.(C)® E,(D) — E,(C®D) es un isomorfismo
de complejos de cadenas para todo r > 1

(ii)Para todo r > 1 se tiene que: E" = E,.(Hom(C,Z)) = Hom(E,(C),Z) como complejos de
cadenas; donde: d" = (d,)*, es el adjunto de d,
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NOTA: La prueba de las proposiciones 3.2 y 3.3 se realizan basado en las técnicas de un complejo
descomponiendo sobre subcomplejos elementales que estdn basados en las proposciones de la
seccion 5.1

3.3. Propiedades de complejos de cadenas
3.3.1. Notaciones previas:

Los complejos de cadenas consistente en una pareja {E = ), Ej,dj}rez, donde Ej son basi-
camente estructuras algebraicas (grupos, anillos, médulos, algebras, etc) y di : By — Ei_1
son morfismos diferenciales segin sea la categoria, las que juegan un rol importante en el estu-
dio de la homologia (Cohomologia). En esta ocasién estudiaremos algunas de sus propiedades.
Previamente: denotaremos por E y E’ dos complejos de cadenas, ”d” de grado ” — 1”7 (siendo
similar el caso cuando el grado es ” + 17). Ahora, si: d : E,, — E,_1; escribimos Z,, = Ker(d)
y Bn = Im(d) para d : E,11 — E,. Similar cuando d : E], — E! _, escribimos Z/ = Ker(d)
y By, = Im(d) parad: E, | — E;,

Proposicién 3.4. Sea E un complejo de cadena libre y E' un complejo de cadena cualesquiera.
Sip: H(E) — H(E') es una aplicacion de homologia de grupos, entonces existe una aplicacion
de cadena f: E — E’ tal que f, = ¢

Demostracion. Como E es libre, entonces para cada "n” Z, y B, también son libres, de este
modo la sucesion:
0— B, — Z, — H,(A) — 0 (3)

es exacta. También la sucesién:
0—Z2,—FE,=2B,.1—0 (4)

es exacta y existe una aplicacién p : E, — B, 1 tal que: dp = 1, y asi la sucesién (4) escinde
puesto que B,,_1 es libre. Y asi tenemos el diagrama siguiente:

0 B, Zn » Hy(E) —— 0
O
0 B, z Hu(E') —— 0

donde f existe, ya que Z,, es libre.

Esto define f en Z,, y por inducciéon f es definido en B, _1; asi podemos definir f sobre todo
E,, y usando la escicién de (4). Entonces f conmuta con d; y por tanto se tiene la aplicacién
requerida. O

Proposicién 3.5. Dado E’'; existe un complejo libre E y una aplicacién de cadena f : E — E'
tal que f«: H(E) — H(E') es un isomorfismo.

Demostracion. Por la proposicién anterior bastara construir un complejo libre teniendo grupos
de honologia H,,. Para lo cual tomamos una resolucién libre de H,,.

0— K, 2% L, —s H, — 0

Pongamos: A, = L, + K,,—1 yd(c) =0sice€ L, y d(c) = jn—1(c) si ¢c € K,,_1; y por lo tanto el
resultado. O
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Proposicién 3.6. Sean E un complejo de cadenas libre, f : E — E’' un complejo de cadena y
E, = Z, + Bp_1, con la sucesion (4)que escinde.

Sig: By—1 — Z!, es una aplicacion, definase g : E, — Z!, por g(c,b) = g(b); entonces (f+7)
es una aplicacion cadena y (f +9)« = f« : H(E) — H(E')

Demostracion. Resulta inmediato al aplicar la Definicién 3.4. O

3.3.2. Homologia con coeficientes

Notese que en la proposiciéon inmediata anterior las aplicaciones de homologia entera son las
mismas, mientras que las aplicaciones inducidas de homologia con otros coeficientes pueden ser
diferentes. Asi en las construcciones de las aplicaciones dadas en la proposicién 3.4 podemos
obtener diversas aplicaciones en homologia con otros coeficientes para la misma aplicacién de
homologia entera.

Proposicién 3.7. (Teorema de coeficientes universal para homologia) Sea R un dominio de
” ”

ideales y Cy, un R- mddulo libre para todo nimero entero ”n”, entonces existe un homomorfismo
B:H,(C,E) — Tor[H,—1(C),G]
Para todo entero "n” tal que
0— Ho(C)® G L HA(C,G) & Tor[H,_1(C),G] — 0

es una sucesion exacta corta descomponible, y por lo tanto, H,(C;G) es isomorfo a la suma
directa de H,(C) ® G y Tor[H,-1(C),G

Demostracién: (Ver Sze-Tsen Hu: Algebra homoldgica. pag 180)

e

Proposicién 3.8. Sean E y E' dos complejos de cadenas, donde E' es libre torsién, y ”p” un
numero primo. Sea ¢ una aplicacion de la sucesion de homologia exacta para E surgiendo de la

sucesion exacta de coeficientes 0 — 7 — 7 EN Zy, — 0, sobre la sucesion correspondiente para
E'. Entonces existe una aplicacion de cadena f : E — E’ tal que fs = @ como aplicacion de
sucestones.

Demostracidn. Por la proposicién (3.4) podemos elegir una aplicacién h : E — E’ tal que
hs = ¢ sobre H(E). Si consideramos ¢ — h, como una aplicacién de la sucesién exacta corta
surgiendo de la proposiciéon anterior.

Escribimos:

0 —— Hy(F)®Z, —— Hy(E®Zy) — Tor(Hp—1(E),Zy,) —— 0

lwfh* l@*h* lsofh*

0 — Hy(E)®Z, — H,(E' ®Zy,) — Tor(Hy,—1(E'),Zy,) —— 0

Las aplicaciones sobre los términos: Tor y tensor son cero, por tanto ¢ = h, sobre H(A).
Entonces ¢ — h* define una aplicacién p : Tor(Hp—1(E),Zy) — Hpn(E') ®@ Z, por: p(a) =
a (¢ — h)(Ba),a € Tor(Hm-1(E),Z,) es inmediato verificar que ”p” estd bien definido y
Ahora consideremos el siguiente diagramas:

Tor(Hy—1(E), Zy) = Bm —~1©Z, +*— Bm — 1

l/ i

H,,(E') ® Zy <—Z Q Ly 5 Iy,
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Las aplicaciones son definidos como sigue:

a) u proviene de la sucesién definiendo ”Tor”:

0 — Tor(Hp-1(E),Z) £ By 1 @ Zy — L1 @ Ly — Hyy 1(E) @ Zy — 0

b) +' proviene de la sucesién anterior con H,,(E’) en reemplazo de H,,(E)

c)v y v/ son las aplicaciones reduccién médulo ”p”

d) Como p es uno - a - uno y p es un nimero primo se tiene que T'or(Hy,—1(E),Zy) es sumando
directo de B,,—1 ® Z,, asi existe una aplicacién 7 escindiendo la sucesién, con 7p = Iy

e)p = pr

£)y'v' : Z, — H,(E')®Zy es sobre y By, es libre, de este modo la aplicacién p'v : By, —
H,,(E') ® Z, levanta a la aplicacién ¢ : By,—1 — Z,,

Como la sucesién: 0 — 7, — E, 2 B,,_1 — 0 es exacta y escindible pues dp = 1.

Ahora usando esta sucesién como en la proposicién (3.6) y considerando f = h+1); entonces por
dicha proposicién se tiene que esta es una aplicacion de cadena y f. = h. de homologia entera,
luego por la observacién anterior ¢ — fi = a(a™ (¢ — )37 18 en Hyp(E ® Zy).

También se puede verificar: a1, 371 = p; pero f, = hy + 1, asi ¢ — f. = ¢ — hy — 1y, de aqui:
alp—f)f=a(p—h—t)f =a (e - h)B —a ()BT =p—aT BT =0
Por tanto: ¢ = f, en H(E) y H(E ® Zy,). O

4. Homologia de complejo de una cadena elemental y propieda-
des de la sucesion espectral de Bockstein

4.1. Complejo de cadena elemental

Definicion 4.1. Sean k,n dos nimeros enteros con k > 0. El complejo de la cadena elemental
denotada por E(n, k) se define como:

E(n,k), =Z con generador u

E(n,k)p+1 =Z con generador v, si dv = ku,k # 0

E(n,k), =0, sir#n,n+1

Y

En,k)p+1 =0, st k=0

Entonces:

H,(E(n,k)) = Zg, donde Z = Zy; y

H,,(E(n,k)) =0, para m # n

Proposicién 4.1. Con la definicion y notaciones de (4.1), reemplazando un complejo por un
sumando directo de complejos elementales las cuales poseen una sucesion espectral de Bockstein
isomorfica, y la sustitucion se puede hacer de tal manera que las aplicaciones inducidas son la
misma para una aplicacion dada.

Demostracion. Es inmediato de la definicién (4.1) y su respectiva conclusién. t

Lema: Sean F y E’ dos complejos de cadena libres, F + E' = ®(E + E'),, = ®(E, + E]) y
siendo el diferencial la suma de los diferenciales; entonces Ex(E + E') = Ex(F) + Ex(E")

Demostracion. Es rutinario de la definicién (3.4)y (3.6)y para el caso del diferencial aplicar la
definicién (3.5). O

Proposicién 4.2. Sean E y E’ dos complejos de cadenas de libre torsién, f : E — E' una
aplicacion de cadena, y supéngase ademds que el inducido: f, : H(E ®@ Z,) — H(E' ® Z,) es
un isomorfismo, entonces para todo k se tiene: fi : Ex(E) — Ex(E') es un isomorfismo.
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Demostracion. Para f, = fi es un isomorfismo sobre Fi; de aqui inductivamente fi es un
isomorfismo sobre Ej, para todo k. O
Proposicién 4.3. Sea E = Y, E, un complejo de cadena donde Ej son complejos cuyas

homologias son diferente de cero en el caso un-dimensional y, en tal dimension es ciclico.
Entonces E(E) = 3, Ex(Ej)

Demostracion. Usando la proposicién (3.8), podemos encontrar aplicaciones f : B — > j Ej,
gy ;B — FE tal que las aplicaciones inducidas sobre parejas exactas son aplicaciones iden-
tidad sobre cada grupo. Dado una aplicacién p : E — E’ de complejos, y un conjunto similar
de aplicaciones para E', es decir: f' : E' — > . E!,¢' : . E! — E’ induciendo aplicaciones
identidad sobre parejas exactas, entonces definimos p' : > E; — > E! por p’ = f'pg entonces
el siguiente diagrama conmuta

S E o Y E;

oo

E—" g

y por tanto p’ induce la misma aplicacién de sucesiones espectrales como p.

4.2. Homologia de complejo de cadena elemental

Estos resultados lo establecemos en las proposiciones siguientes:

Proposicién 4.4. Sik yp son dos niumeros enteros coprimos, entonces E1(E(n,k)) = Ex(E(n, k))

0.
Demostracion. En efecto,

Ei(E(n,k)) = H(E(n,k) ® Zy) =0

Proposicién 4.5.
H(E(n,0) ® Zp) = E1(E(n,0)) = Ex(E(n,0))

Demostracion. Para dimensiéon "n” se tiene que H(E(n,0) ® Z,) # 0, de donde d, = 0 para
todo 7, siendo de este modo que el grado de ”d,” es igual a —1 ]

Proposicion 4.6. Sean t y p dos numeros coprimos y m > 0, existe una aplicacion 3 de la
pareja exacta de Bockstein de E(n,tp™) sobre la pareja derivada para E(n,tp™* ') lo cual es
isomorfismo en cada término.

Demostracién. Considerando E = E(n,tp™*!), E' = E(n,tp™) y denétese los generadores por
uy v, y v en dimensiones n y n + 1 respectivamente, con dv = tp™ Ty, dv’ = tp™u’.

Definase ¢ : E' — E por q(u/) = pu,q(v') = v, entonces ¢ es una aplicaciéon cadena y
g-(H(E")) =i(H(F)) y g« es un isomorfismo sobre i(H(E)).

Definase S : E' ® Z, — E® Zp por S(u') =uy S(v') =v. Sim > 0 se tiene d =0 en E' ® Z,,
y di = 0 en E(E). Por eso S induce un isomorfismo S, : H(E' ® Z,) — E2(E). Sim =0 se
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tiene; H(E' ® Z,) = 0 = E3(E), de aqui S induce un isomorfismo trivial.

Como 7q” es una aplicacién de cadena, iq, = ¢«i de aqui /3 = [i. Ahora tenemos que
< [v] >= H(E"), por lo que es suficiente mostrar que j'8 = 3j sobre [«]. Ahora j([u']) = [v/],
asf Bj([u]) = B([w/]p) = [ulp, de donde j'B([u]) = j'([pu]) = j'([i(w)]) = [ju] = [ulp.
Pinalmente: 5,([u/]) = 0 = 8)([ul), por lo que queda mostrar que: Aay([u]y) = GB([]y) =

Ip([v]p)-

Pero si m > 0 se tiene que [v'], # 0, entonces 6, ([v'],) = [ap™ 4], asi 6'([v],) = [ap™u]. Por
tanto B([u']) = [pu] y asf se sigue el resultado, por eso 8 es un isomorfismo de parejas exactas. []

Proposicién 4.7. Sea E un complejo. Hay un complejo E' y una aplicacion 8 de la pareja exacta
para E' sobre la pareja derivada para E la cual es un isomorfismo de parejas. Si f : A — B es
una aplicacidn de complejos, uno puede elegir f' : A’ — B’ asi que Bf. = f}3.

Prueba: La primera parte de este teorema se sigue de la proposicién (4.6)y de la proposicién
(4.1). Ahora la segunda parte es decir la existencia de f’ se sigue de la proposicién (3.8)

Proposicién 4.8. Sean p y q dos nimeros coprimos. Si k = qp”, entonces E1(E(n,k)) =
ET(E(n7 k)) ) ET-I-l(E(n’ k)) - EOO(E(n7 k)) =0

99,097,

Prueba:Usando induccién matematica sobre ”r”; y al utilizar las proposiciones (4.4)y (4.6) se
obtiene el resultado.

Recordando:Z,, = Nucleo(d), d : E,, — E,_1; Z, = Nucleo(d'), d' : El, — E|_1; B, =

n

Imagen(d), d: Enyy — E, y B, = Imagen(d), d : E], | — E,.
Proposicién 4.9. Z{ ® Z} puede ser elegida para (Z1 @ Zs)'.

Prueba:Sers suficiente probar si Z; = E(n,mp"), Zo = E(s,tp') donde: (m,p) = 1 = (t,p).
Entonces Z, = E(n,mp" '), Z, = E(s,tp'~!). Podemos asumir: 7,/ > 1; para otro caso
Fy(Z1 ® Z3) = 0 = Ey(Z] ® Z}). Escribamos Z; = gen{u;,v;} con dvy = mp uy, dvy = tp'us;
también Z] = gen{u},v]} y asi sucesivamente. Y asumiendo r > [. Consideremos:

v = [m, t] (minimo comun multiplo de m y t = am)

§ = (mp™,t) = p(mp"~") +nt

a=a(vy ®ug) — (=14 Bpr "t uy @ us)

b= p(v1 @ ug) + (—1)4MUp(u; @ uy)

Entonces (Z1 ® Z2)n+s+1 posee como base a {a,b} y similarmente para los primos de a, b, u;, v;;
en las igualdades anteriores ponemos los elementos: a’, b’ los cuales juntamente forman una base
para Z; @ Z4)ntsi1. Ademds da = da’ = 0, db = 6p'(u1 @ ug), db' = 6p' 1 (u) @ uh).

Ahora definimos q : Z] ® Z§ — Z1 @ Z5 por: q(u) @ uh) = p(ug @ uz), ¢(2') = pr,q(y/) =y y

q(v] ® vh) = v1 ® va. Entonces 7¢” es una aplicacién cadena y el inducido es un isomorfismo; es
decir: g, : H(Z] ® Z})) = iH(Z1 ® Z3)

Definimos las aplicaciones de cadena Sj : Z] ® Z, — Z; @ Zp, por Sj(u}) = uj, Sj(v;) = v;.
Entonces si § = 51 ® So; el inducido verifica:
S* : H(Zi ®Z§ ®Zp) = H(Zl ®ZQ ®Zp) = EQ(Zl ®ZQ)

Asi definimos: = ¢, en H(Z] ® Z4) y = S« en H(Z{ ® Z, ® Z,); entonces por la proposicién
(4.6) se tiene que la aplicacién 5 de la pareja exacta de Bockstein que existe en dicha proposicién
es un isomorfismo; y de esta manera queda probado el resultado.
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Teorema 4.1. Si E =), E} es un complejo de cadenas con operador borde d : E; — Ej; i
con Z =nicleo de”d”, entonces la homologia de Z es decir H(Z) no tiene p-torsién si y solo si
Ei(Z) = Ex(Z) en la sucesion espectral de Bockstein mddulo " p”

Prueba:FEl resultado se obtiene directamente utilizando las proposiciones (4.4),(4.5), (4.8)y
(4.1).

Observacion:Consideremos la sucesion exacata cortas:
0—Z57Z—7,—0
y esta induce:
0—-ESELE®Z, —0

la cual a su vez induce:

Como I'm(j.)) € Ker(dy) entonces j(;y induce:
j(2) : H(Z) — Fy
y asf jy : H(Z) — E; lo cual es obtenido de manera inductiva puesto que Im(j(,y) € Ker(d;).

Como H,,(Z) es finitamente generado para cada ”m” podemos definir jo, : H(Z) — FEo por
Joo = Jr para r suficientemente grande Fo, = E,..

5. Sucesion espectral de Bockstein para H-espacios y algebras
de Hopf

Sea X un espacio topolégico y sea Cy(X) el complejo de cadenas o complejo singular de X y
supongamos que cualquier espacio X tiene sus grupos de homologia singular H,,(X) finitamente
generado para cada n.

5.1. Sucesion espectral de Bockstein, de un complejo singular

Definicién 5.1. La sucesion espectral de Bockstein del complejo singular Cy(X) mddulo " p”,
es denominado: la sucesion espectral de Bockstein de X en homologia modulo p y es denotado
por E"(X) o simplemente por E(T).

Definicion 5.2. Sea f : X — Y wuna aplicacion continua. La aplicacion inducida de secuencias
espectrales se denotard por f() E(T)(X) — E™) (V).

Similarmente si C*(X) = Hom(C(X), Z) es el complejo de cadenas de X ; tenemos E,(C*(X)) =
Eq(X) o simplemente E(,y la cual llamamos sucesion espectral de Bockstein de X en Cohomo-
logia mddulo "p” y las aplicaciones inducidas son denotadas por f.

En lo que sigue optaremos por mo mencionar al nimero primo ”p”

Otras definiciones: Sea K un campo A, A, B, y C' médulos sobre K.

i) Un algebra A es un médulo graduado y una aplicaciéon p: A® A — A

ii)Una Co-algebra C es un médulo graduado y una aplicacién p: C — C @ C

64 PESQUIMAT 26(1): 64{70]



El grupo limite como un algebra de Hopf

iii) Una unidad para dlgebra A es una aplicacién e : K — A tal que u(e®1) = p(1®@n) = 14,
donde K@ A=A=ARK.

iv)Una Co-unitaria para una co - algebra C es una aplicacién [ : C — K tal que
(el)p=01®)p=1I1;,donde K C=C=Co K

v) Una aumentacién de un dlgebra con unidad es una aplicacién w : A — K de &lgebras
con unidad.

vi)Una Co - aumentacién de una Co- &algebra con Co - unidad es una aplicacién
n : K — C de Co - élgebras con Co - unidad. (K estda actuando sobre un Co - dlgebras
enviando 1 — 1 ® 1).

Sea T: A® B — B ® A una aplicacién dado por: T(a ® b) = (—1)%m(a)-dim®)p & ¢

vii) Si Ay A’ son élgebras entonces A® A’ es el dlgebra definida por fi : (AQA)R(ARA") — ARA’
donde = (p@ ) (1T ®1).

viii)Un &lgebra de Hopf es un médulo A juntamente con aplicaciones p : A ® A — A,
pA—ARA e: K — A W:A— K tal que:

(1)A es un &dlgebra bajo p con Co - unidad e, con aumentacion w.
(2)A es un Co- élgebra bajo p con Co - unidad w, con Co - aumentacién e.
(3)p es una aplicacién de dlgebras aumentadas con unidad.

ix) Un algebra diferencial (Co - algebra) es un algebra equipada con una diferencial d con
d? =0 tal que dy = pd(pd = dp) y wd =0, dn = 0

x)Un algebra de Hopf diferencial es un édlgebra de Hopf con un diferencial lo cual es ambos:
un algebra diferencial y un Co - dlgebra diferencial.

xi)Un élgebra (Co - dlgebra) es llamada asociativa (Co - asociativa) si u(1 ®@ p) = p(p ® 1),
(lp®1]p=[1® plp)

xii)Un é&lgebra (Co - dlgebra) es llamado conmutativa (Co - conmutativa) si uT' = u, [T)p = p]

xiii)Un elemento x en una Co - dlgebra, Co - aumentada C, es primitiva si yr =z ® 1+ 1 ® x;
observese ademds que para cualquier y € C : py =y 1+1®y+ Y y; ®y,, donde y;,y, son
elementos del nicleo de w.

xiv)Un elemento z en un dlgebra aumentada A, es descomponible si z es elemento de WA A)
donde A = nucleo(w)

5.2. Propiedades de algebras, Co - algebras y algebras de Hopf

A continuacién presentamos algunas propiedades sobre: dlgebras, Co- dlgebras y algebras de
Hopf cuya demostracién es verificacién rutinaria; por lo que serd omitida. Ademds todos los K-
modulos seran considerados finitamente generados sobre el mismo K y en cada dimension, y
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para cada K - médulo M escribiremos M* = Hom(M, K).(dualde M)

Propiedades 5.2.1:
(1)Un élgebra A es de Hopf si y solamente si su dual lo es.

(2)A es un &dlgebra si y solamnete si su dual es un Co - élgebra.

(3)El dual de cualquier propiedad P posee la Co - propiedad P tales como la asociatividad dual
es Co - asociativa, la conmutativa dual es Co - conmutativa, etc.

(4)Si A es un édlgebra, z un elemento de A no es descomponible, entonces existe un elemento z
en A* tal que & es primitivo y Z(z) # 0.
Ademi4s, cualquier primitivo ”y” de A* anula a todo elemento descomponible.

(5)Sea A un algebra diferencial. Si x,y € A, dx = y, entonces "x” elemento descomponible im-

M,

plica que ”y” es elemento descomponible.

(6)Sea C' una Co - dlgebra diferencial. Si z,y € C tal que dx = y, entonces x como elemento

primitivo implica que ”y” es elemento primitivo.

(7)Sea A un &lgebra diferencial (respectivamente un Co - algebra). Entonces la homologia de A,
es decir H(A) es también un algebra (respectivamente un Co - algebra) y todas las propiedades
algebraicas (respectivamente propiedades Co - algebraicas) antes mencionadas son heredadas
por H(A), tal como asociatividad (Co - asociatividad), conmutatividad (Co - conmutatividad).

Definicion 5.3. Sea X un espacio topoldgico. La aplicacion diagonal de X se denota y define
como: A(z) = (x,x). Y la aplicacion inyeccion de punto base "xy” se denota y define como
i:{xo} — X y la aplicacipon colapso se define como C : X — {x¢}.

Proposicién 5.1. (Teorema de FEilemberg - Zilber ) Sean X e Y dos espacios topoldgicos.
FEntonces:

Ho (X % V) = Hy(S(X) @2, S(Y))
donde S(X) es el complejo singular de X .
Demostracién: [Ver: Rotman, an introduction to algebraic topology. pag: 266]

Proposicion 5.2. Sea X un espacio topoldgico.

(1)La aplicacion diagonal A(r) : E.(X) x E.(X) — E.(X) convierte a E") en un dlgebra
diferencial con unidad n = e,y y aumentacion € = i(; esta es asociativa y conmutativa.

(2)La aplicacion: A7) : E"(X) — E"(X) ® E"(X) convierte a E™ en un Co - dlgebra dife-
rencial.

(3)Eqy y E") son objetos duales; es decir E(") = E(*T)

Prueba: Los items: (1) y (2) son aplicaciones obtenidas e inducidas del teorema de Eilemberg
Zilber juntamente con el inducido de la sucesién espectral de Bockstein, es decir del isomorfismo
de aplicacién de cadenas: E,(E) ® E,.(D) = E.(F ® D), para todo r > 1.

Mientras que el item (3) es obtenido directamente de la proposicién (3.3)parte (ii).
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Definicion 5.4. Sea X un espacio con punto base xo y p un numero primo. Diremos que X
es denominado una homologia de un H - espacio mddulo ”"p”, si existe una aplicacion
m : X x X — X tal que las aplicaciones: my(x) = m(xg,z), ma(z) = m(z,x9) poseen la
propiedad que los inducidos (m1)x y (ma)« son automorfismos de H.(X,Z,). En estos términos
X es llamado una homologia H - espacio si los inducidos (my). y (m2). son automorfismos
para todos los coeficientes.

Proposicién 5.3. Si X es un H - espacio entonces Eq)(X) y E)(X) son duales de una de
la otra como dlgebras diferenciales de Hopf; donde la aplicacion m induce la estructura de Co -
dlgebra de E(y y la estructura de dlgebra de E™).

Prueba: Recordando la definicién del dlgebra de Hopf: Un algebra de Hopf F es un médulo E
juntamente con unas aplicaciones y: FQFEF - F,p: F —FQFEn: K —Fye: FE—K
tal que:

(1)E es un algebra bajo u con unidad ¢ y aumentacion e.
(2)E es un Co - élgebra bajo ¢ con Co - unidad € y Co - aumentacién e.
(3)p es una aplicacién de dlgebras aumentadas con unidad.

Una prueba, como en la proposicién (5.2), donde p induce estructura de dlgebra en E (") y estruc-
tura de Co - dlgebra en E,). Ahora observemos la condicién (3) de la definicién de dlgebra
de Hopf, la cual sigue del hecho que A es una aplicacién de H - espacios, donde si (z,y), (z, w)
en X x X el producto es definido por (z,y).(z,w) = (zz, yw).

Una aplicacién de esta proposicién (5.3) lo daremos basado en el siguiente famoso teorema
algebraico de : Milnor y Moore. Cuya demostracion lo encontraremos en: J.Milnor and J.C
Moore, on the structure of Hopf algebras (to appear in trans. Amer Math.soc).

Teorema 5.1. (Teorema de Milnor y Moore) Sean E un dlgebra de Hopf; asociativo y conmu-
tativo sobre Zy:
P(E) = {Conjunto de elementos primitivos deE}

D(E) = {Conjunto de elementos descomponibles deE}

Sea ademds vy : E — E una aplicacion definida por y(x) = aP, p - nimero primo. Entonces la
sucesion:

0 — P(v(E)) 5 P(E) % Q(E)

es exacta. En otras palabras si z € P(E) N D(E) entonces z = v(u) = uP, para algin elemento
u€e k.

Teorema 5.2. Sea X un H - espacio, H*(X) finitamente generado para cada k, con H*(X, Zy) =
ATy ooy Ty, ...); €l dlgebra exterior sobre los generadores dimensionales impares xj.

Entonces H*(X) no tiene p - torsion.

Demostracion. Se sigue del Teorema (4.1) y de la Proposicién (5.4) que presentaremos luego del
Lema (5.1). O
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Lema 5.1. Si E es un Co - dlgebra diferencial sobre un campo K con Ey = K,d(Ey) = 0 para
k < n, entonces d(E,) C P(E).

Demostracion. Si ¢ : E — E ® E es la co - multiplicacién en E,z € E,; entonces ¢(z) =
r®1+1®c+ ) v; @, donde z, x) son de dimensién menor que "n” para todo k. Por tanto
dry =dr), =0y ¢(dr) =d(p(z)) =der @1+ 1®@dx y asi de € P(E). O

Proposicion 5.4. Sea E un dlgebra diferencial de Hopf sobre un campo K con diferencial ”d”
de grado £1. Si, como un dlgebra, E = A(x1,...,Zn,...) €l dlgebra exterior sobre generadores
dimensionales impares x1,Ta...,Tn, ...; entonces d =0 y H(E) = E.

Demostracion. Asumiendo por induccién que d(Ey) = 0 para k < n. Nétese que d(Ep) = 0;
pues d(1) = d(1,1) = 2d(1); de aqui d(1) = 0 y d(Ey) = 0 puesto que Ey = K. Sea I = d(E,);
por el lema anterior: I = d(E,) C P(E). Por el teorema (5.2) como las potencias p** se anulan
en un algebra exterior, entonces se sigue que un elemento de I es no descomponible. De aqui si
I #0 e I estd en una dimensién impar.

Puesto que cualquier elemento dimensional par de E es descomponible. Ya que el grado d = £1,
nosotros tenemos que "n” es par y E, C D(E), asi por (5.2.1)(propiedades (5) y (6)) se tiene
que I C D(E)yasiI=0yd=0.

O

Teorema 5.3. Sea X un H- espacio arco conexo con Hi(X) finitamente generado para cada k.
H*(X)
torsion

Entonces Es y

® Zy son isomorfos como dlgebras de Hopf.

Demostracion. Por la proposicién (3.2) parte (1) se tiene; () = g:ggr)b ® Zy, como un Zj, -

modulo, entonces el resultado se sigue del hecho que J, es un homomorfismo de dlgebras y
conmutan con la aplicacién diagonal. O

Aplicacién (1): Sea X como en el teorema (5.3) y supéngase que H*(X,Z,) es un Z, - médulo
finito. Entonces F(,) = A(21, ..., ¥p), con dimzy impar.

- . H*(X) A
Demostracion. Por un teorema de Borel se tiene que ;=2 = A(xy, ..., Ty). ]

Aplicacién (2): Sea X como en la aplicacién (1). Entonces existen elementos primitivos di-
mensionales no pares en £,

Demostracion. Todo elemento dimensional par de E(.,) son descomponibles, de aqui por (5.2.1)
parte (4), se tiene que cualquier elemento primitivo z € E* anula a todo elemento dimensional
par y asi esto no es dimensional par por tanto £ = Ez‘oo). ]
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6.

Conclusion

= La estructura topoldgica de los H - espacios conduce a la definicién de una estructura

algebraica denominada H - grupo.

» Dentro de los resultados estudiados, resaltamos el teorema (5.3) que permite expresar
mediante isomorfia al denominado grupo limite como un algebra de Hopf.

= Las aplicaciones del teorema (5.3) establecen la dualidad entre: E(>) y E(«) para elementos

primitivos en E (00),
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