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Sobre la topologia del complemento de una curva singular plana en la clasificacion
de foliaciones holomorfas singulares de codimensién uno

Herndn Neciosup Puican E]

Resumen: En este articulo, estudiamos el papel del grupo fundamental del comple-
mento de una curva plana afin en la clasificacién analitica de foliaciones singulares
de codimensién uno en (C?,0). Nos enfocamos en obtener una representacién ade-
cuada del grupo fundamental del complemento de una curva plana afin particular,
utilizando la monodromia de trenzas y el método de Zariski-Van Kampen. La ima-
gen de este grupo, por la representacion de holomonia de la foliacion, es conocida
como el grupo de holonomia de la foliacion y la conjugacion analitica de estos grupos
equivale a la clasificaciéon analitica de foliaciones holomorfas singulares cuspidales
casi homogéneas de tipo admisible sobre (C3,0) [6].
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On the topology of the complement of a singular plane curve in the classification
of singular holomorphic foliations of codimension one.

Abstract: In this article, we study the role of the fundamental group of the comple-
ment of an affine plane curve in the analytic classification of singular codimension-one
foliations in (C?,0). We focus on obtaining an adequate representation of the funda-
mental group of a particular affine plane curve complement, using braid monodromy
and the Zariski-Van Kampen method. The image of this group, under the holonomy
representation of the foliation, is known as the holonomy group of the foliation and
the analytic conjugacy of these groups is equivalent to the analytic classification of
almost homogeneous cuspidal singular holomorphic foliations of admissible type on
(C3,0) [6].
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1. Introduccion

Este articulo trata sobre el cdlculo de la topologia del complemento de una curva plana afin,
el cual es clave en el calculo del grupo de holonomia de proyectiva de foliaciones holomorfas
cuspidales casi homogéneas de tipo admisible en dimensién tres [6]. La nocién de holonomia
proyectiva es de gran importancia en el estudio de la clasificacién de foliaciones cuspidales en
dimensién 2 [§] y 3 [6]. Existen varias representaciones de la topologia del complemento de una
curva algebraica. En este articulo, presentamos un método para calcular este grupo, utilizando
la monodromia de trenzas y el método de Zariski-Van Kampen. Ademas, calculamos de manera
explicita el grupo fundamental de una curva plana especial que aparece en la clasificacién de
foliaciones cuspidales casi homogéneas de tipo admisible en (C3,0) [6].

Si C c C? es una curva plana afin, se define el grupo de C como el grupo fundamental del
complemento de C, es decir, m; (C? \ C) sin especificar el punto base. El estudio de los grupos de
curvas planas es un problema clasico que se remonta a los trabajos de O. Zariski, y una prueba
rigurosa fue dada por Van Kampen [12]. Ademds de los métodos propuestos por V.S. Kullikov
e I. Shimada, en los anos 80 y 90, Moishezon y Teicher [7], [L1] introdujeron la nocién de mono-
dromia de trenza, que se utiliza para recuperar la presentacién de Van Kampen y obtener una
versién moderna de este grupo.

Supongamos que G es un grupo y que a,b € G. Introducimos las siguientes notaciones:

[a,b] = a ‘b lab
a® = blab
bxa = bab™!

Una traslacién de n—puntos es un conjunto de caminos continuos 7 = {1, 72, -, Y } con extremos
iniciales en Y = {y1,y2,--,yn} ¢ C y extremos finales en Y = {1, 72, -, yn } ¢ C, satisfaciendo las
siguientes condiciones:

L. 7(0) = {71(0),72(0),-, 7 (0)} c Y’
2. v(1) = {n(1),72(1), (1)} cY
3. ’)/i(t) * ’}/j(t), Vi+j, te [O, 1]

Se define el conjunto de trenzas entre Y e Y como el conjunto de clases de homotopia de
traslaciones entre Y e }7, denotado por IBBn(Y,Y). Cuando Y = }7, se denota al conjunto de
trenzas por B, , el cual tiene estructura de grupo, con la composicién. Cuando Y = {1,2,---,n},
B,, denota el grupo de trenzas de n hilos. E. Artin en [I] da la siguiente representacién del grupo
de trenzas B,,

B, =(01,02,...,0n-1: 0405 = 0j03;|i = j| > 1,0404110; = 044100441) -
Sea I, = (x1,x9,...,2,) el grupo libre de orden n. Observe que B,, actia, a derecha, sobre
F,, de la siguiente manera: parat=1,2,...,n—1

i Ti+1 1=7
O(xj,05)=x] =1 xi*rxim i=j+1
Z; i¢j+1

Considere ahora A, el disco con n— puntos marcados. La clase de aplicacién [h], donde
h: A, - Ay, da lugar a un automorfismo h, : F, — F, de grupos libres. Por lo tanto, B,
puede ser considerado como el grupo de homeomorfismos de A, fijando A y permutando los
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n—puntos marcados, médulo isotopia fijando A U {1,2,...,n}. Obteniendo el homomorfismo
inyectivo B,, > Aut(F,,), de esta manera podemos decir que ® define el homomorfismo

B, — Aut(F,)
o — ®(,0)

Identificamos la imagen con B,,, E. Artir en [I] demuestra que dado 7 € Aut(F,,), existe
7 €B, siy solo si
T(Tp - x1) = Tp - 21,

y existe una permutacién o de n-letras tal que
- -1 .
(i) = Yio(y¥i s Yi€Fn, i=1,2,-m.

Una interpretacién geométrica del grupo B,, y de su accion sobre Iy, estd dada de la siguiente
manera: fijemos un subconjunto Y = {t1,t9,--,t,} ¢ C de n—elementos diferentes. Sea A c C un
disco suficientemente grande tal que Y esté contenido en su interior. Elegimos un punto x € 0A,
y tomamos un pequeno disco D centrado en t € Y que no contenga a otro elemento de Y, elija un
punto & € dD. Considere el camino o € C\Y que une Z con z, denote por 7z p al camino cerrado
con base en Z que gira en sentido anti-horario a lo largo de dD. La clase de homotopia del lazo
a~l. nz pa es llamado un meridiano de ¢ en 7 (C \ Y, z). Si el punto base es sobreentendido,
entonces simplemente hablaremos de ¢t en C\Y. Observe que el conjunto de meridianos de t € Y
coincide con una clase de conjugacién en 71 (C N\ Y, z) completamente determinado por t. Por
otro lado se conoce que una coleccién adecuada de n—meridianos de C\Y (uno por cada punto
de Y) define una base de 71 (C \ Y, x). Esta construccién de meridianos es util para el calculo
del grupo fundamental del complemento de un divisor en un superficie.

Definicién 1. Sea A y z como antes. Una base geométrica de 71 (C\Y, x) es una base ordenada
(71,72, ) de m1 (C\Y, ) consistiendo de meridianos tales que 71+, es homotdpico al camino
cerrado de base en = que gira en sentido antihorario a lo largo de 9D.

Observe que una base geométrica I' := {71,...,7,} es una base libre de m(C\Y,z) = F,,.
Dado cualquier o € B,,, la accion ® de o sobre I' produce otra base geométrica, como consecuencia
se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2. La accion ® del grupo B, sobre el conjunto de todas las bases geométricas de
T (CNY,z) es libre y transitiva.

Consideremos ahora, el siguiente espacio P" = {(z1,22:,2n) € C" 1 2; # z;sii # j}. En P"
consideramos la relacién de equivalencia: (z1,++,2,) ~ (21, 2,,) si y solo si existe o € S, grupo
simétrico de orden n, con z; = 2. (i)’ El espacio cociente, B" := P/ ~, y su grupo fundamental,
coincide con el grupo de trenzas de n—hilos B,,, [2]. Por otro lado, La proyeccién natural P"* —
B" es un recubrimiento topoldgico de n! hojas, y en consecuencia, B, /P, = S,. Existe una
descripcién alternativa de este grupo, el cual es relevante para nuestro propdsito: considere
C[z]} el espacio afin de los polinomios ménicos de grado n, el cual se identifica de manera
natural con C". Si A,, es el lugar discriminante, C" \ A,, = B" [2]. Esto nos permite dar una
descripcién explicita del grupo fundamental de C" \ A,, que acontinuacién pasamos a describir
para el caso C2\ A,,.

2. Topologia del complemento de una curva algebraica plana

Considere una curva plana afin C : (f(x,y) = 0), de grado n, y en posicién general (es
decir, cada fibra de la proyeccién vertical 7(z,y) = x contiene a lo mas un punto singular o un
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punto tangente a la curva). Sea A = {1, z,} el lugar discriminante de f, L = 7~ (zy) v
L=L1uU--UL,. La restricciéon

p::7r|CQ\CU£:(C2\Cu£—>(C\Af,

es una fibracién localmente trivial, en virtud del Teorema de fibraciéon de Ehresmann (ver [3]),
con fibras isomorfas a C,, := C \ {n puntos}. Denotemos por C,, a la fibra 771(p) para todo
p e C~\ Ay. De [I0], existe una secuencia exacta de grupos:

Sx

1—>7T1((Cn,p)L>7T1((C2\CUE)Lﬂl((C\Af)—>1, (1)

donde 7., s, son las aplicaciones inducidas en homotopia a partir de la inclusién y la seccién

de p respectivamente
i:Cpp>CiNCUL.

s:(C\Af—>(C2\CU£.

Observe que i, y s son inyectivas y se tiene que 71 (C,, ) es un subgrupo normal de m; (C2\Cu
L), mientras que 71 (C\A¢) no lo es. Entonces la secuencia exacta (1)) implica que 71 (C*\CUL)
es el producto semi directo de m1(C,p) vy m1(C N Ay) (ver [9]).

Podemos elegir bases geométricas de m1(C,p) y m1(C\ Ay) tal como se muestra en la Figll]

Y
L Lo 4 Lo Ly 91
@> In—1
&_d’_/
In
/\
&K/\\
D D B
s Ys—1 Y2 71

Figura 1: Eleccion de meridianos

Ahora, como p es una fibraciéon localmente trivial con fibras difeomorfas a C,,, el polinomio
f induce una aplicacién algebraica

F:CNAp— Cp2Cl2] N {P(2) : A(P(2)) = 0} = B
definida por zg — f(x0) = f(z0,y). Esta aplicacién induce el homomorfismo

ﬁr:]Fs_’Bn
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donde F, es el grupo libre de s generadores, que se identifica con el grupo fundamental de C\ Ay
Este homomorfismo es llamado la monodromia de trenza.

Considere la base geométrica (g1,--+, gn) del grupo fundamental de la fibra C,, ,, ¥ (71,*,7s)
base geométrica de m (C\ Ay). La accién de v; sobre g; es tal que en 71(C* ~ Cu £) tenemos
i * g; = ;1 g;7Yi, que es un elemento de m(C,,) ya que es un subgrupo normal [3].

En consecuencia se tiene

7-‘-1((C2 NCu ﬁ) = (gla T 9ny V1, Vs ¢ 7;19]71 = ﬁ(r)/l)(g])>
Por otro lado, dado cualquier base geométrica (y1,72,:-+7s) de 71 (C N Ay), la s-upla

(Fe(r)s Fe(r2), s Fe(7s)) € (Bn)®
es llamada una factorizacion de monodromia de trenza.
Bajo estas consideraciones y usando la secuencia , se tiene el siguiente resultado

Teorema 3. Sea (p1,p2,-,ps) € (By)® una factorizacion de monodromia de trenza y sea
(91,92, , gn) una base geométrica de w1 (C,,). Entonces

7T1((C2 \Cul)= <gl,---,gn,fyl,~~-,fys : gf" = 'yi_lgj'yi, i=1,...,8, j= 1,...,n>.
Como consecuencia, del teorema [3] se sigue

Corolario 4 (Teorema de Zariski-Van Kampen [12]). Bajo las hipdtesis anteriores se tiene la
stquiente presentacion:

7T1((C2\C):<gl,...,gn: g;.”:gj, i=1,...,s,j=1,...,n>.

Ejemplo 5. Consideremos la curva algebraica plana C := 2 + 2" = 0, y la proyeccién 7 : C? -
C, m(x,y) = z. Observe que Ay = {0}, £ =7"1(0).
La restriccion
W:CQ\CU£—>C\Af
es una fibracién localmente trivial, con fibras isomorfas a Co = C \ {2 puntos}. Para todo p €
C~\ Ay, se tiene la secuencia exacta .

Observe que m(C N\ Af) = (v) = Z y la factorizacién de monodromia de trenza € By, donde
v(t) = exp(2mit), es tal que la accién sobre los g; viene dada por

(9291)2g1(9291)"2,  n—par.
ag
— 9" = o L
f+(7)(gj) = (9291) % g2(g291)” 2 , n— impar
gg? _ gi..'iwl

donde f,(y) =7 ' (4(t))nC = (t, iexp(nm’t)) =07 €Bs.
Luego m (C2\Cu L) = (gl,gg,fy : g?? = fy‘lgjfy> y €n consecuencia

T (C*NC) ={g1.92: 9] =g;} = {91.92: R1, Ra}

Donde . .
(9291)291 = 91(9291) 2, si n es par;
Ri=
n-1 n1 )
(9291) % g2 =91(9291) 2 , sin esimpar.
(9291)% g2 = 92(9201) 2, si n es par;
Ry =
na1 w1
(9291) 2 91 =92(9291) 2 , sin esimpar.
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3. Aplicacién

En [5] y [6] se estudian los gérmenes de foliaciones holomorfas cuspidales casi homogéneas de
tipo admisible en (C?,0), los cuales admiten forma pre-normal dada por la 1-forma integrable

Q=d (2% +p(z,y)) + G(V, 2) (rzd¥ - 2Wdz),

donde ¥ = Hézl(yp - aixq)dg, p.q>2, a; #0, a; #ajsii#j, d son primos relativos,
p="", reN* y G esun germen de funcién holomorfa en dos variables.

Por construccion (ver [5]), la foliacién generada por €2, Fq, tiene como conjunto de separatrices
a la superficie

l

S =22+ H (y* — a;x?) = 0.

i=1
Por otro lado, si el grado pesado v, (G) > Wg,r), Fq es de tipo superficie generalizada. Es
decir, en la etapa final de la reduccién de singularidades de Fq Unicamente a parecen singula-
ridades simples, como consecuencia (ver [4]), la reduccién de singularidades de Fq coincide con
la reduccién de singularidades de S. Denotemos por Fq y por S a la desingularizacién de Fq y
de S respectivamente.

En la técnica de la holonomia proyectiva, para la clasificaciéon analitica de las foliaciones
del tipo Fq, es necesario identificar una componente del divisor excepcional, de la reduccién de
singularidades de .S, en el cual es posible construir una fibracion de Hofp. Esta componente,
después de quitar el conjunto de singularidades de Fq esta dado por

D~ Sin(Fq) ~C2-C,

donde C = y% + Hé’:l(ﬂﬁ -a;)% =0, d;>1cona;eC,aj#a;sij+iyd;>1,para algin j.
Usando el método discutido en la seccién [2 considere la proyeccién 7 : C? — C, m(x,y) = .
Observe que
Af = {ala ag, -, (Il};

l
L=JLj Lj=7"(aj).
j=1

La restriccién

W:C2\CUE—>(C\Af

es una fibracién localmente trivial, con fibras isomorfas a Co = C \ {2 puntos}. Para todo p €
C~ Ay, se tiene la secuencia exacta .

Sea m1(CNAy) = (y1,-,n); con y; = OZJ_-l’I’]@Dj a; meridianos de a;. Observe que la factorizacion
de monodromia de trenza € (IB%g)l y es tal que la accién de los «; sobre los g; estd dada por

= °
fe(7i)(g;) = g7 ', donde

Fe(y) =n () nC=n" (ns,p,) N C = 01 = (t,j exp(d;mit) ) € Bo.

Observe que la monodromia a lo largo de «; inicamente produce una contraccién de los puntos
sobre las fibras y la monodromia a lo largo de 7z p, es dada como en el ejemplo [5| para cada d;.
Luego

dj

m(C*\CuL) = (91,92,%951

y en consecuencia

=yl i=1,2; j= 17---,l>

.
T(C©NC) = {g1,92: 67" =i} = {91, 92 Ra, Ro}
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Donde afj ,R; es como en el ejemplo [5 para cada d;.

d.:
Notemos que para todo g € m1(C%\ C) tenemos g"lj =g,Vj =1,...,1. Por otro lado, sea
r =med{dy,-,d;}, entonces

l
r= 2:7nﬂh, Wuffz
i=1

Luego, g"b =g para todo be (dy,...,d)) =rZ:

O'b O_a1d1+»--+aldl

o4l

()

m(C*\C)=(g1,92: 9] =gi i=1,2) ={g1,92: R1, Ra}

Donde ) )
(9291)291 = 91(9291) 2, si r es par;
Ri=
1 e
(9291) = 92=01(g291) 2 , sir es impar.
(9291)%92 = 92(9291)%, si r es par;
Ry =
r+1 r+1 . .
(9291) 2 g1 = 92(9291) 2 , sir esimpar.

Observacion 6.

= Si 7 es impar, escribimos r := 2k + 1. Cambiando de generadores

a = gagi, B = (9291)" g0,

con inversa
-k -1 _k+1
g2 =« /Ba g1 = 5 o )

obtenemos, con los nuevos generadores, Ri = Ry = o = 52. Luego
T (C*NC) = {a,B:a" = 57)

» Si r es par, escribimos r := 2k. Realizando el mismo cambio de generadores anterior,
obtenemos la representacién

71 (C?\C) = (a,ﬂ :pa” = o/ﬂ)
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4. Conclusion

Para el estudio de la clasificacién analitica de foliaciones holomorfas singulares de codimen-
sién uno sobre (C3,0), cuspidales casi homogéneas de tipo admisible, por medio de la técnica
de la holonomia proyectiva, es necesario estudiar de manera precisa la topologia de cada com-
ponente del divisor excepcional después de eliminar el conjunto singular. Para este calculo se
ha precisado el método moderno de Zariski-Van Kampen, el cual usa el grupo de trenzas. En
particular, hemos enfocado nuestra atencion en el calculo el grupo fundamental de la curva
C:=vy>+ Hﬁzl(x - ai)di, d; > 1, el cual aparece en el estudio de foliaciones que admiten como
conjunto de separatrices a la superficie 2% + [T, (yP + a;29)% = 0.

Como resultado de nuestro anélisis, se han identificado algunos problemas abiertos de interés.
Entre ellos, destacamos el estudio de foliaciones que admitan como conjunto de separatrices su-
perficies de la forma S : 2* + 2"y™ Hé:l (yP + aimq)di =0,k > 2. Resolver este problema permitira
avanzar en el estudio de la clasificacién analitica de foliaciones que admitan como conjunto de
separatrices a superficies de la forma S : 2 + f (z,y) =0, donde f define una curva plana singular.
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