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Bases Estandar para Ideales en el Anillo K[[X]]
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Resumen: Este articulo presenta las bases estandar para ideales, en el contexto de
anillos de series de potencias formales sobre un campo, empleando el Algoritmo de
Buchberger bajo ciertas restricciones. También muestra varias caracterizaciones de
bases estandar equivalentes. Esto permite calcular las codimensiones de ideales en
anillos de series de potencias formales.
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Standard Bases for Ideals in the ring K[[X]]

Abstract: This article presents the standard bases for ideals, in the context of formal
power series rings over a field, employing the Buchberger’s Algorithm under certain
restrictions. It also shows several characterizations of equivalent standard bases. This
allows us to calculate the codimensions of ideals in rings of formal power series.
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1. Introduccion

En 1965, Bruno Buchberger presenté su disertacion de tesis doctoral (ver [3]) en la Universi-
dad de Innsbruck en Austria, en el cual él resolvio el problema planteado por su asesor Wolfgang
Grobner (1899-1980), a saber, construir una K-base del anillo de clases de residuos para un ideal
I de dimension cero en el anillo de polinomios sobre un campo K, Buchberger construyo un al-
goritmo que continuaba siendo valido para cualquier ideal I, posteriormente en 1976 le acuné
el término bases de Grébner como tributo a su mentor. Independientemente en 1964, Heisuke
Hironaka en [7] introduce la teoria de bases estandar en anillos de series de potencias formales.
T. Becker en [1] y [2] desarrollaron la adaptacién del Algortimo de Buchberger a los anillos de
series de potencias formales. En este trabajo trabajo consideraremos el enfoque desarrollado por
Hefez y Hernandes en [6].

El presente articulo estd estructurado de la siguiente manera:

En la segunda seccion damos las definiciones de orden monomial, monoideal y las principales
propiedades del anillo de series de potencias formales sobre un campo.

En la tercera seccién veremos la definicion de reducciones en el anillo de series de potencias
formales, para emplearlo en el Algoritmo de divisién adaptado al anillo de series formales.

En la cuarta seccién se desarrolla la definicién de bases estandar, el teorema principal sobre las
bases estdndar que da sus caracterizaciones equivalentes, luego veremos el Algoritmo de Buch-
berger en el contexto de anillo de series de potencias formales, que conduce a la obtencién una
unica base estdandar reducida, finalmente como una aplicacién veremos como calcular la codi-
mension de un ideal del anillo de series de potencias formales.

2. Preliminares

2.1. Orden Monomial

Denotemos por K[[X]] al anillo de las series de potencias formales K[[X,...,X,]] en las
indeterminadas X1, ..., X, con coeficientes en el campo K. Un monomio ménico en estas indeter-
minadas es una expresién de la forma X% = X' X{?... X2 donde o = (a1,az,...,a,) € N".

Denotaremos por T" al conjunto de todos esos monomios con elementos unidad 1 = X) X9 - - - X0
y la operacion usual de multiplicacion de polinomios.

Teorema 2.1 (Dickson) Cada subconjunto no vacio A de T", tiene un subconjunto finito
minimo D de divisores (Ya € A,3t € D tal que t | a), (ver[d]).

Definicién 2.1 Un orden monomial en K[[X]] es una relacion de orden total < en T" que
ademds tiene las siguientes propiedades:

1L YteT, 1<t
2. Vi, t1,to € T, si t1 <Xty = 11t L tat.

Observe que, si s | t entonces s < t, Vs,t € T". Luego por el Teorema todo orden monomial
en T™ es un buen orden. Si s <t pero s # t, se denotard por s <t 6 t > s.

Ejemplo 2.1 (El orden lexicografico en T") Sean X y X? elementos en T™. Diremos que
X <pex XP, sia=p o sila primera coordenada diferente de cero de (B8 — «) es positiva.

Ejemplo 2.2 (El orden lexicografico graduado en T") Sean X y X? elementos en T™,
donde a = (ay,...,an) y B = (by,...,b,). Diremos que X® <qrex X? si se cumple:
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1. Z?:l a; < Z?:l bi, 0
2. Z?:l a; = Z?:l b; y X% <pex XA,

2.2. Monoideal

Definicion 2.2 Un subconjunto no vacio A de T™ serd llamado un monoideal de T™ si
A-TV:={6-t;0e€ A, teT"} CA.

Ejemplo 2.3 Sea J un ideal monomial (es decir, un ideal generado por monomios) en K[[X]],
entonces el conjunto A de todos los monomios en J es un monoideal de T™.

Definicion 2.3 Un subconjunto B de un monoideal A en T" es llamado un conjunto de gene-
radores de A, si A = (-B-); donde (-B-) :={b-t; be B, t € T"}.

Un conjunto de generadores B de un monoideal A serd llamado minimo, si es minimo respecto
a la inclusién.

Proposiciéon 2.1 Todo monoideal A en T™ tiene un conjunto de generadores minimo finito.

Prueba. El conjunto de generadores minimo y finito es precisamente el conjunto minimo de
divisores de A\ {0}, el cual existe por el Teorema de Dickson O

2.3. El anillo de series de potencias formales

Dado que f € K[[X]] puede representarse de la forma

=Y aX*, ag €K, I CN",

Si f # 0 es dado como arriba, definimos el conjunto de monomios de f como
T(f) ={X% aecl, ay #0}.

Es concido que (ver [5]), los elementos invertibles de K[[X]] son los elementos de la forma
u=a+g,donde a € K\ {0} yge Mx = (Xy,...,X,) (ideal generado por los elementos
X1,...,Xy). Entonces, u es invertible si y sélo si u ¢ Mx. Esto en particular muestra que
KJ[X]] es un anillo local con ideal maximal Mx.

Denotaremos con Mg(’ i € N a la i-ésima potencia del ideal Mx y consideraremos MY =
K[[X]]. Definimos la topologia Mx-adica de K|[[X]], tomando alrededor de cualquier elemento
fijo f € K[[X]], los conjuntos {f + M4}, i € N como sistema fundamental de vecindades de f.
Esto convierte a K[[X]] en un anillo topolégico.

Como tenemos que ﬂ M = {0}, la topologia Mx-adica en K[[X]] es Hausdorff; de hecho es

i€EN
metrizable, veamos: si f € K[[X]], definamos la multiplicidad de f como

mult(f) = sup{i; f € Mg}
Sea p un numero real mayor que 1 y colocaremos p~°° = 0. Para f, h € K[[X]], la funcién
d(f,h) = p~met=0),

define una métrica completa en K[[X]].
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Una familia {fy ; A € A} C K][[X]] se llamara sumable si para cada t € T" tenemos
#{NeA; teT(fH)} < oo

Desde que (K[[X]],d) es un espacio métrico completo, se tiene que, para cualquier familia suma-
ble en K[[X]], la suma )y, fx es vélida, definiendo un elemento en K[[X]].

3. Reducciones en el anillo K[[X]]
En lo que sigue fijaremos un orden monomial < en T™.

La potencia lider de f € K[[X]], con f # 0, es Ip(f) = min T(f), donde el minimo se toma
respecto al orden monomial < fijado; por el Teorema de Dickson Ip(f) esta bien definida.
Si G C K][[X]], denotaremos por Ip(G) = {lp(f); f € G — {0} }.

El término lider de f =) " aaX® # 0 es It(f) = azXP", donde X7 =Ip(f).
ael

Definicién 3.1 Sea B un subconjunto finito de K[[X]] y g,r € K[[X]] con g # 0, diremos que
r es una reduccion de g médulo B si existe un monomio t € T", una constante a € K y un
elemento f € B tal que r=g—atf con Ip(r) > Ip(g), sir #0.

e B
En ese caso escribiremos g——7.

Considere una cadena (posiblemente infinita) de reducciones

B B B B B
g > T1 () Tm

esto implica que existen t; € T", ;€ Ky fi€ B,i>1 talque 7, =g—Y -, ait;f; , donde
por la definiciéon de reduccion,

Ip(tLfr) < Ip(tafa) < - (1)
Si la cadena es infinita, obtenemos una sucesién <ZZ1 a;it; fi) S, on K[[X]], que resulta ser
m

convergente en K[[X]] (con respecto a la topologia Mx-adica). En efecto, es suficiente verificar
que el conjunto {¢;f; , ¢ > 1} es sumable, de hecho si para algin t € T", #{i it e T(tifl-)} = o0;
como B es finito, existe f € B e infinitos elementos t; € T™ tales que t € T(¢;f), luego de (1)
se deduce que los t; tienen que ser distintos lo cual es absurdo, pues t; < t para infinitos valores
de 1.

Denotaremos el limite de la susecién (Z:L a;t; fi) por Y .~ ait;fi.
m>1 =
Dado que todos los términos de la sucesién anterior estan en (B) y como cualquier ideal es

cerrado con la topologia M-adica (ver [1]), tenemos que > .., a;t;f; pertenece al ideal (B).

Ahora extenderemos la nocién de reduccién para incluir toda la cadena de reducciones 7, =
m

g— Z a;t; fi, vy sus limites. Sigue siendo cierta con esta definicion extendida que si un elemento
i=1
r es una reduccién de g médulo B, entonces g — r € (B).

Definicion 3.2 Diremos que r es una reduccion final de g modulo B si r es una reduccion de

g mddulo B y ademds r =0 ¢ Ip(f)tip(r), Vf € B; escribiendo en este caso, g By
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Definicién 3.3 Si r es la reduccion final de g tal que r = 0 ¢ ningin elemento en T(r) es
divisible por cualquier Ip(f) con f € B, entonces r serd denominada una reduccion completa de
g modulo B.

Si B={f1,--,fs} € K|[[X]] y f € K[[X]], podemos obtener una reduccién completa r de f
modulo By series q1,---,qs € K[[X]], tal que

F=> aifi+m

i=1
aplicando el siguiente algoritmo:
Algoritmo de Divisién en K[[X]]

Entrada : f, B = (fl,...,fs);
Defina :¢q:=0;...;5¢5:=0; r:=0;
MIENTRAS f # 0, HACER

ST existe 1p(/;) | (/)
ENTONCES tome el menor entero ¢, y haga:

g )
f=1r- i) - i
DE LO CONTRARIO
re=r+t(f);
f=f=1(f);

Para obtener simplemente una reduccién final de r» de f, reemplazar las dos tdltimas filas del
algoritmo anterior haciendo r:= f y f:=0.

Ejemplo 3.1 Sea f = X, f1i = X +Y? y fo =Y + X? en K[[X,Y]] y consideremos el orden
lexicogrdfico graduado en T2. Aplicando el Algoritmo de Division a f mddulo fi, fa, obtenemos:

f=hHh+mn r=-Y?

r1 =Y fo+ 51 51 =Y X?

s1=XY fi 4+ rg=—-XY3

ro = —Y3f1 + 73 ry = Y5

rs =Y fo + s sg = —Y*X?

si = (—1)"™XY¥ 2 fi 41y ro; = (—1)' XY™

roi = (=1)Y3 fi + 7951 roip1 = (—1)y 32
Toi41 = (_1)i+1y3i+1f2 + Sit1 Sit1 = (_1)1‘X2y3i+1

Aunque el algoritmo no termina en este caso, sin embargo permite concluir facilmente que 0 es
una reduccién final de f médulo { f1, fa}.

Observe que para una f dada, si el algoritmo de divisién, con respecto a algin conjunto finito B,
termina después de un niimero finito de pasos, tenemos un algoritmo para obtener una reduccién
final 6 completa de f moédulo B.

Ademis el algoritmo usa una ordenacion para los elementos de B. Entonces para una ordenaciéon
dada de los elementos de B, tenemos un r y los ¢;’s estan determiandas univocamente. Sin
embargo para una ordenaciéon diferente de los elementos de B, podemos obtener deiferentes
reducciones finales o completas de f, médulo B. Como muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.2 Sean fi1 = Y7 —2X°Y2 — X9 | fo = X0 | f3 = V6 - XV — X7 | f, =
YT - X5Y2 - XTY + X10 g f =YV'2 - X5Y7 — X7YS en Q[[X,Y]]. Consideremos T? ordenado
por el orden lexicogrdfico graduado. Utilizando el algoritmo anterior obtenemos que r = X°Y? es
una reduccion completa de f mdodulo (f1, fa, f3, f1), mientras que r = 0 es la reduccion completa

de f modulo (f37f27f15f4)-

4. Bases estdndar para ideales en el anillo K[[X]]

En esta seccién presentamos las bases estandar para ideales en el contexto de los anillos de
series de potencias formales, el principal concepto de este estudio. El nombre de bases estandar
se debe a H. Hironaka, quien las introdujo en su famoso articulo [7] para estudiar ideales en
anillos de series de potencia convergente. Estos objetos son conocidos en anillos polinomiales,
donde se denominan bases de Grébner.

Definicién 4.1 Un subconjunto finito B de K[[X]] es una base estandar para un ideal si para
cada g € (B), existe un elemento f € B tal que Ip(f) |Ip(g).

Diremos que B es una base estandar para el ideal I, si B es una base estandar para un ideal y
I=(B).

Decir que B es una base estdndar de un ideal, es equivalente a decir que ip((B)) = (-Ip(B)-).

Definicién 4.2 Dada una suma (posiblemente infinita) en K([[X]|, > ,c; fi, fi € K[[X]];
definimos la altura de la suma como

ne (3 fi) = min{ip(f) ;1 € L},
leL
Observe que esta definicién depende de la representacién ) ;; fi como una suma y no del

elemento que determina esta suma, de hecho tenemos que ht(Zle I fl> < lp( dier fl), donde
< es el orden monomial fijado.

Diremos que f; contribuye a la altura de > ,.; fi si Ip(f;) = ht(ZleL fl>.

Definicién 4.3 La amplitud de )",.; fi es definida como el mimero de sumandos f; en ) ;.1 fi
que contribuyen a su altura.

Definicién 4.4 Un S-proceso de un par de elementos distintos de cero f,g € K[[X]], es una
expresion de la forma

S(f,9) =pf + a9,
donde p,q € K[[X]], tal que S(f,g)=0 ¢ lp(S(f, g)) = ht(pf + q9).
Teorema 4.1 (Grébner - Hironaka - Buchberger) .
1. Todo ideal I en K|[[X]] tiene una base estindar.
2. Dado un conjunto B = {f1,---, fs}, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) B es una base estandar para un ideal.
b) Todas las reducciones finales mddulo B de cualquier elemento de (B) son ceros.

c) Cada S-proceso de cualquier par dado de elementos en B, tiene una reduccion final
cero, o converge a cero modulo B.
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d) Todo S-proceso distinto de cero de cualquier par dado de elementos en B, tiene una
representacion como una suma Y .4 hifi, donde h; € K[[X]] y ht(Zle h,fz) es

mayor que la altura del S-proceso considerado.

Prueba:

Para la parte (1), sea I un ideal de K][[X]]. Desde que Ip(I) C T™ , entonces por el Teorema de
Dickson existe un conjunto finito G de divisores de Ip(I). Ahora, elegimos un subconjunto
finito B de I tal que Ip(B) = G. Luego dado g € I, existe f € B tal que Ip(f) | Ip(g), lo que
demuestra que B es una base estandar para el ideal I.

Observe que esta demostracién no es constructiva ya que se basa en el Teorema de Dickson, que
a su vez se basa en el Teorema de la Base de Hilbert.

Veamos la parte (2) (a) = (b) Suponga que B es una base estandar para un ideal y sea g € (B).
Si r es una reduccién final de g médulo B, entonces g — r € (B) y por lo tanto tenemos que
r € (B). Suponga qe r # 0, dado que B es una base estdndar, entonces existird un elemento
f € B tal que Ip(f) | Ip(r), pero r es una reduccién final médulo B. Por lo tanto r = 0.

(b) = (c¢) Dado que un S-proceso de elementos en B es un elemento de (B), la afirmacién es
evidente.

(c) = (d) Sea h = pfi + qf; # 0, un S-proceso de un par f;, f; de elementos de B. Dado que
cualquier reduccién » médulo B de h es de la forma

r=nh-— Zaktkflka

k>1

donde t;, € T", a, € K y fi, € B son tales que [(t5f;,) es una sucesion estrictamente creciente
en T". Asumiendo (c), el elemento h tiene una reduccién final cero (o que converge a cero)
moédulo B, entonces tenemos que

h=>aptyfy,.

k>1

Ahora bien, dado que la sucesion Ip(tyfi,) es estrictamente creciente y h = pf; + qf; es un
S-proceso, se deduce que

ht(zaktkflk) = Ip(h) = ht(pfi + af;),

k>1

cumpliendose asi la afirmacién en (d).
(d) = (a) Asumiendo (d), debemos demostrar que dado un g € (B)\ {0}, existe f € B tal que
Ip(f) | Ip(g). En la coleccién de todas las representaciones de g como una suma

g:qufla Q177QSEKHX]L
i=1

elegimos entre los de altura méxima uno de menor amplitud, el cual denotamos por Y ;_; h; f;.
Observe que si la amplitud de Y7, h;f; es uno, no hay nada que probar porque en ese caso

Ip(g) = Ip(hi,)Ip(fi;) para algin io.

Suponga que la amplitud de Y ;_; h;f; es mayor que uno. Sin perdida de generalidad, podemos
suponer que hi fi y hsfo contribuyen a la altura de la suma. Por lo tanto, existe a € K tal que
S = h1f1 + ahafe es un S-proceso del par fi, fo. De (d) existen g1, ...,gs € K[[X]] tales que

S=> gifi
i=1
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con ht( Yoy gifi) > ht(hi fi+ahs f2). Observe que, como hy fi+hafo = (1—a)ha fo+> ;1 gifis

entonces

g= (1—a)h2f2+zgifi+zhifi (2)

=1 1=3

Supongamos que a # 1, entonces la representaciéon de g dada en tendrd la misma altura que
la original, pero una amplitud menor, lo cual es una contradiccién.

Supongamos que a = 1,

(i) Si la amplitud de la representacién original de g fuera dos, entonces la altura de la repre-
sentaciéon anterior seria mayor que la altura de la representacion original, lo cual es una
contradiccién.

(ii) Si la amplitud de la representacion original de g fuera mayor que dos, entonces la altura de
la representacién seria igual a la altura de la representacion original, pero la amplitud seria
menor, lo que nuevamente es una contradiccién. g

Observacidén 4.1 Las bases estandar resuelven el problema de decidir si f € I ¢ f ¢ I, donde
I=(f1,---,fr) es un ideal de K[[X]] y f € K[[X]].

En efecto, aplicando el algoritmo de la divisiéon a f con B = (f1,---, fr). Si la reduccién final
de f modulo B es cero, entonces ciertamente f € I. Pero si la reduccién final de f médulo B no
es cero, no se puede decir nada (ver ejemplo . Sin embargo, si B es una base estandar para
el ideal I, entonces tenemos que f € I siy sélo si la reduccion final de f modulo B es cero.

Proposiciéon 4.1 Si B es una base estdndar, entonces la reduccion completa mddulo B de
cualquier elemento de K[[X]] es dnica.

Prueba:

En efecto, sean r; y ro dos reducciones completas médulo B del mismo elemento g € K[[X]],
luego 71 — 72 € (B). Como B es una base estandar, del Teorema [4.1(b) tenemos que cualquier
reduccién final de r1 —ry médulo B es cero. Supongamos que 1 —7r2 ain admita reduccion, es decir
r1—1r9 # 0, entonces existiria un elemento f en B tal que Ip(f) | Ip(r1 —r2). Como Ip(ri—rq) €
T(r1) UT(r2), obtenemos una contradicciéon porque 71 y r2 son reducciones completas de g. o

Cuando se verifica la condicién (c) en el Teorema decimos que B es cerrado bajo la
formacién de S-procesos, entonces el Teorema dice que un conjunto B es una base estandar
para un ideal si y sélo si es cerrado bajo la formacién de S-procesos.

4.1. Algoritmo de Buchberger

Vimos en el Teorema que una condicién necesaria y suficiente para que un conjunto
finito B sea la base estdndar de un ideal es que cada S-proceso de cualquier par de elementos
de B tiene una reduccion final convergente a cero médulo B. Sin embargo, esta condicién en
la practica no siempre se puede comprobar, pues cada par de elementos puede tener infinitos
S-procesos. Veremos ahora que es suficiente verificar la condiciéon sobre un tipo de S-procesos.

Definicién 4.5 Sean f y g elementos diferentes de cero en K[[X]] tales que lt(f) = aX“ y
It(g) = bXPB, el S-proceso minimo de f y g es dado por:

B mcm(XO‘,XfB) mcm(Xo‘,Xﬁ)
szn(fvg)_b X o f_a XfB

g.
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Lema 4.1 Sean v, § e N" y f,g € K[[X]]. Existe e € N" tal que

Sml'n(X’yf; Xég) = Xesmin(f7g)'
ademds, si ht(XVf + X5g) =< lp(XVf + X‘Sg), entonces XV f +X%q es un maltiplo escalar del
S-proceso minimo del par X7 f, X9g.

Prueba. Sean a,b € K tales que lt(f) = alp(f) y lt(g) = blp(g). Tenemos que

, ~omem(X7Ip(f), X Ip(g)) mem (X7 Ip(f), X Ip(g))
Suin(X7f,X%g) = b X7 1p(f) X X7 Ip(g)
mem (X7 Ip(f), X* Ip(g)) (b mem(Ip(f),p(9))

mem(lp(f),1p(g)) Ip(f)

= XESmin(fv g)

La segunda parte del lema es evidente.

X5g

mem(Ip(f),Ip(g))
Ip(g) g)

Proposicién 4.2 Sea B = {fi,..., fs} un subconjunto finito de K[[X]]. Si cada S-proceso
minimo del par f;, f; tiene una reduccion final que converge a cero mddulo B, entonces B es
una base estandar para el ideal (B) .

Prueba. Considere S un S-proceso arbitrario del par f;, f;, dado por S = pf; 4+ qfj, con p,q €
K[[X]]. Podemos reescribir S de la siguiente manera:

S =1t(p)fi + 1t(q) f; + (p— 1t(p)) fi + (¢ — Ut(q)) J; (3)

Dado que ht(lt(p)fi +lt(q)fj) =< lp(lt(P)fi-i-lt(q)fj), tenemos del Lemaque lt(p) fi+1t(q) f;
es un multiplo escalar del S-proceso minimo del par t(p)f;, It(q)f;. Ademds, existen d € K y

e € N” tales que
It(p) fi + 1t(p) fj = d X Swuin(fi, f5) (4)

B
De la hipétesis que tenemos que Spi (fi, f5) —* 5 0 y usando la argumentacién que hicimos en

la demostracién del Teorema [4.1] se tiene que

Swmin(fir £) = b fi, (5)
B

donde hy € K[[X]], fi, € By ht(zk hifi,) = ht(Sml’n(fi, fi).

Ahora, sustituyendo en , y la expresién resultante en , tenemos S = dX) ", hyfi, +
(p—Ut(p)) fi + (¢ — lt(q)) fj, donde la suma anterior tiene una altura mayor que ht(pfi + qf;),
asi del Teorema se concluye la afirmacion.

Ejemplo 4.1 Sea B cualquier conjunto finito de monomios en K[[X]]. Es inmediato verificar
que Smin(f, 9) = 0 para todo f,g € B. Por lo tanto, de la Proposz'cz'o’nB es una base estdndar
de (B), ademds del Teorema[{.1|(b) dado f € (B), tenemos que T(f) C (B).

Aunque los objetos con los que estamos tratando (series de potencias) no son finitos, tedricamente
podemos formular un algoritmo que permita encontrar una base estdndar de un ideal I C KJ[[X]],
comenzando con un conjunto finito de generadores A de 1.

Teorema 4.2 (Algoritmo de Buchberger) . Supongamos que es posible determinar una re-
duccion final de cualquier serie de potencias dada mddulo de cualquier subconjunto finito orde-
nado de K[[X]]. Entonces existe un algoritmo para determinar una base estindar para cualquier
ideal I en K|[[X]], a partir de cualquier conjunto finito de generadores de I.
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Prueba. Sea A un conjunto finito de generadores de I, ordenado de alguna manera. Definamos
la sucesién creciente {B;}icny de subconjuntos finitos ordenados de I de la siguiente manera:
1. Bp=A

2. Supongamos que las B;’s estan definidas para i < m, de la siguiente forma:

Si para algin par f,g € By, la reduccién final r de Sy (f, g) médulo By, no es cero, defina

B41 = By U{r}; de lo contrario poner B,,11 = By,.

La sucesion {B;};cn es estacionaria. Pues, de lo contrario tendriamos una sucesién (r;);cn, tal
que para todoi € N, r; € B;y1\B; y Ip(h) no divide a Ip(r;) para todo h € B;. Lo cual contradice
el Teorema de Dickson yva que el conjunto ;e {lp(r;)} € T™ no admitirfa un subconjunto
finito de divisores.

Sea B = By, donde B,, = By para todo m > N. Dado que B es cerrado bajo la formacién de
S-procesos minimos, se sigue de la Proposicién que B es una base estandar de 1.

A continuacién el algoritmo contenido en la demostracién del Teorema
Algoritmo de Buchberger en K[[X]]

Entrada : A;
Defina :B_1:=0;By:=Ayi:=0;
MIENTRAS B; # B;—1 , HACER
SI existen f, g € B; tal que una reduccién final R
médulo B; de Spin(f,g) es diferente de cero
ENTONCES
Bit1:=B; U {R};
DE LO CONTRARIO
Bit1 = By;
1:=14 1;
Salida Bz
Durante la aplicacién del algoritmo de Buchberger tenemos en cada etapa para decidir si algunos

elementos (los S-procesos minimos) de un ideal I de K[[X]], tienen o no una reduccion final cero
médulo un conjunto finito (B;).

Una forma sistemadtica de hacerlo es utilizar el algoritmo de la divisién en KJ[[X]], que en la
mayoria de los casos no termina después de un nimero finito de pasos. Sin embargo, en varias
situaciones, después de un nimero finito de pasos en el algoritmo de division, es posible decidir
si una reduccién final de un elemento dado mdédulo algiin conjunto finito es cero o no, haciendo
efectivo el algoritmo de Buchberger.

El algoritmo de Burchberger puede producir varias bases estandar diferentes para un ideal I de
K][[X]]. Esta diversidad de bases estdandar depende esencialmente del proceso de reduccién. Sin
embargo, existe una forma de eliminar las redundancias, obteniendo una base reducida tnica.

Proposicién 4.3 Sea B = {f1,---, fs} una base estindar para un ideal. Si existen i y j con
i # 7, tal que lp(f;) | Ip(fi), entonces B' = B\ {fi} es una base estindar para un ideal y
(B') = (B).

Prueba. Esté claro que (B') C (B) y que (-Ip(B’)-) = (-Ip(B)-) = Ip({B)). Por lo tanto se sigue
que: (Ip(B')-) C ip((B")) C Ip((B)) = (-Ip(B')-). Asi, Ip((B')) = (-lp(B’)-); es decir, B es una
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base estandar.

Ahora, sea f € (B) y sea r la reduccién final de f médulo B’. Si r # 0, entonces r € (B)\(B’),
pero de esta manera Ip(r) € (:Ip(B)-) = (-Ip(B’)-), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
r =0, luego f € (B’). Esto muestra que (B) = (B’). o

Definicion 4.6 Sea B una base estdndar para un ideal. Si no hay elementos en B cuyas poten-
cias lideres se dividen entre si, entonces decimos que B es una base estdndar minima.

Observe que la Proposicién [£.3] proporciona un método para determinar una base esténdar
minima, comenzando con cualquier base estandar de B.

Ejemplo 4.2 Sea I un ideal de K[[X]]. El conjunto Ip(I) es un monoideal en T™. Sea A el
conjunto minimo de divisores del monoideal Ip(I) y sea B C I tal que Ip(B) = A, entonces B
es una base estandar para el ideal I. Si A es el conjunto minimo de generadores del monoideal
Ip(I), y #A = #B, entonces B es una base estandar minima para el ideal I.

Definicion 4.7 Una base estdindar minima B para un ideal se llamard reducida st todos los
elementos de B son mdnicos y Vf,g€ B,f # g:1lp(g)1p, Vp € T(f).

Proposicién 4.4 Si I C K[[X]] es un ideal, entonces I tiene una inica base estandar reducida.

Prueba.

Existencia: Dada una base estandar para un ideal, siempre es posible obtener una base estandar
minima, usando el método descrito en la Proposicién [4.3] Por otro lado, si B es una base estdndar
minima de I, podemos suponer sin pérdida de generalidad que todos los elementos de B son
monicos.

Para todo f € B, sea ry la reduccién completa de f — lt(f) médulo B. Entonces By =
{it(f)+rs; f € B} es una base estdandar reducida de I.

Unicidad: Sean B y B’ dos bases estdndar reducidas de I. Para cada f € B’ existen g,h € B
tal que Ip(g) |Iip(f) v Ip(f)|lp(h). Dado que Ip(g) t Ip(h) si g # h, se deduce que g = h 'y
Ip(f) = Ip(g). Lo cual establece una biyeccién entre B y B’. En particular, toda base estdndar
minima de [ tiene el mismo nimero de elementos.

Tome f € B’y g € B de tal manera que Ip(f) = Ip(g). Si f # g, entonces f — g € I\ {0}, por
lo tanto p = Ip(f — g) = Ip(f) = Ip(g), donde p € Tf) UT(g). Dado que f —g€ I\ {0}y By
B’ son bases estdndar para I; por la definicién de base estdndar, existe un elemento en B y un
elemento en B’ con la misma potencia lider que divide a p, pero esto no es posible ya que B y
B’ son bases estandar reducidas. Por lo tanto B = B’.

La Proposicién [I.4 muestra que la base estdndar reducida depende sélo del orden monomial
fijo y del ideal I, pero no del conjunto particular de generadores con el que comenzamos.
Durante la prueba de unicidad de una base estdndar reducida en la Proposicién [£.4] mostramos
que si By B’ son dos bases estdndar minimas (no necesariamente reducidas) para un ideal I,
entonces tenemos que Ip(B) = Ip(B’). Aunque posiblemente B # B’, ambas tienen la misma
cantidad de elementos.

Ejemplo 4.3 FEste ejemplo que muestra que las bases estdndar minima no son unicas. Sea

B = {fl?f%f37f4}’
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donde fi =Y —2X°Y2 - X9, fo=X10 fa =YXV - X"y fu=Y"-XYV2-X"Y4+ X0,
Como eziste [ € Q[[X,Y]] con diferentes reducciones completas mddulo B (ver ejemplo ),
se sigue de la observacion[{.1] que B no es una base estandar de ideales.

Ahora aplicaremos el algoritmo de Buchberger para obtener una base estandar para el ideal (B).
Fijemos en T? el orden lexicogrifico graduado. Para obtener la reduccion final de un elemento
en Q[[X, Y]], usaremos el algoritmo de division, fijando el siguiente orden (f1, f2, f3, fa) para los
elementos de B.

Pasol : Calculamos los S-procesos minimos y sus reducciones finales, obteniendo que los S-

procesos minimos con reduccion final cero son: Smin(f1, f2), Smim(f2, f3), Smin(f2, f4), Smin(f3, f4);
pero Smin(f3, f1) = X°Y2=XY+X% = f5 y Smin(f1, 1) = —X°V?+ XY - X9 X10 = f;.

En el siguiente paso podemos continuar de dos formas diferentes, es decir, con

B, = {f17f23f3af47f5} o con By = {flaf27f3’f4vf6}

Paso2 : Si elegimos B, todos los S-procesos minimos tienen reduccion final cero. Por lo tanto,
dado que By = {f1, f2, f3, fa, [5} es cerrado bajo la formacion de S-procesos minimos, de la
Proposicién se deduce que es una base estindar para el ideal (B).

Paso2’ : Si elegimos By, nuevamente, en este caso, obtenemos que Ba = {f1, fo, f3, fa, [5, f6}
es una base estandar para (B).

Por la Proposicion [4.3, tenemos que B' = {fa, fs, fs} C B1 y B" = {fa, f3, fo} C B2 son bases
estandar minimas para (B). Luego, por la Proposicion B’ es la inica base estdndar reducida
de este tipo del ideal (B).

4.2. Aplicacion

En esta seccién mostraremos como podemos usar una base estandar de un ideal para calcular
su codimensién, la cual es una informacion relevante sobre el ideal.

4.2.1. La escalera asociada a un ideal
Sea I C K[[X]] un ideal. La codimensién del ideal I es la dimensién del K-espacio vectorial

K[IX]]

Q==

Si B es una base estandar para I, entonces los elementos de ) pueden representarse de modo
unico en la forma r + I, donde r coincide con su reduccién completa médulo B. Por lo tanto,
los elementos de la forma p + I, donde p es un monomio en T™ \ Ip(I) es una base de @) como
un K- espacio vectorial. Se deduce entonces que

dimg Q = #(T” \ lp(I)).

Daremos una interpretacion de la ecuacién anterior en términos de diagramas de Newton en el
caso n = 2. Sea I un ideal de K[[X,Y]] y B ={/fo,-.., fs} una base estandar minima para I.
Por el ejemplo tenemos que Ip(B) es el conjunto minimo de generadores del monoideal Ip([]).
Sea Ip(f;) = X%Yb, i=0,...,s.

Ya que para ¢ # j, Ip(fi) 1 Ip(f;), podemos suponer, después de posiblemente reordenar los
elementos de B, que 0 < ag < a1 <...<as y by >by >...>bs > 0. La escalera asociada al
monoideal (-Ip(B)-) es el conjunto

s

Er =log ((Ip(B)-)) = | Jl(ai,b;) + N*] ¢ N?,
=0
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que es independiente de la base estandar minima B, ya que lp((B)) = Ip(I). Ahora, considerando
A = N2\ EJ, tenemos que dimg Q = #A.

Asi, obtenemos inmediatamente el siguiente resultado:

Lema 4.2 Sea I C K[[X,Y]] un ideal y E; = J;_ {(as,b;) + N*} su escalera. La codimension
de I es finita si y solo si ag = bs = 0. En este caso,

. KXY ° -
dimg HIH = Zai(bi—l —b) = Z bi—1(a; — a;—1).
=1 =1

Ejemplo 4.4 En el ejemplo vimos que {X'0,Y® — XY — X7, X°Y2 — XY + X} es la
base estindar reducida para el ideal generado por B = {Y7 —2X5Y? — X% X110 y6 _ x5y —
X7 YT - X5Y? - XTY + X0}, Por lo tanto, la escalera de (B) es

Figura 1:

En consecuencia del Lema la codimension de I = (B) es 40.
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