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Clasificacién de Algebras de Divisién Reales

Wilber Carrillo Flores EI y Alberto Mariano Rivero Zapattﬂ

Resumen: Este articulo pretende ofrecer un enfoque unificador para la teoria basi-
ca de las algebras de divisiéon presentando la investigacién del matemadtico aleman-
estadounidense Max August Zorn, quien clasific las dlgebras de divisién alternativas.
En la seccién 1 se desarrolla la teoria béasica de las algebras de divisién reales. En
la seccion 2 se presenta el Proceso de Cayley-Dickson, que consiste en construir una
algebra extension a partir de una algebra provista de una conjugacién, similar a la
construccion de los nimeros complejos a partir de los niimeros reales. En la seccién
3 se presentan las algebras de divisién clsicas R (reales), C (complejos), H (cuater-
niones) y O (octoniones) y se mencionan algunas de sus aplicaciones. En la seccién
4 se presenta el teorema principal, que establece que las tnicas (salvo isomorfismo )
algebras de divisién alternativas son: R, C, H y O (teorema de Zorn). Los teoremas
de clasificacién de las algebras de divisién asociativas (Frobenius) y de las dlgebras
de divisién normadas (Hurwitz) se obtienen como corolarios del teorema de Zorn.
Finalmente en la seccién 5 se mencionan aplicaciones de las dlgebras de division a la
Geometria, Teoria de Numeros, Fisica Clésica, Fisica Moderna, Mecdnica Cuantica
y Criptografia.
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Classification of Real Division Algebras

Abstract: This article aims to offer a unifying approach to the basic theory of di-
vision algebras by presenting the research of the German-American mathematician
Max August Zorn, who classified alternative division algebras. In section 1 the basic
theory of real division algebras is developed. Section 2 presents the Cayley-Dickson
Process, which consists of constructing an extension algebra from an algebra provi-
ded with a conjugation, similar to the construction of complex numbers from real
numbers. In Section 3 presents the classical division algebras R (real), C (complex), H
(quaternions) and O (octonions) and mentions some of their applications. In section 4
the main theorem is presented, which establishes that the only (except isomorphism)
alternative division algebras are: R, C, H and O (Zorn’s theorem). The classification
theorems of associative division algebras (Frobenius) and normed division algebras
(Hurwitz) are obtained as corollaries of Zorn’s theorem. Finally in section 5 applica-
tions of division algebras to Geometry, Number Theory, Classical Physics, Modern
Physics, Quantum Mechanics and Cryptography are mentioned.
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Introduccion

En este articulo estudiaremos las dlgebras de divisiéon sobre los ntimeros reales. El objetivo es
establecer los teoremas de Frobenius, Hurwitz y Zorn, que clasifican: los R-dlgebras de divisiéon
asociativas, normadas y alternativas respectivamente.

La clasificacion de las algebras de division reales comenz6 en 1878, cuando Georg Frobenius
demostro que existen exactamente tres de tales algebras que son asociativas: los nimeros reales
R, los ntimeros complejos C y los cuaterniones H.

En 1898, 20 anos después Adolph Hurwitz demostré que los octoniones O es la Uinica algebra de
divisién real normada no asociativa.

En 1930, Max Zorn generalizé los resultados de Frobenius y Hurwitz, probando que R, C, H y
O son los unicas R-algebras de division alternativas.

En 1940 el topdlogo Heinz Hopf demostré que ( como espacios vectoriales ) las R-algebras de
divisién tienen necesariamente dimensién 2" para algin entero n > 0. Por supuesto, los cuatro
ejemplos clasicos muestran la existencia de R-algebras de divisién en dimensiones 1, 2, 4 y 8.
En 1958, Raoul Bott y John Milnor, e independientemente Michel Kervaire , probaron un re-
sultado profundo que se conoce como el ( 1, 2, 4, 8 ) Teorema : si A es una R-algebra de
division , entonces dim A = 1, 2, 4, 8.
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Clasificacién de Algebras de Divisién Reales

1. Algebras Reales o R-Algebras

Esta seccién estd basada en la seccién 1 de [1].

Definicién 1.1 Una dlgebra real o una R-dlgebra es una 4-upla ordenada (A,+, u,m) que sa-
tisface las siguientes condiciones :

(i) (A, +, 1) es un espacio vectorial real , y

(ii) m: Ax A — A es un mapeo bilineal , llamado multiplicacion.

(Se denota por m(z,y) = xy para cualesquiera x , y en A).
Usualmente, por abuso de notacion, se escribe: sea A una R-dlgebra, sobreentendiendo que es
una 4-upla.

1.1. R-Algebras de Divisién Normadas

Es importante resaltar que existen tres niveles de asociatividad. Una algebra es fuertemente
asociativa si la subdlgebra generada por cualquier elemento es asociativa. Es alternativa si la
subalgebra generada por cualesquiera dos elementos es asociativa. Finalmente, es asociativa si
la subalgebra generada por cualesquiera tres elementos es asociativa.

Definicién 1.2 Una R-dlgebra (A, +, u,m) es :

(a) alternativa , siV(z,y) € Ax A:z(xy) = (zx)y.

(b) asociativa , si la multiplicacion m es asociativa.

(c) de division , si A#0 yV(z,y) € Ax A: (xy =0 implica (x=00y=0)).
(d) conmutativa , si la multiplicacion m es conmutativa.

(e) unitaria , si existe un elemento neutro multliplicativo.

Definicion 1.3 Sea A una R-dlgebra unitaria. Se dice que A es una dlgebra de division
normada si A es de division y existe un producto interno (,) sobre A tal que

V(z,y) € Ax A: (xy,ay) = (,2) (y,y) (1)
Observacién: El producto interno (,) induce una norma ||| definida por
2]l = v/ {z, z)
(1) es equivalente a la siguiente condicién :
V(z,y) € Ax A lzyll = =] |yl
En este caso se dice que la norma permite composicion.

Lema 1.1 Toda dlgebra real alternativa tiene las siguientes propiedades :

(i) la ley “flexible” : x(yx) = (zy)x , para cualesquiera x,y € A.

(ii) la identidad de Moufang : (zx)(yz) = z(xy)z , para cualesquiera x,y,z € A.
Si definimos x™ para n € ZT recursivamente por x' = x,... 2"t = "z , entonces
(i1i) z™2" = 2™ para cualesquiera m,n € ZT

Proposicién 1.1 Las siguientes afirmaciones sobre una dlgebra real A , son equivalentes:

(i) A es de division.

(ii) A # 0 y para cualesquiera a,b € A , con b # 0 , las ecuaciones bxr = a e yb = a tienen
soluciones unicas x,y € A.

Corolario 1.1 Sea A una R-dlgebra de division. Si A es alternativa, entonces A es unitaria.
Proposicion 1.2 Si A es una R-dlgebra de division normada, entonces A es alternativa.

La demostracién de la proposicién 1.2 la podemos ver en la pagina 17 de [1].
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1.2. Conjugacién sobre una R-algebra

Definiciéon 1.4 Sea A una R-dlgebra. Una conjugacion sobre A es un mapeo x — z* de A
en st misma que satisface las siguientes condiciones:

() Ve e A: (z¥)" =x;

(ii) V(z,y) € Ax A: (zy)" = y*z*

El par ordenado (A, *) es llamado una *- dlgebra.

Se dice que una *-algebra A es

(i) real si Vo € A: z* = x;

(ii) es adecuadamente normadasiVer € A:zx+a2* € Ry zz* =a2*z > 0siz #0
(x4 x*) (x —x*) v

e Im(z) = 5

Si A es adecuadamente normada, se definen Re(x) =

se define la norma sobre A como ||z|| = Vzz*, ademas

*

. . A . _ x

A tiene inversos multiplicativos dados por 2! = W
x

2. El Proceso de Cayley-Dickson

En esta seccién la referencia es la seccién 3 de [1] y 2.4 de [4].

2.1. Extensiones de Cayley-Dickson

Definicién 2.1 Sea A una x-dlgebra. La extensién de Cayley-Dickson, denotada A’, es la
x-dlgebra A x A con las siguientes operaciones:

(1) Conjugacion: (a,b)* = (a*,b)

(2) Adicion: (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

(3) Multiplicacion por escalares: \(a,b) = (Aa, Ab)

(4) Multiplicacion: (a,b)(c,d) = (ac—db*,a*d + cb)

para cualesquiera a,b,c,d € A, A € R.

Denotando A’ = A® A, se tiene las dlgebras de divisién cldsicas: C = RGR (ntimeros complejos),
H = C & C (cuaterniones) y O = H & H (octoniones) salvo isomorfismo.

2.2. Propiedades de las extensions de Cayley-Dickson

Teorema 2.1 Para toda *-dlgebra A se tiene:

(i) A’ es real solo si A =0.

(ii) A es real (y por lo tanto conmutativa) <= A’ es conmutativa.

(iit) A es conmutativa y asociativa <= A’ es asociativa.

(iv) A es asociativa y bien-normada <= A’ es alternativa y bien-normada.
(v) A es bien-normada <= A’ es bien-normada.

Corolario 2.1 (a) R es una x-dlgebra adecuadamente normada conmutativa y asociativa.
(b) C es una *-dlgebra adecuadamente normada conmutativa y asociativa.

(c) H es una x-dlgebra adecuadamente normada asociativa.

(d) O es una *-dlgebra adecuadamente normada alternativa.

Por lo tanto R,C,H y O son R-dlgebras de division.

3. Las R-Algebras de Divisién Cldsicas

Las algebras de divisién reales clasicas son R (los ntimeros reales), C (los nimeros complejos),
H (los cuaterniones) y @ (los octoniones o nimeros de Cayley).

4 PESQUIMAT 26(2): [1H10]
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Lema 3.1 En las R-dlgebras R,C,H y O existen conjugaciones que preservan la adicion, es
decir, en A=R,C,H y O:
V(z,y) EAxA:z+y=2+79

Ademds el mapeo
x — ||z|| = Vaz

define una norma en A.
Proposicion 3.1 EFn A=R,C,H y O , el mapeo
r

De A x A en R define un producto interno.
Ademds (A, (,)) es una R-dlgebra de division normada.

Demostracién. Sea (,y) € A x A arbitrario. Como ||z + y||* = ||z||*+ ||y||*+2 (z,y) , entonces

1 2 2 2
(@,9) =5 (Il +yl> = 21> = lyI)

=2 (@)@ g) - oz - yp)

2
1 o _ _
=5 (@+y)(@+7) - 22 - yy)
1
=3 (vy + yx)
Ahora veamos que {z,y) (&) = (&,2) (1,9)
En efecto:
1
(x,z) = B (zZ + z)
fry :L'_

Como z,y, T e § son elementos de la dlgebra asociativa generada por Im(z) e Im(y), entonces

(z,y) (z,y) = (zy)(zy)
= (zy)(y7)
= z(yy)7
=z (y,y) 7

T (Y, y)

(z,2) (Y, y)

3.1. Los Cuaterniones

En 1835, el matematico William Rowan Hamilton descubrié cémo tratar a los nimeros complejos
como parejas de numeros reales, hecho que relacioné a C con el plano y por ello, durante
muchos anos buscé inventar una algebra mas grande que pudiera relacionarse con la geometria
tridimensional. Asi, en 1843 descubrié la regla principal de los cuaterniones: i2 = j? = k? =
17k = —1; y el resto de su vida lo dedicé a estudiarlos junto con sus aplicaciones a la geometria.
Dada una base 1, g2, q3,q4 de H en la que, para 7,5,k =1,2,3

1g; = ¢;1 = q;,
¢ =4q; =g =1,
945 = —q54,

(295)ar = 4i(qjqx),
qiqi+1 = qi+2-
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Para visualizar el comportamiento de estos elementos se presenta el siguiente cuadro en el que
el elemento de la interseccién de la m-ésima fila con la n-ésima columna es el resultado de
multiplicar el elemento de la m-ésima fila con la n-ésima columna, para m,n =1, ..., 4.

S S O I
11| ¢ | @ | g3
ala| —1] g | —¢
©|le|—a| -1 ¢
Bl | | —a| -1

Cuadro 1: Tabla de multiplicacién en H. El elemento ubicado en la interseccion de la fila m-
ésima y la columna n-ésima con m,n = 1,...,4 es el resultado de multiplicar el elemento de la
fila m-ésima y la columna n-ésima.

Los cuaterniones se pueden expresar como pares de nimeros complejos. Los cuaterniones a +
bi 4+ ¢j + dk se pueden escribir de la siguiente forma

a+bit+cj+dk=a+bi+cj+dij=(a+bi)+ (c+di)j =21+ 227

con 21 y z numeros complejos.
Para demostrar que el producto de cuaterniones es asociativo se utilizara la notaciéon compleja
y las propiedades de la operacién conjugacién de numeros complejos (conjugado de la suma
es suma de conjugados y conjugado del producto es producto de conjugados) y la siguiente
identidad:

z17 = (a+bi)j =aj + bk = ja — jib=j(a — bi) = jz
El producto de cuaternios en forma compleja serd, por consiguiente:

(21 + 2z27) (w1 + waj) = (z1w1 — z0Wa)(z1W2 + 22W1)7J

y a partir de aqui, facilmente se prueban las propiedades asociativa del producto y la distributiva
del producto respecto a la suma.

3.2. Los Octoniones

Hamilton compartié su descubrimiento con John T. Graves por medio de una carta de 8 pagi-
nas, en la que describia todo lo relativo a los cuaterniones. En diciembre del mismo ano, Graves
respondié a la carta con una en la que mostraba el comportamiento de la dlgebra 8-dimensional,
a la cual llamaba “octaves”. Alli demostré que esta era una &dlgebra de divisién normada y la
usé para expresar el producto de dos sumas de ocho cuadrados perfectos como otra suma de
ocho cuadrados perfectos (lo que se conoce como el teorema de los 8 cuadrados, que previamente
habia sido descubierto por el matematico danés Carl Ferdinand Degen).

Por otro lado, Arthur Cayley venia trabajando en los cuaterniones desde que Hamilton anuncié
su existencia y empezd a profundizar en la relacion con las funciones hiperelipticas y es en mar-
zo de 1845 cuando publica un articulo en el Philosophical Magazine con sus resultados y como
soporte de ellos, da una breve descripciéon de los octoniones y a partir de esto, los octoniones se
conocen como los nimeros de Cayley.

Los octoniones (Q) se obtienen al duplicar los cuaterniones (H), es decir, O = H& H y a su vez
los cuaterniones al duplicar los complejos H = C@C. Luego pueden considerarse como 8-uplas de
numeros reales, donde cada octonion es una combinacién lineal sobre R de las llamadas unidades
del octonion eg; e1; e9; e3; e4; e5; eg; e7; donde e es la unidad escalar y puede identificarse con el
1, y las reglas de suma y multiplicacién pueden derivarse de las mismas operaciones para cuater-
niones. De esta forma se obtienen 480 posibles definiciones para la multiplicaciéon de octoniones,
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aunque las algebras resultantes son isomorfas entre si y realmente no es importante mirar qué
regla de multiplicacién se utiliza. Asi definidos, los octoniones resultan ser una algebra de divi-
sion no conmutativa ni asociativa, de hecho, junto con R, C y H resultan ser las tinicas algebras
de divisién de dimensién finita (teorema de Hurwitz) y cuentan con propiedades interesantes de
analizar y estudiar.

Aunque los octoniones pasaron desapercibidos durante muchos afios por su aparente falta de
aplicacién y relacion con la fisica y la geometria, tltimamente se han encontrado relaciones con
los grupos de Lie, la teoria de cuerdas, la relatividad especial, la l6gica cuantica e incluso con el
procesamiento de senales (relacionado con series de Fourier), lo que los ha vuelto més populares
en las areas de estudio de la matematica.

3.2.1. Algebra de Octoniones
Los elementos de O son expresiones de la forma
T = Too + T1€1 + T2€2 + T3€3 + T4€4 + Ts€5 + Teee + T7€7

con zy € Rpara 0 <t <1y zsx = Re(x), el cual constituye el dlgebra sobre los reales generados
por unidades eq, ..., e7 que satisfacen

2

ei == —1
eiej = —6]'61'
(€i€j)€k = —€i(€j€k)

para 1 <+¢ < 7y todos los indices en moédulo 7.
Por otro lado, el conjugado de un octonién x esta dado por

T = Too — L1€1 — T2€2 — XL3€3 — T4€4 — T5€5 — LgCe — L7ET

y dados dos octoniones = y y es sencillo comprobar que Ty = yz. También es posible definir su
modulo

2

|z|* = 27 = 22 + 2% + 23 + 23 + 25 + 22 + 2§ + 2

4. Clasificacion de las Algebras de Division Reales Alternativas

En esta seccién consideramos el teorema principal. Este teorema de Max August Zorn , publicado
en 1930 , generaliz6 los resultados de Frobenius (clasificaciéon de R-algebras de divisién asocia-
tivas) y de Hurwitz (clasificacién de R-édlgebras de divisién normadas), probando que R, C,H y
O son las tnicas (salvo isomorfismo) R-dlgebras de divisién alternativas; y esto implica como
consecuencias inmediatas los teoremas de Frobenius y de Hurwitz. Max August Zorn fue un
matematico aleman nacionalizado estadounidense. Trabajo en las areas del dlgebra abstracta,
teoria de grupos y analisis numérico. Es famoso por el lema de Zorn, una herramienta poderosa
de teoria de conjuntos, que se puede aplicar a un amplio abanico de artefactos matematicos como
espacios vectoriales, conjuntos ordenados, etc. El lema de Zorn fue descubierto por primera vez
por Kazimierz Kuratowski en 1922, y después de forma independiente, por Zorn en 1935.

En lo que sigue, D denotara una R-algebra de division alternativa fija.

Lema 4.1 Six € D, entonces x*> € Rx + R (aqui R es naturalmente isomorfa a la imagen del
mapeo A — A1, de R en D)

Lema 4.2 Si D # R, entonces existe i € D tal que i? = —1 y C := R + Ri es una R-
dalgebra isomorfa a C , la R-dlgebra de los nimeros complejos. Se tiene C = {x € D : xi = ix},
y denotando C~ :={x € D : xi = —izx}, resulta D = C & C~
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Lema 4.3 Si xz,y € D anticonmutan, entonces x> ey conmutan.

Lema 4.4 Si z,y € D anticonmutan, entonces x(yz) = —y(xz) y (zx)y = —(zy)z para todo
zeD.

Lema 4.5 Si D € C, entonces existe j € C~ tal que j> = —1, y H := C + Cj es iso-

morfo a H. Ademds, escribiendo k = ij, H = {x € D :zk = (xi)j}, y haciendo H- :=
{r € D:xk=—(xi)j} tenemos D=H ® H".

Lema 4.6 Six € H™, entonces x anticonmuta con i, j y k.
Lema 4.7 Si D ¢ H, entonces existe h € H™ tal que h?> = —1.

Teorema 4.1 (Zorn) Si A es una dlgebra de division real alternativa , entonces A es isomorfa
a una de las siguientes dlgebras : R,C, H y O

Bosquejo de la demostraciéon: Apliquemos el marco estructural anterior con D = A.

Si D = R, no hay nada que probar, por el lema 4.1. En caso contrario , D contiene una R-algebra
isomorfa a C, por el lema 4.2.

Si D = C, no hay nada que probar. En caso contrario, por el lema 4.5, D contiene una R-algebra
isomorfa a H.

Si D = H, entonces no hay nada que probar. Ahora supongamos que D no estd contenida en
H. En este caso, por los lemas 4.5 y 4.7, D = H @ H™ y existe h € H~ tal que h? = —1.
El mapeo T : D — D definido por T(z) = xh define un automorfismo lineal. Como D es
alternativa , entonces T tiene un inverso 7!, definido por T~!(z) = —zh . Se observa que T
intercambia H y H ™. Por lo tanto dim(H ~) = dim(H) = 4 y en consecuencia dim(D) =8 H~ =
Hh,{h,ih, jh,kh} es una base de H~ y {1,4, 7, k, h,ih, jh,kh} es una base de D. Calculando la

tabla de multiplicacion para esta base, se comprueba que D es isomorfa a Q.

Corolario 4.1 (Frobenius) Si A es una R-dlgebra de division asociativa, entonces A es iso-
morfa a una de las siguientes dlgebras: R, C, H.

Demostraciéon. Como A es asociativa, entonces es alternativa. Por el teorema de Zorn, A es
isomorfa a una de las siguientes algebras: R, C, H, pues O (octoniones) no es asociativa.

Corolario 4.2 (Hurwitz) Si A es una R-dlgebra de division normada, entonces A es isomorfa
a una de las siguientes dlgebras: R,C, H y Q.

Demostracién. Por la proposicion 1.2, A es alternativa; luego por el teorema de Zorn, A es
isomorfa a una de las siguientes algebras: R,C,H y O.

5. Aplicaciones

Algunas aplicaciones de las dlgebras de divisién normadas: R, C,H y O son las siguientes:

(1) Describir unificadamente estructuras geométricas sobre variedades Riemannianas. Ver Geo-
metric Structures on Riemannian Manifolds , Naichung Conan Leung , Survey in Differential
Geometry XVI.

(2) Probar en teoria de niimeros, por ejemplo, el teorema de Lagrange que establece que todo
nimero natural puede expresarse como suma de cuatro cuadrados perfectos. Ver Cuaternio-
nes un tema de Teoria de Ntumeros Revista N 21 Octubre 2010 seccion temas de Matematica,
www.mendomatica.mendoza.edu.ar

(3) Representar rotaciones en el espacio tridimensional , con representaciones no singulares mas
compactas y mas rapidas , comparadas con las representaciones matriciales.

(4) Representar, en gréficos por computadora, la orientacién de un objeto en un espacio tridi-
mensional.
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5.1. Algebras en la Fisica Clasica

En 1679, después de conocer la geometria analitica creada por Descartes y Fermat , Leibnitz le
manifiesta a Huygens lo siguiente: “la Fisica no podra avanzar mds , a no ser que se encuentre
un nuevo método de analisis mas geométrico , que permita expresar y operar con direcciones tan
directamente como el dlgebra ( de los niimeros reales ) representa y opera con las magnitudes (el
concepto de longitud en la geometria analitica ) “ Leibnitz, en la bisqueda de un modelo ma-
tematico apropiado para el desarrollo de la Fisica, entreveia el Algebra Geométrica creada por
Clifford entre los anos 1873 y 1879 conjugando las dlgebras de Hamilton (1843) y de Grassmann
(1844). El Algebra Geométrica unifica y simplifica el estudio y aplicacién de los Complejos y
Cuaterniones.

En el siglo XX, en 1920, Heisenberg manifiesta que la Fisica requiere una matematica completa-
mente nueva que incluya algebras no conmutativas. En respuesta a esto Pauli y Dirac recrean el
Algebra Geométrica recurriendo a Algebras de Matrices. En 1966 aparece el aporte de Hestenes
( D. Hestenes Space-Time Algebra , Gordon and Breach 1966 y D. Hestenes New Foundations
for Classical Mechanics , Kluwer Academic Publishers 1993 ) ( una “ dlgebra de matrices sin
matrices “ ).

5.2. Modelos para la Formulacion de la Mecanica Cuantica

Diversas clases de objetos algebraicos nos ayudan a formular modelos que nos permiten enten-
der mejor fenémenos fisicos, como las algebras de Clifford para describir el espin, y los niimeros
complejos en la formulacién de la Mecanica Cudntica. Intentos de hacer una cuantizacién de la
gravedad se han llevado a cabo con una Relatividad General compleja. Al construir modelos que
describen tales fenémenos fisicos, el introducir un sistema de numeros diferente a los niimeros
reales tales como los cuaterniones y los octoniones, por ejemplo, producen diversas soluciones a
estos modelos. Las algebras de Jordan se introdujeron en un intento por encontrar una formu-
lacion de la Mecanica Cudantica que aliviara lo siguiente:

1. Producto de matrices Hermiticas no es Hermitica, a menos que conmuten.

2. Producto por un escalar no es Hermitico, a menos que el escalar sea real.

5.3. Los Cuaterniones y los Octoniones en la Criptografia

La criptografia se refiere a la ciencia o arte de disenar criptosistemas. Su principal propdsito es la
proteccién de los intereses de las partes de una comunicacion. Un criptosistema es un dispositivo
disenado para brindar tal proteccién. Se encripta la informacion de manera que solo pueda ser
utilizada por quien esté autorizado.

La criptografia puede dividirse, en dos ramas: simétrica, que encripta y desencripta los mensajes
con una unica clave compartida,y asimétrica, que por un lado logra el intercambio seguro
de claves y por el otro elcifrado de mensajes usando una clave publica y otra privada, hoy
dia con herramientas de la teoria de nimeros. El uso de nimeros hipercomplejos que forman
algebras no conmutativas, para su uso en PQC (Criptografia Post Cuantica) se limita entonces,
a cuaterniones y octoniones (ver[2]).

6. Conclusion

Se logré el objetivo de unificar la teoria bésica de las R-algebras de division centrando el desa-
rrollo en la teoria basica de las R-algebras de divisién alternativas y se ha motivado su estudio
mencionando aplicaciones a la Geometria, Teoria de ntmeros, Fisica Clasica , Fisica Tedrica
Moderna, Computacién y Criptografia.

En conclusion, el Teorema de Zorn resume todos los resultados tedricos alcanzados.
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