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Construccion de Sumas Notables

Jorge Quispe Pucuhuayla, Edinson Rail Montoro Alegre EI

Resumen: En este articulo se presenta, una estrategia para poder calcular la suma-
toria de los niimeros naturales cada uno elevados a la cuarta, a la quinta, a la sexta,
etc. Es mas, se demuestra que la estrategia planteada puede ser utilizada para cal-
cular la sumatoria de los niimeros naturales elevados cada uno a cualquier potencia
natural n.
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Construction of Notable Sums

Abstract: This article presents a strategy to calculate the sum of numbers natural
ones each raised to the fourth, the fifth, the sixth, etc. Furthermore, it is shown that
The proposed strategy can be used to calculate the sum of natural numbers each
raised to any natural power n.
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1. Introduccion

La construccién de férmulas para sumas notables, constituyen un buen material de consulta
para estudiantes del ultimo ano de educacién secundaria y para estudiantes de ciencias e inge-
nierfas de los primeros ciclos. En este articulo encontraremos como construir algunas férmulas
de algunas sumas notables, simplemente sabiendo factorizar, calcular raices de ecuaciones, el
buen uso de las series telescépicas y el tridngulo de pascal. Muchas veces nos encontramos con
el dilema de saber si existe o no una férmula para calcular la sumatoria de una serie especifica,
como, por ejemplo, la sumatoria de los nimeros naturales cada una al cuadrado, al cubo, a la
cuarta, a la quinta, a la sexta, a la séptima, a la octava, etc, etc. Indudablemente, este dilema
ha hecho que se desarrolle este trabajo que tuvo sus inicios hace varios anos atras.

En este articulo se presenta, la estrategia utilizada, para poder arribar a las formulas que
nos brindan la sumatoria de los niimeros naturales elevados cada uno a la cuarta, a la quinta, a
la sexta, etc. Es mas se demuestra que se puede calcular la sumatoria de los niimeros naturales
elevados a cualquier potencia n natural.

2. Nociones Basicas
2.1. Divisiones Binomios -Ruffini
P(z) =623 +92% + 2 — 1

_ 4 [ Divisores de {1}) _ 1
PO -+ (Bt} -+ [ ]

POR =+ {1444} () 0

IND| —f

P(z) = (z + 3) (62% + 62 — 2)

2.2. Factorizacion-Método Factor Comun
P(z;y) = 2%y* + 8xy® + b5x’y + Txy
P(z;y) = zy(zy + 8y + bz + 7)

2.3. Sumatoria

Si n es un entero positivo y a1, as, as, ..., a, son nimeros naturales entonces:
n
Zai =aj +as+as+ ... + an.
=1

Se lee la suma de a; desde i = 1 hasta i = n

Ejemplos

1) 14+2+34+...+n=>",1
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2) 12+22+32+ .. +n2=3" 42
3) B+23+33+ . +nd=30" 43
4) 142043+ Lt =30
5) 1°+2°+3% + .. +n® =370
6) 1+i+i+i++2=3" 1

Nltaet+a®+ad+at+ . 4o =3" 2t =2l yreR— {1}

Sumas Notables

n . nn+1)
LY i=—
Zz:lz 2
, 1)(2n + 1)
o N 2 _ n(n +
21:11 6
. +1)]?
S U]
Zzzlz |: 2
S nn+1)2n + 1)(3n? + 3n — 1)
L=t 30

2.4. Propiedades de las Sumatorias
LYy ai = 200 an—ita
2. )0 cai=cy g a

3. D i(ag + b)) = D0 ai + D0 by

2.5. Tridngulo de Pascal y su Relacion con sus Coeficientes Binomios

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 o6 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

(a+0)
( V=a+b

( )2 = 1.a?0° + 2ab + 1.a"b?

(a+b)% = 1.a3° + 3a%b' + 3a't? + 1.a"3

(a+b)* = 1.a*" + 4a3b' + 6a%0? + 4a'b> + 1.a%b*

(a+b)% = 1.a°° + 5a*b! + 10a3b? + 10a26? + 5a'b* + 1.a°0°

(a+b)% = 1.a5° + 6a°b' + 15a*b? + 20a3b® + 15a%b* + 6a'b® + 1.a°65
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2.6. Serie Telescépica

n
2 azl_an_ao

Demostracion. Por definicion de sumatorias, tenemos que
n
Z —a;—1) = (a1 —ag) + (a2 —a1) + (a3 — a2) + -+ + (an—1 — an—2) + (ap, — ap—1)

Los parénteisis se han puesto para hace notar como aparecen cada sumando. Notamos que el
primer y el segundo grupo se anulan a; y a1, del tercer y cuarto grupo se anulan ag y as. Y
si continuamos evaluando notaremos que del peniltimo y el dltimo término se eliminan a,_1 y
an—1. También se eliminan a,_o y a,—o, finalmente nos quedaremos con los términos a, y ag
que no tienen con quien eliminarse. Finalmente, nos queda

n
Z _azl = an — aop

Ejemplo 2.1.
D+ 1) =) = (n+1)*—1
En efecto:

i((i+1)3—z’3):23—13+33—23+---+(n3—(n—1)3)+((n+1)3—n3)=(n—|—1)3—1
i=1

Ejemplo 2.2.

En efecto:

2 3 2 n n—1 n+l1l n

Ejemplo 2.3.
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En efecto:

" 1

41
m(”-)
1

(In(i + 1) — Zn:lnz—i-l In(4))

1 =1
(2)—In(1)+In(3) —In(2) +---+In(n) —In(n—1) +In(n+ 1) —In (1)
(n+1)

D= D

)
=In
=lIn

3. Demostraciones

nn+1)

3.1 Demostrar que >,;" ;i = 5

Demostracion. Lo realizamos por el principio de induccién matematica sea P el conjuto de todos
los enteros positivos n para los que la férmula es valida.

1x2
1) 1€ P, entonces <1
. m x (m+1)
2)s1meP,entonces1+2+3+-~-+(m—1)+m=f~‘(H.I)
por demostrar que (m + 1) € P.
En efecto.
+1 +1
1+2+3+...+m+(m+1)—mx(;n)+(m+1)—mx(72n )+2X(";+1)
H.I
mx(m+1) 2x(m+1) (m+1)x(m+2)
_|_ =
2 2 2
facto;;zando

También

1)(2 1
i2=12+22—|—32+...+n2:n(n+ )6(n+ )’

1 2
P13 4224384+ 40 = [n(nﬂ}

-

@
Il
—_

Dﬁ:

4 2

<.
Il

Se demuestra por el principio de induccién lo dejamos como ejercicio para el lector.

4. Construcciones

Vamos a construir la suma de los n primeros nimeros naturales elevados a la cuarta potencia.
Usaremos la serie telescopica, el binomio de newtén o el tridngulo de pascal. Esta suma es igual
al producto de n, por n+1, por 2n+1 y por 3n?+3n—1 todo dividido entre 30, matematicamente
lo representamos como

$ 1)(2n+1)(3n%* +3n—1
Zi4=14+24+34+'--+n4=n(n+ )(”“‘3())(”“‘ n—1)
=1
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CONSTRUCCION. I

Uso: SERIE TELESCOPICA.

Sea F(i) = (i+1)> > F(i—1) =
En ().

2%4—1 2

desarrollando (i + 1)° en la sumatoria y (n + 1)® en lado derecho

n
Z ((1 4+ 1)° =(n+1)P°-1

n
D8+ 5t + 10% 4 10i% + 50 + 1) — =n° 4+ 5n* +10n® + 1002 +5n +1 -1
=1

G
-

por propiedades de la sumatoria tenemos

n n

5zn] +10213+10222+5ZZ+21—’Q +5n* + 10n% + 1012 + 5n
=1 =1 =1 =1 =1

desarrollando las sumatorias para i3, % y 4

1 1)(2n + 1 1
52@4—1—10( n{n + )) )+10 <"(”+2 )><(3n+ ))+5 (n(n2+)>+n=n5+5n4+10n3+10n2+5n

restando n ambos lados y factorizando

52?_1z'4+n("2+1) 10 <”("2+1)) <2”;1> } n(nt + 503 + 10n2 + 10n + 4)
52?_1z'4+n(n;1)_5(n(n+1))+ (2n+1) + } (n3 +4n? + 6n + 4)
52?_1i4+n(n;—1)_57ﬂ+5 +20Tn+g+ ] n(n + 1)(n3 + 4n% + 6n + 4)
52;;1@'4+n(”;1)=5n +5n +2”+235] n(n +1)(n + 4n% + 6n + 4)

5 ) 20 25
530 it +n(n+1)[g +2n+6n+6]=n(n+1)(n3+4n2+6n+4)
despejando Y it

5n?2  5n 20m 25
4 3 2

E = 1 4 4 1

54 1 n(n+1)(n° + 4n° + 6n + 4) n(n+){2+2+6+6}

5n2  5n  20n 25
5Zi4=n(n+1)[n3+4n2+6n+4—Z—;—671—6]
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Factorizando % y dividiendo ambos lados entre 5

an n+1)[6n3+9n2+n—1]:(nSO—i_l)(n+;)(6nQ+6n—2)
Factorizando_Q
i n+1)(n+;)(2)(3n2+3n—1):71(7;3_1)(2714—1)(37124-371—1)
ﬁnalmente: tenemos la igualdad
i nn+1)2n + 1)(3n? +3n — 1)
— 30

Vamos a construir la suma de los n primeros niimeros naturales elevados a la quinta potencia.
Usaremos la serie telescopica, el binomio de newtoén o el tridangulo de pascal, también usaremos
dentro de la operaciones la suma de los n primeros niimeros naturales elvado a la cuarta; es
decir, la formula anterior.

La suma de los n primeros nuimeros naturales elevados a la quinta potencia es igual al pro-
ducto de n?, por (n + 1)? y por 2n? + 2n — 1. Todo el producto de estos tres factores dividido
entre doce, matematicamente lo representamos como:

i n%(n + 1) (?2124—271—1) _ <n(n2—i— 1))2 y <2n2 +32n—1>

CONSTRUCCION. II

Por la Serie Telescopica.

Sea F(i) = (i +1)% — F(i — 1) = 46

En .

n n n
DG+ =10 = (i +1)° =(n+1)°%-1
=1 =1 i=1

desarrollando (i + 1)% y (n + 1)°

n n
Z ie‘+6i5+15i4+20i3+15i2+6i+1—2 5 = n% +6n° + 15n* +20n% + 1502 + 6n+1—1
i=1 =1

primero distribuimos la sumatoria y luego reemplazamos las sumas de los conscutivos 1 a n
elevado al cuadrado, al cubo y a la cuarta.

65 4 15n(n +1)(2n +3;)(37~L2 +3n—1) o0 (n(n2+ 1))2 L Lon(n+ f(l;)(Qn +1)

6n(n + 1
L, Gn(n+1)

5 +mn =nb+6n° + 15n* + 20n3 + 1502 + 6n.

Operando

65T+ n(n+1)(2n + 12)(3712 +3n—1) L9 (n(n; 1))2 N 5n(n + 12)(2n +1)
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6n(n + 1
L Gn(n+1)

5 =n% 4+ 6n° + 15n* + 20n3 + 15n2 + 5n.

Factorizando
637 i+ (’“”*”) [(2n + 1)(3n + 3n — 1) + 10(n(n + 1)) + 5(2n + 1) + 6] = n(n® + 6n

+ 1513 + 20n? + 15n + 5)

637, + (“5) [6n° + 1902 + 210 + 10] = n(n® + 60 + 15n% + 200% + 157 + 5).
Factorizamos el segundo miembro

637, i + (”(”“)) [6n3 + 192 + 21n + 10] = n(n + 1)(n* + 5n® + 10n? + 10n + 5)

2n(n + 1
2n(n+ 1) 44 503 4 1002 + 100 4+ 5)

637 i° + (252 [6n® + 1902 + 210 + 10] =
despejando la sumatoria

637, = (25H) (0 + 50® + 1002 + 100 + 5) — (25 ) [6n® + 192 + 210 + 10]

(2n" +10n° + 20n? + 200 + 10 — 6n° — 190 — 21n — 10)

(2n +4n3 4+ n? — n)

M) (2n3 +4n® + n —1)

factorizando el polinomio ciibico

61 = (UG) (n-+1) (22 + 202 — 1) = () (2n? 4 2n? 1)

dividiendo entre 6 ambos lados, tenemos el resultado.

i n?(n +1)%(2n% + 2n? — 1)
= 12

Ejemplo 4.1. Calculamos
1°+2° =33 —n=2

P+2°+3=276—n=23
1°+25+35+45=1300 —n =4
En la formula:

2244+1)2(2x42+2x42—1) 16 x 25 x 39
12 B 12

para n =4 — = 1300

Vamos a construir la suma de los n primeros ntimeros naturales elevados a la sexta potencia.
Usaremos la serie telescopica, el binomio de newtoén o el tridangulo de pascal, también usaremos
dentro de la operaciones la suma de los n primeros niimeros naturales elvado a la quinta; es
decir, la férmula anterior.

La suma de los n primeros nimeros naturales elevados a la sexta potencia es igual al pro-
ducto de n, por (n + 1), por 2n + 1 y por 3n* + 6n3 — 3n + 1. Todo el producto de estos cuatro
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factores dividido entre cuarenta y dos, matematicamente lo representamos como:

i n(n+1)(2n + 1)(3n* + 6n® — 3n + 1)
- 42

CONSTRUCCION. III
Z F(i—1))=F(n) — F(0) (3)

Definamos: F(i) = (i + 1)7 — F(i — 1) = 4"
Reemplazando en (3.

n

Z(z’+1)7—§1 i i+1)7 —(n+1)7 -1

Resolvemos en los dos miembros los binomios a la séptima.
S HT 4 7% + 214° 4 35¢% + 3533 + 2182 + Ti + 1— 7 =n" + T’ + 21n® + 35n* + 35n3
+21n? +Tn+1—1.

Distribuimos la sumatoria y reemplazamos su respectivos valores de las potencias cuadradas,
cubicas, cuartas y quintas.

7S 210 (n +1)*(20% + 20— 1) | 35n(n+ )20+ 1)3n” +3n—1) (0 +1) 2
‘ 12 30 5
21 1)(2n + 1 1

nn+1) [2In(n+1)2n2 +2n—1) 352n+1)(3n®>+3n—1) 35n(n+1) 21(2n+1)
2 6 " 15 S R S

+ 730 3% = nnb + ™® + 210t + 351 + 3502 + 21n + 6).

Factorizando

(YIS

n(n +1) { 91n 35
3 3

nt + 28n3 + 42n2 + —— + ] = n(n+1)(n°+6n*+15n3+20n?+15n+6)

1 1
Ty i+ "(";) [7n4 T o8n® 4 d2n? 4 A0 35] = ) 905 4 120 + 3003 + 4002 +

3 3
30n + 12).
Despejamos la sumatoria

T i = "(”2“)(2n5+12n4+30n3+40n2+30n+12)—”(”;1) [7n4 + 2803 + 42n2 + 91?” + 335]
TR i = ”(”;1) [2n5 + 12n* + 3013 + 40n2 + 30n + 12 — Tn* — — 4202 — 91?” _ ?;)5]
TIN5 = n(n;l) [2115 +5n% +2n3 —2n2 + % + ;]

7S i = "(”6“) [6n° + 15n* + 6n% — 6n% + n + 1]

TR i = M(zn +1)(3n* + 6n3 — 3n + 1).

6
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Dividiendo entre 7 ambos lados, obtenemos el resultado.

i +1)(2n + 1)(3n* + 603 — 3n + 1)
42

Ejemplo 4.2. Calculamos
19420 =65 —n=2

16426430 =794—n=3
En la formula:

3x(3+1)(2x3+1)(3x3"+6x3>—3x3+1) 12 x7x 397
42 B 42

para n =3 — =794

Vamos a construir la suma de los n primeros nimeros naturales elevados a la séptima po-
tencia. Usaremos la serie telescopica, el binomio de newtén o el tridngulo de pascal, también
usaremos dentro de la operaciones la suma de los n primeros niimeros naturales elvado a la
sexta; es decir, la formula anterior.

La suma de los n primeros nimeros naturales elevados a la séptima potencia es igual al producto
de n?, por (n+1)% y por (3n* +6n> —n? —4n + 2). Todo el producto de estos factores dividido
entre 24, matematicamente lo representamos como:

Zn]i7=17+27+37+---+n7= nQ(n+1)2(3n4+264n3—n2—4n+2)
i=1

CONSTRUCCION. IV

Defina:
F(i)=(i+1%—>F@i—1)=4 (4)

por la serie telescopica
Z F(i—1)) = F(n) — F(0) (5)
Reemplazando en tenemos

i (i+1)% — iig
] i=1

n
2 ((i+1)® = (n+1)8%-1

Resolvemos el binomio elevado a la octava.
Sy (8 + 80T + 285 + 56¢° + 70i* + 563 + 28i + 8i + 1— §8) = n®+8n" +28n8 +56n° +70n?
+56n3 + 28n%2 +8n + 1 — 1.

Resolvemos

28 x n(n + 1)(2n 4+ 1)(3n* + 6n3 — 3n + 1) N 56 x n?(n + 1)2(2n% + 2n% — 1)

n o .7

B it 2 x 21 2% 6

+70 x n(n+1)(2n + 1)(3n% + 3n — 1)+56>< n(n+1) 2+28 xn(n+1)2n + 1)+8 xn(n+1)
2x 15 2 2x3 2
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+n =n8+8n" + 2815 + 56n° + 70n* + 56n° + 28n2 + 8n

Factorizando

837 T+ n(n2+1) [294 Y 14n 4 4 i 2y 220n I 21§n4 i 567n5] — 18 1 817 + 2815 1 5615 + TOnt +

56n3 + 28n% + Tn

8y i+ n(nH) [22914 + 1dn + 42 S 220” + 212"4 + 567”5] = n(n" +8n%+28n° +56n* + 7003 +

56n2 + 28n +7) 8, 7 + n(n2+1) [294 + 14n + 422 2, 220n i 21?)77,4 i 567715] _

n(n +1)(n% + 7n® + 21nt + 3503 + 3502 + 21n + 7)

gy |7 4 nlntd) [294 +14n + 40° 4 22007 4 21607 56;15] =
D) (205 4 1405 + 420 + 7003 + 7002 + 42n + 14).
Despejamos la sumatoria

gy 7 = netl) [2n +6n5 + 1000 1007 _ dn® %”]
42;;1@'7:%[n6+3n5+%—¥—%+%]

Ay 7 = 2D 1306 4 9n5 4 150 — 1503 — 602 + 6n]

4y i = "0 (305 1 9t 4 1503 — 1502 — 6n + 6]
Factorizando.
430 il = M[Sn + 6n® — n? —4n + 2]

Dividiendo entre 4, tenemos el resultado

i n?(n +1)2(3n* + 603 —n? — 4n + 2)
24

Ejemplo 4.3. Calculamos
17+2"=129 —n=2
En la férmula:
222+ 1)2(3x274+6x23-22-4x2+2) 36x86
24 24

Vamos a construir la suma de los n primeros ntimeros naturales elevados a la octava potencia.
Usaremos la serie telescopica, el binomio de newtén o el tridngulo de pascal, también usaremos
dentro de la operaciones la suma de los n primeros nimeros naturales elvado a la séptima; es
decir, la formula anterior.
La suma de los n primeros niimeros naturales elevados a la octava potencia es igual al producto
de n, por (n + 1) y por (5n° + 15n° + 5n* — 15n3 — n? — 9n — 3). Todo el producto de estos
factores dividido entre 24, matemaéticamente lo representamos como:

g n(n+1)(5n° 4 15n° + 5n* — 1503 — n? — 9n — 3)
B 90

para n =2 — =129

n
Dl =18 428438 4. i
=1
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CONSTRUCCION. V

Sea:
F@i)y=(i+1)° > F@i—1)=4 (6)
por la serie telescopica
2, (F(i) = F(i = 1)) = F(n) = F(0) (7)
=1

Reemplazando @ en tenemos

i (i+1)? =) =(n+1)7-1

=1

Resolviendo el binomio.
S (7 + 9i® + 3607 + 8445 + 12635 + 126i% + 844 + 36i% + 9i + 1— ) = n® + 9n® + 3607 +
84nS + 126n° + 126n* + 84n% +36n° +9In+1—1

operando

9 2?21 Z.8+36><n2(n+1)2(3n;:',-6n3—n2—4n+2) +84><n(n+1)(2n+22(3n4+6n3—3n+1) 4 126xn2(n+1)122(2n2+2n2—1) T

126Xn(n+1)(27§31)(3n2+3n—1) 484 x [n(n2+1)]2 n 36><n(n+61)(2n+1) + 9><n(n+1) tn=nd+ond

36n7 + 84n° + 126n° + 126n* + 84n3 + 36n2 + In.

n -8, 36xn2(n+1)2(3n*+6n3—n?—4n42) | 84xn(n+1)(2n+1)(3n*4+6n3—3n4+1) | 126xn2(n+1)2(2n%+2n%-1)
92 i+ %12 + Ix21 + 2%6 +

2, o 2
126Xn(n+1)(§7>1<-&1-;)(3n +3n—1) 184 % [n(n2+1)] n 36Xn(n;—X1?3(2n+1) n 9><n(n+1) — 094 9nd 4

36n7 4+ 84n5 + 126n° + 126n* + 84n3 + 36n2 + 8n.
Factorizando:

92?:1 81 n(n2+1) [36><n(n+1)(3n41+26n37n274n+2) n 84x(2n+1)(3g‘i+6n3—3n+1) n 126><n(n+1)((32n2+2n271) I

126x (2n+1)(3n2+3n—1) | 84xn(n+1) +36><(2n+1)+9] n(

I + =5 n® +9n7 + 36n° + 84n° + 126n* + 12603 +

84n? + 36n + 8).

operando y factorizando el polinomio a la octava.

93 1 i® + MU 4 2dn 4 12 + 4202 + 42n + D200 4 3T A2 42 4 yopd 4 gypd 4

21n? — 21n + 24n° + 60n* + 24n3 — 24n% — 4n + 4 + 9n® + 27n° + 15n* — 1513 — 602 + 6n] =

n(n +1)(n” + 8n® + 28n° + 56n* + 7013 + 5612 + 28n + 8).

oy | i8 4 nrtD) [9n6 + 5105 + 117 + LI 4 5430° 4 997y, %] = ) (907 4 1606 +
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56n5 + 112n* + 14003 + 112n2 + 56n + 16).

Despejando la sumatoria

9>, i8 = n(nH) <2n +7nb + 5n® — 5nt — % + 17;2 + %” _ %)
98 = "D (1087 4 3508 + 25n° — 250" — 1703 + 17n% + 3n — 3)
9y |8 = nlnd Ot (5,6 4 1505 4 50t — 1503 — n2 + 9n — 3)

De ahi el resultado:

i n(n +1)(2n + 1)(5n° + 1505 + 5nt — 1513 — n? + 9n — 3)
90

5. Conclusion

Hemos deducido las formulas para la sumatoria de n ntimero naturales. Vemos la forma de
la sumatoria depende del exponente ya sea par o impar, como se observa a continuacién.

. nn+1)
sy yi= 20D

1)(2 1 1 2 1
par22?:1i2=n(n+ )6(n—|— ):n(n2+ )X(n;— )

. . nin+1 2 nin+1 nin+1
1mpar:2?_123=[(2 )} = (2 )x (2 )

n(n+1)2n+1)(3n* +3n—1) _|n(n+1)(2n+1) 3% +3n—1
30 8 < 15 )

par:y it =

2
2 2 2 2 2 2 2
1)%(2 2n? —1 1) 2 2n? —1
ip{cmz?:”ﬁ:?m(n+)(n+n ):[ n(n + } X<n+3n >

12
wn 6 nn+1)2n+1)Bnt+6n° —3n+1) |n(n+1)(2n+1) 3nt +6n% —3n+1
pari2 iy 7 = 12 - 2 8 21
_ n o nA(n+1)2(3n* +6n® —n? —4n + 2) n(n+1)]? 3nt +6n —n? —4n +2
impar:) " | i" = 51 = 5 X G

par:>7 S = n(n+1)2n+1)(5n8+ 15054504~ 1503 —n249n-3) _ | n(n +1)(2n + 1) y <5n6+15n5+5n4715n37n2+9n73)
S8 =

90 - ) 45

Y en cada caso, podemos calcular cualquier suma notable, de cualquier exponente ya sea par o
impar.

2
ST 108 = {”(”2“)] X (oo )
SO ECEaTCTEs) S )
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