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Numero seccional de un homomorfismo de grafos
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Resumen: En este trabajo presentaremos la nocién de nimero seccional de un
homomorfismo de grafos junto con resultados béasicos sobre este invariante numérico.
Usaremos este niimero para estudiar el nimero cromético de grafos.
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Abstract: In this work we will present the notion of sectional number of a graph
homomorphism together with basic results about this numerical invariant. We will
use this number to study the chromatic number of graphs.
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1. Introduccion

Desde el punto de vista de la Teoria de Categoria Seccional [5], la cual es propia de la
Topologia Algebraica, las aplicaciones més simples son las aplicaciones que tienen secciones
transversales. Una forma de medir el niimero minimo de secciones transversales de una aplicacion
f: X — Y es mediante la menor cardinalidad de las cubiertas abiertas finitas de Y tal que cada
miembro de la cubierta admite una seccién transversal local de f. Este invariante numérico se
conoce como el nimero seccional de f, véase [4],[7].

Definimos la nocién de nimero seccional de un homomorfismo de grafos. Ver Definicién
a continuacion para una descripcion precisa utilizando cubiertas por subgrafos. Ademads, presen-
tamos los resultados bésicos acerca de este nuevo invariante numérico (Teorema [3.5)) y usaremos
este nimero para estudiar el nimero cromético de grafos (Teorema [3.10).

2. Preliminares sobre grafos

En este articulo, un grafo es un par (V, E), donde V es un conjunto y E C (g), donde (g)
denota el conjunto de todos los subconjuntos de dos elementos de V' [Il Pg. 4]. Si G = (V, E)
es un grafo, denotamos por V(G) = V su conjunto de vértices y por E(G) = E su conjunto de
aristas o ejes. Dos vértices vi,ve € V son adyacentes si vivy = {v1,v2} € E. Un subgrafo de
G = (V,E) es un grafo H con V(H) C V y E(H) C E [1, Pg. 40]. Dado un vértice v € V(G),
el indice de v estd dado por ind(v) = |[{e € E(G): v € e}|, donde |X| denota el nimero de
elementos del conjunto X.

Dado un grafo G, para cada S C V(G), el subgrafo inducido G[S] es el grafo con conjunto
de vértices S y vértices adyacentes si son adyacentes en G [I, Pdg. 49].

Definicién 2.1. [, Pdg. 390] Dadas los grafos G y H, un homomorfismo de grafos ¢: G — H
se define como una aplicacién ¢: V(G) — V(H) tal que para todos los pares de vértices vy, ve €
V(G) con v1ve € E(G) tenemos ¢(v1)p(ve) € E(H).

Ejemplo 2.2.

1) Dado un grafo G, el homomorfismo identidad 1¢ : G — G estd definido por 1g(v) = v
para cualquier v € V(G).

2) Dado K subgrafo de G, el homomorfismo inclusion incly : K — G estd definido por
inclg (v) = v para cualquier v € V(K).

Nota 2.3. Dado un homomorfismo de grafos ¢ : G — K, el grafo imagen ¢(G) es el grafo
con el conjunto de vértices V = ¢ (V(G)) y dos vértices vi,v2 € V son adyacentes si existen
ui,uz € V(G) que son adyacentes y v1 = ¢(u1),v2 = ¢(u2). Tenga en cuenta que ¢(G) es un
subgrafo de K[¢p (V(G))] y ¢(G) es un subgrafo de K.

Si existe algiin homomorfismo de grafos de G a H, entonces se dice que G es H-coloreable.
Un homomorfismo ¢: G — H es inyectivo si la aplicacién ¢: V(G) — V(H) es inyectiva. Hay un
homomorfismo inyectivo de G a H si y solo si H admite una copia de G como un subgrafo. Un
homomorfismo ¢: G — H es sobreyectivo si la aplicacién ¢: V(G) — V(H) es sobreyectiva. Un
homomorfismo ¢: G — H es una biyeccion si la aplicacién ¢: V(G) — V(H) es una biyeccién. Si
un homomorfismo ¢: G — H es una biyeccién cuya funcién inversa también es un homomorfismo
de grafos, entonces ¢ es un isomorfismo de grafos y decimos que G 'y H son isomorfos.

Ejemplo 2.4. Considere los grafos G y H donde V(G) = {u1,u2,us}, E(G) = {uiug, ugus}
y V(H) = {v1,v2,v3}, E(H) = {viv2,v2u3,v3v1 }. La aplicacién ¢ : V(G) — V(H) dado por
o(u;) = v; para i = 1,2,3 es un homomorfismo de grafos. Ademds, ¢ : V(G) — V(H) es una
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biyeccién cuya aplicacion inversa ¢ : V(H) — V(G) esta dada por ¢(v;) = u; para i = 1,2, 3.
Tenga en cuenta que 1 no es un homomorfismo de grafos porque vsv; € E(H) sin embargo
ug = 1(v3),u; = ¥ (v1) no son adyacentes en G.

ul U1

u2 v2

U3

Definicién 2.5. Dada una aplicacién ¢: V(G) — V(H) y un subgrafo K de H:

i) Denotamos por ¢! (K) el grafo imagen inverso de K a través de ¢, el cual es el grafo con
el conjunto de vértices ¢! (V(K)) y vértices adyacentes si son adyacentes en G, es decir,

¢~ (K) = Glo~! (V(K))].

ii) Denotamos por <Z>(*1)(K) el grafo imagen inverso débil de K a través de ¢, que es el grafo
con conjunto de vértices V = ¢~ (V(K)) y dos vértices v1,ve € V son adyacentes si los
vértices ¢(v1), p(v2) € V(K) son adyacentes en K.

Nota 2.6. Dado un mapeo ¢: V(G) — V(H).

i) Es facil comprobar que ¢ es un homomorfismo de grafos de G a H si y solo si el mapeo de
restriccion ¢ : ¢! (V(K)) — V(K) es un homomorfismo de grafos de ¢~!(K) a K para
cualquier subgrafo K de H.

ii) Si ¢ es un homomorfismo de grafos, entonces ¢~'(K) es un subgrafo de ¢(~1)(K) para
cualquier subgrafo K de H.

iii) Supongamos que ¢: G — H es un homomorfismo de grafos biyectivo. Tenemos que G es
un subgrafo propio de ¢~V (H) si y solo si f(G) es un subgrafo propio de H.

Ejemplo 2.7. Considere los grafos G y K donde V(G) = {u1,u2,us}, E(G) = {uiug, ugus}
y V(K) = {v1,va,v3}, E(K) = {viva,vov3,v3v1}. El mapeo ¢ : V(G) — V(K) dado por
o(u;) = v; para i = 1,2,3 es un homomorfismo de grafos. Sea H un subgrafo de K dado por
V(H) = {v1,v3} y E(H) = {viv3}. Tenemos que V' (gb_l(H)) = {ui,us}, £ (gZ)_l(H)) =gy
V (¢UV(H)) = {ur,uz}, E (60V(H)) = {wrus}.

ul v1

u , v2

U3

Definicién 2.8. [1, Pdg. 29/ Dado un grafo G y una familia {G)} cp de subgrafos de G,
denotamos por (Jycp G la union de {Gx}rea, que es el grafo con el conjunto de vértices

V (Uxea Gr) = Uyea V(Gy) y conjunto de aristas E (Uyep Ga) = Uren E(GA).
Note que [Jycp G es un subgrafo de G [Uycp V(GA)].

Definicién 2.9. Dados los homomorfismos de grafos ¢: G — H y v»: H — K. La composicion
1 o¢: G — K viene dada por (¢ o ¢)(v) = ¥(¢(v)) para cualquier v € V(G).
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3. Numero seccional de un homomorfismo de grafos

En esta seccién presentamos la nociéon de nimero seccional de un homomorfismo de grafos
junto con resultados bésicos sobre este nuevo invariante numeérico.

Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grafos. Una seccion transversal o seccion de ¢ es un
homomorfismo de grafos s : H — G, tal que ¢pos = 1. Ademads, dado un subgrafo K C H, una
seccion local de ¢ sobre K es una seccién del homomorfismo de grafos restriccion ¢ : ¢ HK) —
K, es decir, un homomorfismo de grafos s : K — G, tal que ¢ o s es el homomorfismo de grafos
inclusion K — H.

Introducimos la siguiente definicién.

Definiciéon 3.1. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grafos. El ndmero seccional de ¢,
denotado por sec(¢), es el menor entero m tal que existen m subgrafos Hy, Ho, ..., H,, de H
que cumplan las siguientes condiciones:

a) H=HUHyU---UH,,.
b) Cada H; admite una seccién local a ¢.
Establecemos sec(¢) = oo si no existen tales H;’s.

Ejemplo 3.2. Dados los grafos de la siguiente figura:

ul U1
_¢>
u2 us3 v2
©
—
U4 U3
G H

Considere los homomorfismos de grafos ¢ y ¢ dados por ¢(u;) = vi = ¢(uq), d(u2) = va,
d(uz) =v3y p(u1) = p(ug) = p(ug) = v1, p(uz) = ve, respectivamente. La aplicacién s definida
por s(vj) = u; para j = 1,2,3 es una seccién transversal de ¢ y por lo tanto sec(¢) = 1. Sin
embargo, note que sec(¢) = oo porque no hay un subgrafo K of H que admita una seccién
transversal local a ¢ con vz € V(K).

Ejemplo 3.3. Dados los grafos de la siguiente figura:

U1
@ V2
V — ‘

Considere el homomorfismo de grafos ¢ dado por ¢(u1) = v1 = ¢(us), ¢(uz) = ve y d(us) = vs.
La aplicacién s definida por s(v;) = u; para j = 1,2,3 es una seccién transversal de ¢ y por lo
tanto sec(¢) = 1.

v1

v3

Decimos que un homomorfismo de grafos ¢ : G — H es localmente seccionable si E(H) = &
o para cada arista uwv € E(H) existe un subgrafo K de H con wv € E(K) y K admite una
seccién local de ¢. Tenga en cuenta que, por definicidn, si sec(¢) < oo entonces ¢ es localmente
seccionable.

Usaremos el simbolo K, para denotar el n-grafo completo, en otras palabras, V(K,) =

{vi,...,vn} (aqui v; # v; para cualquier i # j) y E(K,,) = (V(g(”)).
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Nota 3.4. Sea ¢ : G — K5 un homomorfismo de grafos. Note que, se cumplen los siguientes
enunciados:

a)
b)

E(G) = @ si y solo si sec(¢) = oo.

E(G) # @ si y solo si sec(¢) = 1.

Tenemos la siguiente apfirmacion.

Teorema 3.5. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grafos.

i

i)

Tenemos que sec(¢) = 1 si y solo si existe un subgrafo H' de G tal que la restricciéon
¢ H " — H es un isomorfismo de grafos.

Si sec(¢) < oo, entonces ¢(G) = H. En particular, ¢ es sobreyectiva, es decir, la funcién
¢: V(G) — V(H) es sobreyectiva.

Demostracion.

i)

ii)

Supongamos que sec(¢) = 1 entonces existe un homomorfismo de grafos s: H — G con
¢os = lg. En particular, s es inyectivo y s(H ) es un subgrafo de G. Ademés, s: H — S(H)
es un isomorfismo de grafos cuya inversa es la restriccién ¢: S(H) — H. Asi, H' = s(H)
es un subgrafo de G tal que la restriccion ¢: H " — H es un isomorfismo de grafos.

Ahora, supongamos que existe un subgrafo H' de G tal que la restriccién ¢ H "+ H es
un isomorfismo de grafos. Sea o: H — H' el inverso de ¢: H" — H. Entonces s: H — G
dado por s = inclys o o es una secciéon transversal de ¢.

Supongamos que sec(¢) < co. Probaremos por contradiccién. Supongamos que ¢(G) es un
subgrafo propio de H. El caso, ¢ no es sobreyectiva implica facilmente que sec(¢) = oo
que es una contradiccién. Supondremos que ¢ es sobreyectiva. Entonces, hay dos vértices
v,v9 € V(H) = ¢(V(G)) que son adyacentes en H sin embargo no hay vértices uy, ug €
V(G) que son adyacentes en G y ¢(ui) = vi,¢(uz2) = va. Considere el subgrafo K de
H donde V(K) = {v1,v2} y E(K) = {viva} y tenga en cuenta que no hay una seccién
transversal local s : K — G de ¢. Entonces, ¢ no es localmente seccionable y por lo tanto
sec(¢) = oo lo cual es una contradiccion.

O]

Ejemplo 3.6. Considere los grafos de la siguiente figura:

u v2

G K3

Considere el homomorfismo de grafos ¢ dado por ¢(u1) = v1 = P(uyg), P(uz) = va y d(us) = vs.
Note que G no admite una copia de K3, por lo tanto, sec(¢) > 2, ver Teorema item 1).
Sean Hi, Hy subgrafos de K3 dados por V(H;) = {v1,v2,v3}, E(Hy) = {vive,vovs} vy V(Hs) =
{v1,vs3}, E(Hs) = {vivs}. Note que K3 = H; U Hy. Ademéds, las aplicaciones s; : Hy — G,
s1(vj) =wuj con j =1,2,3y sy : Hy = G, s2(v1) = u4, s2(v3) = ug son secciones transversales
locales para ¢. Por lo tanto, sec(¢) = 2.
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Ejemplo 3.7. Considere los grafos de la siguiente figura:

u2 us v2

G K3

Considere el homomorfismo de grafos ¢ dado por ¢(u1) = ¢(ug) = P(uy) = v1, P(uz) = P(us) =
va y ¢(u3) = ¢(ug) = vs. Note que G no admite una copia de K3, por lo tanto, sec(¢) > 2, ver
Teorema [3.5) ftem i). Sean Hi, Hy subgrafos de K3 dados por V(Hy) = {v1,ve,v3}, E(Hy) =
{vivg, vov3} v V(Hy) = {v1,vs}, E(Hz) = {vivsz}. Observe que K3 = Hj U Hs. Ademds, las
aplicaciones s1 : Hy — G, s1(vj) = uj para j = 1,2,3y s2 : Hy = G, s2(v1) = w4, s2(v3) = ug
son secciones transversales locales para ¢. Por lo tanto, sec(¢) = 2.

Ejemplo 3.8. Dados los grafos de la siguiente figura:

u2 v2

Uq
V4

Ky
G

Considere el homomorfismo de grafos ¢ dado por ¢(u1) = ¢(us) = ¢(ug) = v1, P(uz) = P(uy) =
va, ¢(usg) = vs and ¢(ug) = vg4. Supongamos que existen Hi, Hy subgrafos de Ky tales que Ky =
H, U Hs junto con las secciones transversales locales s1 : Hi — G y s2 : Hy — G. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que vqs € Hj. Entonces s1(vq) = ug e ind(vg) = 3 = ind(uy).
Entonces, tenemos un ciclo C' en Hy, donde V(C) = {v1,va,v3} and E(C) = {vva, vavs, v1vs}.
Lo cual es una contradiccién, ya que G no tiene ciclos. Por lo tanto, sec(¢) > 3. Por otro lado,
sean F, Fy, F3 subgrafos de Ky dados por V(F1) = {v1,va,v3,v4}, E(F1) = {v1v4, v2v4, v304 },
V(FQ) = {Ul,vg,vg}, E(FQ) = {1)1112,212’03} and V(Fg) == {1}1,113}, E(Fg) = {1)1113}. Note que
Ky = F1UF,UF3. Ademés, las aplicaciones o1 : F1 — G, 01(v4) = ug, 01(v1) = ug, 01(v3) = ug,
o1(v2) = uy, 02 : Fy = G, 02(vj) = uj para j =1,2,3 y 03 : F3 = G, 03(v1) = us, 03(v3) = u3
son secciones transversales locales para ¢. Por lo tanto, sec(¢) = 3.

Un grafo G es k-coloreable si existe un homomorfismo de grafos ¢: G — K. Si G es k-
coloreable, pero no (k — 1)-coloreable, decimos que G es k-cromdtico, o que el nimero cromdatico
de G es k, y escribiremos x(G) = k [6, Capitulo 6, pdg. 81]. Note que, x(H) < x(G) para
cualquier subgrafo H de G. Generalmente, si hay un homomorfismo de grafos G — H entonces
X(G) < x(H). Por lo tanto, si hay homomorfismos de grafos G — H y H — G, entonces
X(G) = x(H). En particular, el nimero cromatico es un invariante de grafos, es decir, si G y
H son isomorfos entonces x(G) = x(H).

Ejemplo 3.9. Para cualquier n > 1, es facil ver que x(K,) = n.

Teorema 3.10. Sea ¢: G — H un homomorfismo de grafos. Si sec(¢) = 1 entonces x(G) =
X(H). De manera equivalente, si x(G) < x(H) entonces sec(¢) > 2.

Demostracion. Observe que, x(G) < x(H). Ademas, del item i) del Teorema tenemos que
G admite una copia de H, entonces x(G) > x(H) y asi x(G) = x(H). O
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Ejemplo 3.11. Sean G, H grafos. Del Teorema si x(G) < x(H) entonces sec(¢) > 2 para
cualquier homomorfismo de grafos ¢ : G — H.

Nota 3.12. De [2 P4g. 83], tenemos que, cualquier grafo G define un complejo CW 1-dimensional
G, es decir, un espacio topoldgico G obtenido a partir de un conjunto discreto V(G) adjuntando
una coleccién de 1-células e, una 1-célula para cada eje en . Cualquier subgrafo K de G
define un subcomplejo K de G. Ademads, cualquier homomorfismo de grafos ¢: G — H define
una aplicacion celular continua ®: G — H. Queda como trabajo futuro comparar el niimero
seccional de ¢ con el nimero seccional de @, en el sentido de [4],[7].

4. Conclusion

Hemos definido la nocién de niimero seccional de un homomorfismo de grafos. Naturalmente,
los nuevos tipos de invariantes numéricos contienen nuevas preguntas matematicas, como estima-
ciones del nimero seccional. Nuestro trabajo aqui es apenas el comienzo del estudio del niimero
seccional de homomorfismos de grafos. Es interesante investigar en profundidad el nimero seccio-
nal de varios homomorfismos de grafos para aplicaciones concretas. Por ejemplo, en informéatica.
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