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Número seccional de un homomorfismo de grafos
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Resumen: En este trabajo presentaremos la noción de número seccional de un
homomorfismo de grafos junto con resultados básicos sobre este invariante numérico.
Usaremos este número para estudiar el número cromático de grafos.
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Abstract: In this work we will present the notion of sectional number of a graph
homomorphism together with basic results about this numerical invariant. We will
use this number to study the chromatic number of graphs.
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1. Introducción

Desde el punto de vista de la Teoŕıa de Categoŕıa Seccional [5], la cual es propia de la
Topoloǵıa Algebraica, las aplicaciones más simples son las aplicaciones que tienen secciones
transversales. Una forma de medir el número mı́nimo de secciones transversales de una aplicación
f : X → Y es mediante la menor cardinalidad de las cubiertas abiertas finitas de Y tal que cada
miembro de la cubierta admite una sección transversal local de f . Este invariante numérico se
conoce como el número seccional de f , véase [4],[7].

Definimos la noción de número seccional de un homomorfismo de grafos. Ver Definición 3.1
a continuación para una descripción precisa utilizando cubiertas por subgrafos. Además, presen-
tamos los resultados básicos acerca de este nuevo invariante numérico (Teorema 3.5) y usaremos
este número para estudiar el número cromático de grafos (Teorema 3.10).

2. Preliminares sobre grafos

En este art́ıculo, un grafo es un par (V,E), donde V es un conjunto y E ⊂
(
V
2

)
, donde

(
V
2

)
denota el conjunto de todos los subconjuntos de dos elementos de V [1, Pg. 4]. Si G = (V,E)
es un grafo, denotamos por V (G) = V su conjunto de vértices y por E(G) = E su conjunto de
aristas o ejes. Dos vértices v1, v2 ∈ V son adyacentes si v1v2 = {v1, v2} ∈ E. Un subgrafo de
G = (V,E) es un grafo H con V (H) ⊂ V y E(H) ⊂ E [1, Pg. 40]. Dado un vértice v ∈ V (G),
el ı́ndice de v está dado por ind(v) = |{e ∈ E(G) : v ∈ e}|, donde |X| denota el número de
elementos del conjunto X.

Dado un grafo G, para cada S ⊂ V (G), el subgrafo inducido G[S] es el grafo con conjunto
de vértices S y vértices adyacentes si son adyacentes en G [1, Pág. 49].

Definición 2.1. [1, Pág. 390] Dadas los grafos G y H, un homomorfismo de grafos ϕ : G→ H
se define como una aplicación ϕ : V (G) → V (H) tal que para todos los pares de vértices v1, v2 ∈
V (G) con v1v2 ∈ E(G) tenemos ϕ(v1)ϕ(v2) ∈ E(H).

Ejemplo 2.2.

1) Dado un grafo G, el homomorfismo identidad 1G : G → G está definido por 1G(v) = v
para cualquier v ∈ V (G).

2) Dado K subgrafo de G, el homomorfismo inclusión inclK : K ↪→ G está definido por
inclK(v) = v para cualquier v ∈ V (K).

Nota 2.3. Dado un homomorfismo de grafos ϕ : G → K, el grafo imagen ϕ(G) es el grafo
con el conjunto de vértices V = ϕ (V (G)) y dos vértices v1, v2 ∈ V son adyacentes si existen
u1, u2 ∈ V (G) que son adyacentes y v1 = ϕ(u1), v2 = ϕ(u2). Tenga en cuenta que ϕ(G) es un
subgrafo de K[ϕ (V (G))] y ϕ(G) es un subgrafo de K.

Si existe algún homomorfismo de grafos de G a H, entonces se dice que G es H-coloreable.
Un homomorfismo ϕ : G→ H es inyectivo si la aplicación ϕ : V (G) → V (H) es inyectiva. Hay un
homomorfismo inyectivo de G a H si y solo si H admite una copia de G como un subgrafo. Un
homomorfismo ϕ : G→ H es sobreyectivo si la aplicación ϕ : V (G) → V (H) es sobreyectiva. Un
homomorfismo ϕ : G→ H es una biyección si la aplicación ϕ : V (G) → V (H) es una biyección. Si
un homomorfismo ϕ : G→ H es una biyección cuya función inversa también es un homomorfismo
de grafos, entonces ϕ es un isomorfismo de grafos y decimos que G y H son isomorfos.

Ejemplo 2.4. Considere los grafos G y H donde V (G) = {u1, u2, u3}, E(G) = {u1u2, u2u3}
y V (H) = {v1, v2, v3}, E(H) = {v1v2, v2v3, v3v1}. La aplicación ϕ : V (G) → V (H) dado por
ϕ(ui) = vi para i = 1, 2, 3 es un homomorfismo de grafos. Además, ϕ : V (G) → V (H) es una
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biyección cuya aplicación inversa ψ : V (H) → V (G) está dada por ψ(vi) = ui para i = 1, 2, 3.
Tenga en cuenta que ψ no es un homomorfismo de grafos porque v3v1 ∈ E(H) sin embargo
u3 = ψ(v3), u1 = ψ(v1) no son adyacentes en G.

ϕ

ψ

u2 v2

u1

u3

v1

v3

Definición 2.5. Dada una aplicación ϕ : V (G) → V (H) y un subgrafo K de H:

i) Denotamos por ϕ−1(K) el grafo imagen inverso de K a través de ϕ, el cual es el grafo con
el conjunto de vértices ϕ−1 (V (K)) y vértices adyacentes si son adyacentes en G, es decir,
ϕ−1(K) = G[ϕ−1 (V (K))].

ii) Denotamos por ϕ(−1)(K) el grafo imagen inverso débil de K a través de ϕ, que es el grafo
con conjunto de vértices V = ϕ−1 (V (K)) y dos vértices v1, v2 ∈ V son adyacentes si los
vértices ϕ(v1), ϕ(v2) ∈ V (K) son adyacentes en K.

Nota 2.6. Dado un mapeo ϕ : V (G) → V (H).

i) Es fácil comprobar que ϕ es un homomorfismo de grafos de G a H si y solo si el mapeo de
restricción ϕ| : ϕ

−1 (V (K)) → V (K) es un homomorfismo de grafos de ϕ−1(K) a K para
cualquier subgrafo K de H.

ii) Si ϕ es un homomorfismo de grafos, entonces ϕ−1(K) es un subgrafo de ϕ(−1)(K) para
cualquier subgrafo K de H.

iii) Supongamos que ϕ : G → H es un homomorfismo de grafos biyectivo. Tenemos que G es
un subgrafo propio de ϕ(−1)(H) si y solo si f(G) es un subgrafo propio de H.

Ejemplo 2.7. Considere los grafos G y K donde V (G) = {u1, u2, u3}, E(G) = {u1u2, u2u3}
y V (K) = {v1, v2, v3}, E(K) = {v1v2, v2v3, v3v1}. El mapeo ϕ : V (G) → V (K) dado por
ϕ(ui) = vi para i = 1, 2, 3 es un homomorfismo de grafos. Sea H un subgrafo de K dado por
V (H) = {v1, v3} y E(H) = {v1v3}. Tenemos que V

(
ϕ−1(H)

)
= {u1, u3}, E

(
ϕ−1(H)

)
= ∅ y

V
(
ϕ(−1)(H)

)
= {u1, u3}, E

(
ϕ(−1)(H)

)
= {u1u3}.

ϕ
u2 v2

u1

u3

v1

v3

Definición 2.8. [1, Pág. 29] Dado un grafo G y una familia {Gλ}λ∈Λ de subgrafos de G,
denotamos por

⋃
λ∈ΛGλ la unión de {Gλ}λ∈Λ, que es el grafo con el conjunto de vértices

V
(⋃

λ∈ΛGλ
)
=

⋃
λ∈Λ V (Gλ) y conjunto de aristas E

(⋃
λ∈ΛGλ

)
=

⋃
λ∈ΛE(Gλ).

Note que
⋃
λ∈ΛGλ es un subgrafo de G

[⋃
λ∈Λ V (Gλ)

]
.

Definición 2.9. Dados los homomorfismos de grafos ϕ : G→ H y ψ : H → K. La composición
ψ ◦ ϕ : G→ K viene dada por (ψ ◦ ϕ)(v) = ψ(ϕ(v)) para cualquier v ∈ V (G).
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3. Número seccional de un homomorfismo de grafos

En esta sección presentamos la noción de número seccional de un homomorfismo de grafos
junto con resultados básicos sobre este nuevo invariante numérico.

Sea ϕ : G → H un homomorfismo de grafos. Una sección transversal o sección de ϕ es un
homomorfismo de grafos s : H → G, tal que ϕ ◦ s = 1H . Además, dado un subgrafo K ⊂ H, una
sección local de ϕ sobre K es una sección del homomorfismo de grafos restricción ϕ| : ϕ

−1(K) →
K, es decir, un homomorfismo de grafos s : K → G, tal que ϕ ◦ s es el homomorfismo de grafos
inclusión K ↪→ H.

Introducimos la siguiente definición.

Definición 3.1. Sea ϕ : G → H un homomorfismo de grafos. El número seccional de ϕ,
denotado por sec(ϕ), es el menor entero m tal que existen m subgrafos H1, H2, . . . ,Hm de H
que cumplan las siguientes condiciones:

a) H = H1 ∪H2 ∪ · · · ∪Hm.

b) Cada Hi admite una sección local a ϕ.

Establecemos sec(ϕ) = ∞ si no existen tales Hi’s.

Ejemplo 3.2. Dados los grafos de la siguiente figura:

ϕ

φ

u2 v2

u1

u3

u4

G

v1

v3

H

Considere los homomorfismos de grafos ϕ y φ dados por ϕ(u1) = v1 = ϕ(u4), ϕ(u2) = v2,
ϕ(u3) = v3 y φ(u1) = φ(u3) = φ(u4) = v1, φ(u2) = v2, respectivamente. La aplicación s definida
por s(vj) = uj para j = 1, 2, 3 es una sección transversal de ϕ y por lo tanto sec(ϕ) = 1. Sin
embargo, note que sec(φ) = ∞ porque no hay un subgrafo K of H que admita una sección
transversal local a φ con v3 ∈ V (K).

Ejemplo 3.3. Dados los grafos de la siguiente figura:

ϕ
u2 v2

u1

u3

u4

v1

v3

Considere el homomorfismo de grafos ϕ dado por ϕ(u1) = v1 = ϕ(u4), ϕ(u2) = v2 y ϕ(u3) = v3.
La aplicación s definida por s(vj) = uj para j = 1, 2, 3 es una sección transversal de ϕ y por lo
tanto sec(ϕ) = 1.

Decimos que un homomorfismo de grafos ϕ : G→ H es localmente seccionable si E(H) = ∅
o para cada arista uv ∈ E(H) existe un subgrafo K de H con uv ∈ E(K) y K admite una
sección local de ϕ. Tenga en cuenta que, por definición, si sec(ϕ) <∞ entonces ϕ es localmente
seccionable.

Usaremos el śımbolo Kn para denotar el n-grafo completo, en otras palabras, V (Kn) =
{v1, . . . , vn} (aqúı vi ̸= vj para cualquier i ̸= j) y E(Kn) =

(
V (Kn)

2

)
.
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Nota 3.4. Sea ϕ : G → K2 un homomorfismo de grafos. Note que, se cumplen los siguientes
enunciados:

a) E(G) = ∅ si y solo si sec(ϕ) = ∞.

b) E(G) ̸= ∅ si y solo si sec(ϕ) = 1.

Tenemos la siguiente apfirmación.

Teorema 3.5. Sea ϕ : G→ H un homomorfismo de grafos.

i) Tenemos que sec(ϕ) = 1 si y solo si existe un subgrafo H ′ de G tal que la restricción
ϕ| : H

′ → H es un isomorfismo de grafos.

ii) Si sec(ϕ) < ∞, entonces ϕ(G) = H. En particular, ϕ es sobreyectiva, es decir, la función
ϕ : V (G) → V (H) es sobreyectiva.

Demostración.

i) Supongamos que sec(ϕ) = 1 entonces existe un homomorfismo de grafos s : H → G con
ϕ◦s = 1H . En particular, s es inyectivo y s(H) es un subgrafo de G. Además, s : H → S(H)
es un isomorfismo de grafos cuya inversa es la restricción ϕ| : S(H) → H. Aśı, H ′ = s(H)
es un subgrafo de G tal que la restricción ϕ| : H

′ → H es un isomorfismo de grafos.

Ahora, supongamos que existe un subgrafo H ′ de G tal que la restricción ϕ| : H
′ → H es

un isomorfismo de grafos. Sea σ : H → H ′ el inverso de ϕ| : H
′ → H. Entonces s : H → G

dado por s = inclH′ ◦ σ es una sección transversal de ϕ.

ii) Supongamos que sec(ϕ) <∞. Probaremos por contradicción. Supongamos que ϕ(G) es un
subgrafo propio de H. El caso, ϕ no es sobreyectiva implica fácilmente que sec(ϕ) = ∞
que es una contradicción. Supondremos que ϕ es sobreyectiva. Entonces, hay dos vértices
v1, v2 ∈ V (H) = ϕ(V (G)) que son adyacentes en H sin embargo no hay vértices u1, u2 ∈
V (G) que son adyacentes en G y ϕ(u1) = v1, ϕ(u2) = v2. Considere el subgrafo K de
H donde V (K) = {v1, v2} y E(K) = {v1v2} y tenga en cuenta que no hay una sección
transversal local s : K → G de ϕ. Entonces, ϕ no es localmente seccionable y por lo tanto
sec(ϕ) = ∞ lo cual es una contradicción.

Ejemplo 3.6. Considere los grafos de la siguiente figura:

ϕ
u1 v1

u2

u3 u4

G

v2

v3

K3

Considere el homomorfismo de grafos ϕ dado por ϕ(u1) = v1 = ϕ(u4), ϕ(u2) = v2 y ϕ(u3) = v3.
Note que G no admite una copia de K3, por lo tanto, sec(ϕ) ≥ 2, ver Teorema 3.5) ı́tem i).
Sean H1, H2 subgrafos de K3 dados por V (H1) = {v1, v2, v3}, E(H1) = {v1v2, v2v3} y V (H2) =
{v1, v3}, E(H2) = {v1v3}. Note que K3 = H1 ∪ H2. Además, las aplicaciones s1 : H1 → G,
s1(vj) = uj con j = 1, 2, 3 y s2 : H2 → G, s2(v1) = u4, s2(v3) = u3 son secciones transversales
locales para ϕ. Por lo tanto, sec(ϕ) = 2.
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Ejemplo 3.7. Considere los grafos de la siguiente figura:

ϕ
u1 v1

u2

u3 u4

u5

u6 u7

G

v2

v3

K3

Considere el homomorfismo de grafos ϕ dado por ϕ(u1) = ϕ(u4) = ϕ(u7) = v1, ϕ(u2) = ϕ(u5) =
v2 y ϕ(u3) = ϕ(u6) = v3. Note que G no admite una copia de K3, por lo tanto, sec(ϕ) ≥ 2, ver
Teorema 3.5) ı́tem i). Sean H1, H2 subgrafos de K3 dados por V (H1) = {v1, v2, v3}, E(H1) =
{v1v2, v2v3} y V (H2) = {v1, v3}, E(H2) = {v1v3}. Observe que K3 = H1 ∪ H2. Además, las
aplicaciones s1 : H1 → G, s1(vj) = uj para j = 1, 2, 3 y s2 : H2 → G, s2(v1) = u4, s2(v3) = u3
son secciones transversales locales para ϕ. Por lo tanto, sec(ϕ) = 2.

Ejemplo 3.8. Dados los grafos de la siguiente figura:

ϕ

u1 v1

u2

u3 u5

u4

u6 u7

G

v2

v3

v4

K4

Considere el homomorfismo de grafos ϕ dado por ϕ(u1) = ϕ(u5) = ϕ(u6) = v1, ϕ(u2) = ϕ(u7) =
v2, ϕ(u3) = v3 and ϕ(u4) = v4. Supongamos que existen H1, H2 subgrafos de K4 tales que K4 =
H1 ∪H2 junto con las secciones transversales locales s1 : H1 → G y s2 : H2 → G. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que v4 ∈ H1. Entonces s1(v4) = u4 e ind(v4) = 3 = ind(u4).
Entonces, tenemos un ciclo C en H2, donde V (C) = {v1, v2, v3} and E(C) = {v1v2, v2v3, v1v3}.
Lo cual es una contradicción, ya que G no tiene ciclos. Por lo tanto, sec(ϕ) ≥ 3. Por otro lado,
sean F1, F2, F3 subgrafos de K4 dados por V (F1) = {v1, v2, v3, v4}, E(F1) = {v1v4, v2v4, v3v4},
V (F2) = {v1, v2, v3}, E(F2) = {v1v2, v2v3} and V (F3) = {v1, v3}, E(F3) = {v1v3}. Note que
K4 = F1∪F2∪F3. Además, las aplicaciones σ1 : F1 → G, σ1(v4) = u4, σ1(v1) = u6, σ1(v3) = u3,
σ1(v2) = u7, σ2 : F2 → G, σ2(vj) = uj para j = 1, 2, 3 y σ3 : F3 → G, σ3(v1) = u5, σ3(v3) = u3
son secciones transversales locales para ϕ. Por lo tanto, sec(ϕ) = 3.

Un grafo G es k-coloreable si existe un homomorfismo de grafos ϕ : G → Kk. Si G es k-
coloreable, pero no (k−1)-coloreable, decimos que G es k-cromático, o que el número cromático
de G es k, y escribiremos χ(G) = k [6, Caṕıtulo 6, pág. 81]. Note que, χ(H) ≤ χ(G) para
cualquier subgrafo H de G. Generalmente, si hay un homomorfismo de grafos G→ H entonces
χ(G) ≤ χ(H). Por lo tanto, si hay homomorfismos de grafos G → H y H → G, entonces
χ(G) = χ(H). En particular, el número cromático es un invariante de grafos, es decir, si G y
H son isomorfos entonces χ(G) = χ(H).

Ejemplo 3.9. Para cualquier n ≥ 1, es fácil ver que χ(Kn) = n.

Teorema 3.10. Sea ϕ : G → H un homomorfismo de grafos. Si sec(ϕ) = 1 entonces χ(G) =
χ(H). De manera equivalente, si χ(G) < χ(H) entonces sec(ϕ) ≥ 2.

Demostración. Observe que, χ(G) ≤ χ(H). Además, del ı́tem i) del Teorema 3.5, tenemos que
G admite una copia de H, entonces χ(G) ≥ χ(H) y aśı χ(G) = χ(H).
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Ejemplo 3.11. Sean G,H grafos. Del Teorema 3.10, si χ(G) < χ(H) entonces sec(ϕ) ≥ 2 para
cualquier homomorfismo de grafos ϕ : G→ H.

Nota 3.12. De [2, Pág. 83], tenemos que, cualquier grafoG define un complejo CW 1-dimensional
G, es decir, un espacio topológico G obtenido a partir de un conjunto discreto V (G) adjuntando
una colección de 1-células eα, una 1-célula para cada eje en G. Cualquier subgrafo K de G
define un subcomplejo K de G. Además, cualquier homomorfismo de grafos ϕ : G → H define
una aplicación celular continua Φ: G → H. Queda como trabajo futuro comparar el número
seccional de ϕ con el número seccional de Φ, en el sentido de [4],[7].

4. Conclusión

Hemos definido la noción de número seccional de un homomorfismo de grafos. Naturalmente,
los nuevos tipos de invariantes numéricos contienen nuevas preguntas matemáticas, como estima-
ciones del número seccional. Nuestro trabajo aqúı es apenas el comienzo del estudio del número
seccional de homomorfismos de grafos. Es interesante investigar en profundidad el número seccio-
nal de varios homomorfismos de grafos para aplicaciones concretas. Por ejemplo, en informática.
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