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Resumen: El presente trabajo tiene por objetivo mostrar una forma alterna de
derivar la ecuacion de Black-Scholes usando la ecuacion de Schrédinger de la mecénica
cuéntica, teniendo en cuenta que ambas ecuaciones diferenciales parciales son bastante
similares.
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1. Introducciéon

La ecuacion de Schrodinger es una ecuacion fundamental de la mecanica cuantica y la ecuaciéon
de Black-Scholes es una ecuacién fundamental de la economia cuantitativa.

Si tenemos una particula cuantica, su posicién es una variable aleatoria al igual que el precio de
una opcién financiera.

La solucién de la ecuacion de Schrodinger es una funcién compleja que describe el estado de una
particula, [¢(t)), mientras que la solucion de la ecuacion de Black-Scholes es una funcion real que
describe el precio de una opcién financiera, |C). La ecuacion de Black-Scholes se puede considerar
como una ecuacioén de Schrodinger, donde la variable temporal es imaginaria.

La funcion de estado de una particula, |¢(t)), que resulta de la ecuacion de Schrodinger, es
anéloga al precio de una opcion, |C), que resulta de la ecuacion de Black-Scholes, pero mientras
la primera requiere una interpretaciéon probabilistica, la segunda no la requiere, y es directamente
observable. Ademas, mientras que debe cumplirse que (1|¢)) = 1, en cambio (C|C) puede asumir
cualquier valor.

Por otro lado, los hamiltonianos de la ecuacién de Schrédinger son operadores hermiticos cuyos
valores propios son reales, mientras que los hamiltonianos de la ecuaciéon de Black-Scholes no
son necesariamente hermiticos y sus valores propios son complejos, lo cual hace mas complicado
su estudio en comparacion con la ecuacion de Schrodinger. Por ejemplo, segiun [2], no hay un
procedimiento definido, que se aplique a todos los hamiltonianos para elegir las funciones que
proporcionen la ecuacion de completitud. Hay casos especiales donde una transformacion de
similaridad transforma el hamiltoniano en un operador hermitico, y en esos casos resulta de
manera natural un conjunto completo de funciones propias.

2. Marco teodrico

2.1. Ecuacion de Schrodinger

La ecuacion de Schrodinger fue propuesto de manera inductiva por Schrodinger [14] en 1926,
un poco después de la mecanica de matrices de Heisenberg [12] en 1925 y se ha desarrollado
primeramente con el objetivo de describir objetos pequenos (4tomos) constituidos de una sola
particula situados bajo la accién de un campo de fuerzas (por ejemplo, el electron al interior
del atomo de hidrogeno). El objeto central de la teoria de Schrodinger, denominada también
mecanica ondulatoria, es una funcion ¥(7,t) de valores complejos, llamada funcion de onda. Esta
funcion satisface:

> 2
ih@‘li(r,t) _ [_ h

o — vy V(F)] (7, 1) (1)

2m
donde 7 es el vector posicion de la particula en el espacio; V(7) es la energia potencial de la
particula, V es el vector gradiente cuyas componentes son (0/0x , 9/dy , 0/0z); i es el numero
imaginario puro, m es la masa de la particula. Asi aparece que la mecanica cuéntica se formula
solamente si las fuerzas derivan de un potencial; entonces admitir que esta teoria se aplica a toda
la fisica, a escala atémica o subatomica, es admitir que todas las interacciones ‘fundamentales”
derivan de un potencial, en el sentido usual o en un sentido generalizadoﬂ

La ecuacion (1) no es demostrable en un sentido estricto, pues ha sido construida sobre la base
de argumentos heuristicos, en gran medida inspirados por la analogia, notada desde 1928 por
Hamilton, entre la éptica y la mecéanica. La validez de esta ecuacion se mide por la confrontacion
entre los resultados tedricos que ella genera y las observaciones experimentales. Sus éxitos son
inmensos. Hasta la fecha, ningtin experimento permite poner en duda la teoria, cuya ecuacion (1)
es su piedra angular (véase [13]).

!Para una particula cargada en un campo electromagnético, el potencial no depende solamente de la posicién,
sino que es también funcién de la velocidad
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El método de Heisenberg, llamado mecénica de matrices, procede de una manera completamente
distinta, basado en el analisis armoénico del movimiento clasico revisado a la luz de las condiciones
de cuantificaciéon de Bohr-Sommerfeld-Wilson, postuladas por la antigua teoria de los quanta. La
ecuacion fundamental se basa en las matrices (que representan operadores en un espacio vectorial
con una base previamente elegida), mas precisamente en las matrices que representan las dos
magnitudes fundamentales de la mecénica analitica de Lagrange y Hamilton: la coordenada, g;, y
el momento conjugado, p;, relacionados entre si por:

oL
C_ 2
L es el lagrangiano; ¢; designa una de las coordenadas (posicion, angulo, ...) el cual permite

definir sin ambigiiedad la posicién del sistema en el espacio. Para coordenadas cartesianas, la
ecuacion fundamental de Heisenberg es?}

(45, Pk] = q;pr — Prqj = thdju, (3)

En (3) ¢; y pi son operadores que representan las variables dinamicas fundamentales que son
las coordenadas y los momentos conjugados. Por ejemplo, para las tres coordenadas cartesianas
(z,y, z), se tiene:

[uapv] = Z'héuva (’LL, v=x,Y, Z) (4)

La relacion (3), obtenida precisamente por Born y Jordan, introduce fundamentalmente objetos
que forman un algebra no conmutativa. Estos objetos son los operadores asociados a las magnitudes
fisicas, tradicionalmente llamadas observables. No es exagerado decir que toda la estructura
formal de la mecanica cuantica esta construida sobre la relacion (3) y estd contenida en ella,
entendiéndose que queda por construir su contenido fisico. Igual que en el caso de la ecuacion de
Schrodinger, la relacion (3) no es demostrable en un sentido estricto.

La equivalencia de las descripciones de Heisenberg y de Schrodinger reposa sobre una observacion
fundamental de esta ultima, definiendo ademas un modo automatico de construccion de (1). Se
comienza por formar el hamiltoniano clasico, H (7, p), segun las prescripciones de la mecénica
analitica. Después, se reemplaza en la funciéon H el vector 7 por el operador multiplicacién por
7, y el vector p' por —ihAV:

r— X7, p— —ihV. (5)

La substitucién de g es valida solamente para coordenadas cartesianas. Hecho esto, se obtiene
un operador diferencial H, que es el hamiltoniano de la mecénica cuantica, que actia sobre la
funcién de onda, constituyendo el segundo miembro de la ecuacion de Schrodinger, a la cual le
podemos dar la forma méas compacta:

ihaatlli(f', t) = H(7,—ihV )W (7, t) (6)
Normalmente, este método de construccion funciona bien para todos los grados de libertad que
tienen un equivalente clasico. Sin embargo, veremos que existen grados de libertad especificamente
cuénticos, como el espin. En tal caso (en la teoria no relativista, cuando se trata del espirﬂ),
conviene de agregar “manualmente”’ los términos de interacciéon correspondientes, en base a
argumentos por analogfa. Por ejemplo, a un espin S (que estructuralmente es un momento angular
en el sentido usual de la mecanica cuantica) esta asociado un momento magnético fi, por una
simple relacion de proporcionalidad, como un momento angular ordinario (orbital) produce un

25jk es el simbolo de Kronecker, que vale 1 si j = k y vale 0 en caso contrario.
3La teorfa del electrén de Dirac introduce el espin de manera natural
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momento magnético a través del factor giromagnético clasico +; asi, en el caso del electrén, se
debe poner

€ —
i=gs—S 7
A=gs5 - (7)
donde e es la carga del electréon (e = —1,6 x 10719 C) y donde gg es un factor puramente numérico

muy cercano a 2 (gg = 2,0023...). Por lo tanto, en presencia de un campo magnético é, el
hamiltoniano construido, segtin la prescripcién de Schrodinger, debe completarse con el término
que representa el acoplamiento entre el momento magnético ligado al espin y el campo exterior,
es decir —fi- B = —gs (e/2m) S - B.

Para establecer en detalle la equivalencia entre los dos enfoques de Heisenberg y de Schrodinger,
basta observar que los dos operadores ¥y —ihV satisfacen la relacion (4). En efecto, para el par
(x,ps) escrito en el estilo de Schrodinger, se tiene, cualquiera sea la funcion diferenciable f:

(ope—pea)f =it o 5 = )| = =i (o 50— p - 2 ) —ing, wie), ®
lo que muestra que:
[z,p] == —ih [az ai] = ihl, (9)

donde 1 designa el operador identidad.

La asociaciéon 77 — x 7, p— —ihV es solo una de las maneras de escribir la mecanica cuantica
(se dice que es la representacion-q). El papel privilegiado que juega la coordenada 7 no parece ser
equitativo, cuando se recuerda que en mecénica analitica, la coordenada y el impulso ordinarios
son tratados en estricta igualdad. De hecho, existen otras posibilidades de expresar la relacién
fundamental (3); una de ellas, muy til para ciertas aplicaciones, es la llamada representacion-p,
donde la funcién de onda es una funcion (siempre de valores complejos) de un argumento vectorial,
que representa precisamente el impulso, es decir ®(p,t). Esta representacion se define por la
siguiente asociacion:

7= ihVg, D= Xp, (10)
donde el vector gradiente es:
o o0 0
V5= (,,) . (11)
Opz 8py Op-
Es claro que se tiene todavia:
Vg(p) : [u,pulg = +ihg <= [u,py] = +ihdyw, (12)

una ecuacion que muestra que las relaciones fundamentales (3) y (4) se preservan. El significado
fisico de ®(p,t) debe ser precisado, asi como también el de (7, t). U(7,t) y ®(p,t) son llamadas
funciones de onda y constituyen dos representaciones equivalentes del mismo estado cuantico y
ademas se deducen el uno del otro por una transformaciéon de Fourier; més precisamente se tiene:

B(F,t) = (2h) 52 / By e 7T (7 1) (13)
]RB
asi como la relaciéon inversa:
(7 t) = (2h)~3/2 / Bpe=wP (F, t) (14)
R3

Conocer una funcién y conocer su transformada de Fourier constituyen dos informaciones estricta-
mente equivalentes. Como el término cinético introduce el término $?/(2m), incluso en presencia
de un campo magnético, el operador diferencial en representacion-q contiene siempre el laplaciano;
en cambio, en representacion-p, el operador diferencial V(ihV ) no se reduce al laplaciano y
refleja la forma precisa de V.
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Se designa habitualmente por mecanica cuantica la teorfa que unifica los enfoques de Heisenberg-
Born-Jordan y de Schrodinger; las designaciones mecanica de matrices y mecéanica ondulatoria
son algo obsoletas en la actualidad (véase [9]).

Fundamentalmente, la ecuaciéon de Schrodinger es una ecuacion en derivadas parciales lineal; lo
que quiere decir que si se conocen dos soluciones linealmente independientes 11 y ¥, entonces
toda combinacion lineal de ellas es una solucién también. Esto permite construir la solucién
general formando combinaciones lineales de soluciones particulares; las més notables y més tutiles
para una ecuacién en derivadas parciales lineal son aquellas donde el espacio y el tiempo estan
separados. Teniendo en cuenta la forma de (1), y para un hamiltoniano independiente del tiempo
(sistema aislado), se ve inmediatamente que existe una clase de soluciones particulares de la
forma:

W (7, 1) = e Bty () (15)

Se verifica inmediatamente que Wy es una soluciéon de (1) siempre que la funcion espacial 9
satisfaga la ecuacion mas simple:

H (7, —ihV )Y (7) = Ey(F) (16)

En la formula anterior F es una cantidad, de dimension fisica de energia, que sabemos que debe
interpretarse precisamente como la energia de la particula descrita por el estado estacionario i (o
West. ). La ecuacion (16) se llama ecuacion de valores y funciones propios; es decir indica que la
accion del operador hamiltoniano sobre ¥ produce la misma funcion 1, simplemente multiplicada
por el escalar E. El par (E, ) forma un par propio, o modo propio. A veces es tutil de realizar
un seguimiento del valor propio F en el simbolo que representa la funciéon propia al que estéa
asociado; si es necesario, escribimos més precisamente:

Hyp = Eyg (17)

Los estados Weg (7, t) construidos segin (15) (los g estan simplemente multiplicados por la

fase e#Et) son notables en mas de una forma; en particular, el promedio cuantico de cualquier
observable calculado en tal estado es siempre independiente del tiempo; por esta razén, estos
estados son llamados estados estacionarios. Veremos c6mo el conocimiento de todos los modos
propios de (16) para un sistema dado, permite construir la solucion més general de la ecuacion de
Schrodinger (1) mediante la construccion de una buena (y tnica) combinacion lineal, que, cuando
hacemos t = tg reproduce la condicion inicial que se supone dada, (7, tg)

Antes de llegar al formalismo y luego de recordar los postulados de la mecanica cuéntica, es
importante recordar ahora uno de los primeros y principales sucesos de la nueva teoria, a saber
la cuantificacién de la energia de los estados ligados de un sistema. La funcién de onda de
Schrédinger esta sujeta a condiciones muy particulares, ligadas al significado fisico propuesto por
Born y Jordan en 1927. Estos tltimos postulan que, para un estado ligado, la probabilidad dP de
encontrar la particula en la vecindad de un punto identificado por el vector 7 esté relacionada
con el médulo al cuadrado de la funcién de onda calculada en ese punto. Més precisamente, Born
y Jordan postulan, en R3:

dP(7,t) = | U (7, t)[*d®r, (18)

donde d®r es el volumen infinitesimal alrededor del extremo final de 7 resulta que W(7,t) tiene
por dimension fisica [longitud]*?’/ 2. Para que la interpretacién de Born y Jordan sea compatible
con la ecuaciéon de Schrodinger, debe existir una ecuaciéon de conservaciéon que describa el flujo,
sin pérdida de “fluido”, de probabilidad. Una ecuacion semejante esté de hecho contenida en la
ecuacion (1). En efecto, poniendo:
S, . S, - h
p(r,t) = \IJ*(T,t)\I’(T,t), j(?",t) = 7[\1]* Vv — \PV\P*]’ (19)

~ 2im
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Se verifica inmediatamente, a partir de (1), que la densidad p y la corriente j satisfacen la ecuacion
de conservaciéon requerida:

0 o

La relacion (18) debe considerarse como un postulado, que otorga a la teoria un caracter
esencialmente probabilistico. A priori, resulta que la integral del modulo al cuadrado debe ser una
cantidad finita:

7 t) = 70 Pd3r < .
/RSdP( \1) /RS\\I’( L 0)|7d7r < (21)

En otros términos, la funcién de onda debe ser una funcién de cuadrado integrable y se dice que
es normalizable; como de costumbre, la probabilidad de un evento verdadero se establece como
igual a 1 por convencién, lo que se consigue cuando se multiplica ¥ por un coeficiente conveniente
(constante de normalizacion), tal que:

/W (7, 1) Pdr = 1. (22)

En algunas aplicaciones, puede parecer que no sea la condicion de normalizabilidad (22) la que
juegue un papel clave en la aparicion espontanea de cuantificacion de estados ligados. Por ejemplo,
en presencia de un salto finito de potencial en una dimensién, se debe tener que la funcién de
onda y su derivada sean continuas y son esas condiciones las que producen la cuantificacion
cuando se investigan los estados ligados. En realidad, debe verse que todo se cumpla: la ecuaciéon
de Schrodinger contiene también, como ya lo hemos visto, una ecuacién de conservacion de la
densidad de probabilidad y de la corriente a ella asociada, (20), que es la expresion local de
conservacion, mientras que (22) es la expresion integral. Por otro lado, es la naturaleza misma de
(1) la que implica la continuidad de la funcién de onda y de su derivada, incluso cuando V' tiene
un salto finito. De cualquier manera, esas son las condiciones requeridas para la funciéon de onda y
la ecuacién que la satisface, las que producen, cuando sea necesario, la cuantificaciéon esponténea
de energia y de otras magnitudes fisicas (como el momento angular orbital, por ejemplo).

Entonces, la solucion buscada ¥(7,t), cuyo estado inicial es W(7, tg), se escribe como combinacion
lineal de las funciones propias ¥g. La condicién de normalizacion se traslada obviamente a
estas ultimas funcionesﬂ que eran hasta ahora solamente soluciones de la ecuacién de valores
propios. Resulta, que la condicién de normalizaciéon permite seleccionar, en base a consideraciones
puramente fisicas (el sentido de la funcién de onda), en el conjunto (en general infinito no
enumerable) de todas las soluciones de la ecuacion de valores propios. En otros términos, la
necesidad de normalizacién impone de pasar por un fino tamiz todas las soluciones matematicas del
problema para solamente retener un subconjunto discreto (usualmente infinito, pero enumerable).
Esta propiedad permite de indexar las posibles energias por un (o mas) ntimero(s) entero(s) n
(“ntimero(s) cuéantico(s)”) y de designar el conjunto fisicamente aceptable por E,,; logicamente,
se podria ahora designar las funciones propias correspondientes por ¥g,, y para abreviar los
notaremos simplemente por 1.

Asi, la ecuaciéon de Schrodinger, ampliada de condiciones requeridas para sus soluciones, que son
condiciones dictadas por consideraciones fisicas, produce lo que hasta entonces habia resistido
a todas las descripciones teodricas coherentes: la cuantificacion espontanea de la energia de los
estados ligados. Esto es sin duda el éxito inicial més espectacular de la nueva teorfa.

Como la teorfa es fundamentalmente probabilistica, entonces todas las previsiones que se podrian
obtener de ella se relacionan con valores promedios, en el sentido usual de la esperanza matemaética.

4Para que una funcion ¥, desarrollada en los g, sea normalizable, es evidentemente necesario que cada ¢g
lo sea. Ademas uno se puede plantear la cuestion de la completitud de los 1 g, permitiendo de representar en
serie independientemente de cudl sea el estado inicial. La completitud esta asegurada por la hermiticidad del
hamiltoniano.
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Por ejemplo, el valor promedio de la posicién, 7, en representacién-q esta dado por la integral:

(7= [ 7FdP= / 7 )P dPr = / U* (7, ¢) 70 (7, 1) dPr, (23)
R3 R3 R3

entendido que la funcién de onda esta previamente normalizada a la unidad. De la misma manera,
el valor promedio del momento conjugado es:

(p) = U*(7,t) (—ih V) U(7, t)d3r. (24)
R3
Maés generalmente, el valor promedio de una funcion A(7, p) esta dado por:
(A) :/ U (7, ) A(F, —ih V) U (7, t)d3r. (25)
R3

La funcion A(7, —ihAV) se forma a partir de su expresion clasica, mediante la simetrizacion, en
caso necesario, de los productos del tipo up,, que contienen dos operadores no conmutativos.
Como es habitual, el operador diferencial bajo la integral de (25) actia sobre lo que esta a su
derecha. Asi, para una particula de masa m situada en un campo de fuerzas que definen una
energia potencial V (7), el valor promedio de la energia es:

(H) = /R . T*(7,1) [—;i A +V(F)} (7, t)d>r. (26)

2.2. Ecuacién de Black-Scholes

La ecuacién diferencial de Black-Scholes contribuy6 significativamente a la rapida expansion del
mercado de derivados en los afios 70, porque permitié a los comerciantes establecer precios justos
para una gran cantidad de opciones y otros productos financieros. Por lo tanto, la confianza
en estos productos se incrementd e impulsé su atractivo. Més adelante, también se le culpo
a la ecuacion de Black-Scholes de haber causado la caida del mercado (ver [15]), porque los
comerciantes se confiaron en la existencia de carteras libres de riesgo, que es la piedra angular de
la teoria. Pero los comerciantes pasaron por alto de que algunos de los presupuestos de la teoria
no siempre eran validos. Por ejemplo, la liquidez ilimitada y la disponibilidad de fondos a una
tasa libre de riesgo no siempre son validas. Ademas, la dindmica estocéstica subyacente de la
teoria no es necesariamente gaussiana en tiempos de dificultades financieras.

2.2.1. Derivacion de la ecuacion de Black-Scholes

Consideremos la variaciéon temporal de los precios de las opciones y asumamos que la opcién
C(S,t) depende del valor de la accion S y del tiempo ¢. Es decir, C' es un derivado del activo
subyacente S, el cual es una variable estocéstica y que obedece a la ecuacion de Langevin (ver [7]).
Entonces C' es también una variable estocastica y requerimos derivar una ecuaciéon diferencial
estocéstica para analizar como evoluciona en el tiempo. Escribamos la expansién de Taylor de ¢
hasta el primer orden en dt,

oC oC 10%C
dC = —dt + — dS + = —— dS?
ot T s T 2os?
donde, mantenemos los términos hasta el segundo orden de la variable estocastica S. Usando la
ecuacion dS = pSdt+ oS dW (t) de la ecuacion de Langevin para dS y manteniendo los términos

hasta el primer orden en dt tenemos:
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oC aC 10%C , ,
dC = Edt+g[p5dt+0‘5dW} +§@O’ Sedt
oC oCc 19%C oC
= | == S— + ———02S?| dt S— dW
at "5 T2057° 7758
el cual describe una ecuacion diferencial estocéastica de C, que depende de otra variable estocéstica,
S. Noétese que también usamos dW? = dt (ver [10]). Ademas, p es la tasa de crecimiento esperada,

pero desconocida, de la accion S y o es su volatilidad.

Ahora consideramos un portafolio I1, el cual consiste de una opcién C' y un ntimero de acciones
S. Trataremos de construirlo de tal manera que el portafolio sea libre de riesgo en el sentido de
que el término con el término del proceso de Wiener dW desaparezca. Esto se logra adquiriendo
una fraccion A = 9C/9S de las acciones y vendiendo una opcién c. Entonces el portafolio IT esta
dado por:

oC
II=- —
C+ OS’S
Su valor cambiara en el tiempo de acuerdo a:
oC
I=- —
d dC' + 95 dsS
oC oC  19%°C 4 _, oC oC
B aC 1 , 5 0%C
——[(,% —1-205 852](115

Y aqui ocurre algo mégico: tanto la parte estocéstica, que es proporcional a dW, como la tasa
desconocida p se cancelan y no aparecen en la linea final de la ecuacién anterior, lo que hace
que la ecuacién ya no sea mas estocastica, sino una ecuaciéon ordinaria en derivadas parciales. Es
decir, en un ambiente neutral al riesgo, el valor del portafolio crecera a la tasa libre de riesgo r y
tendremos:

dil =rlldt =r —C+a£5 dt (28)
oS
Igualando las dos expresiones para dII de las ecuaciones (27) y (28). Dividiendo por dt obtenemos

la ecuacion diferencial que esta ligada a los nombres de sus contribuidores principales: F. Black,
M. Scholes y R. Merton

oc 1 0%C oC
——— =—0*S*—— 4+rS— —rC
at 2 052 oS
Esta ecuacion vincula la evoluciéon temporal de la opcion C' con el activo subyacente S. Es de
notar que la evolucion temporal de la opciéon ¢ esté determinada solamente por la volatilidad o y

por la tasa libre de riesgo r y no por la tasa de crecimiento p de la accién S.

3. Metodologia

Para analizar y ver la similaridad de la ecuaciéon de Schrodinger con la ecuacion de Black-Scholes,
vamos a derivar esta tltima usando el formalismo de la mecanica cuantica.

Si C(t) el precio de una opcién en el tiempo ¢; o es la volatilidad, asumida constante; r es la tasa
libre de riesgo, r; y S es el precio del activo subyacente, entonces la ecuacién de Black-Scholes
serfa:
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oCc 1 5 ,0C oC
ot~ 27 g Togs e
Si hacemos un cambio de variable:
S = ea"; —0o <z <0

Entonces, obtenemos la ecuacion de Black-Scholes-Schrodinger:

oc
ot
donde el hamiltoniano de Black-Scholes esta dado por ([3]):

0% 0 1, 0
HBS——iix <2O' —7")&%'—'—7“

= HBS C7

Recordemos que la ecuacion de Schrodinger estéd dada por:

LIT0)

= HIb()

donde

Si consideramos al hamiltoniano de Black-Scholes como un sistema cuantico, entonces este solo
tiene un grado de libertad, x, con las siguientes correspondencias con la ecuacién de Schrodinger:

Ecuacion de Black-Scholes Ecuacién de Schrédinger
Precio de opcion, C Funcién de estado, i
Volatilidad, o Inverso de la masa, —
m
1 0
Término de flujo, 502 P +r Potencial, V (z)
x

Primero, analizaremos si el hamiltoniano de Black-Scholes es hermitico o antihermitico.
Se sabe que una matriz M tiene un conjugado hermitico definido por MZTJ =M ;-. El conjugado
hermitico de un operador cualquiera O esta dado por ([3]):

(f10"g) = (glOIf)"

Para analizar la ecuacion de Black-Scholes y la ecuacion de Schrodinger, el espacio de estados
tiene que estar definido y se tiene que formular la ecuacién de completitud. La ecuacién de
completitud se refiere a la existencia de una base vectorial tal que un vector arbitrario se puede
representar como combinacion lineal de los elementos de esa base ([2]).

Para introducir la ecuacién de completitud, vamos a considerar un ejemplo de Belal E. Baaquie
([2]): consideremos el movimiento de un electrén en una dimension, cuya posicion la denotaremos
por z, el cual puede saltar hacia los puntos de un reticulo unidimensional de parametro a, es
decir las posiciones de los puntos del reticulo estan dados por x = na, n € Z.

Las funciones de estado de la base las denotaremos por |n) y las representaremos por un vector
columna infinito, donde la tnica entrada no nula esté en la n-ésima posicion. Es decir, tenemos:
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In) = [1]; (n|=1..010 ...]

y se cumple:

1, n=m
min) =6p-m =<
(min) e {0, n#m
+oo
Z |n)n| =73, ecuacion de completitud
n=-—oo

donde J es la matriz identidad infinito-dimensional. La ecuacién de completitud también se refiere
como resolucién de la identidad, pues solamente un conjunto completo de estados de la base
vectorial pueden construir el operador identidad del espacio de estados. En el caso que el reticulo
sea continuo, y no discreto, entonces tenemos que aplicar el limite a — 0. El vector de estado de
una particula estd dado por el vector “ket”, |x), y su dual esta dado por el vector “bra”, (x|. En
términos del reticulo original (x = na) tenemos:

o) = I —=[n); —co<z <
x—ali%\/&n, oo <z < oo

donde el producto escalar estd dado por la funcién delta de Dirac:

(z|a") =6(z —2') = {;Xj’ i;z:

La ecuaciéon de completitud estard dada por:

“+oo “+oo
Y Il =a Y Ja)al

+o0
= / dz |z)Xz| =7

n=—oo

donde J es el operador identidad en el espacio de las funciones de estado.

La ecuacion de completitud presentada es una ecuacion clave en el analisis del espacio de las
funciones de estado. Para el caso de dos particulas cuénticas con posiciones z,y, la ecuaciéon de
completitud estara dada por:

+00
J= / dz dy |z, y)z, y|
—0o0
donde |z,y) = |z) ® |y). Para el caso de tres particulas, se obtiene la siguiente ecuacion de
completitud:
400
J= / drdydz \:U,y,z><:v,y,z]

—00
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Al generalizar la ecuacién a n particulas, obtenemos:
“+oo
J= / dedydz...dn |z,y,2,...,n)Xz,y,2,...,n
—0oQ

donde |z,y,z,...,n) = |2) ®|y) ® |2) ®...® |n).
Los dos vectores, representados por [¢)) € V' y (| € Viual, pueden ser mapeados el uno al otro.
La ecuaciéon de completitud resulta en este caso:

)] = (@ / ) () = / () () > 0

De acuerdo con la ecuacién de completitud, debemos derivar el operador adjunto hermitico = y

. 0 . :
su operador adjunto —. La ecuacion de completitud resulta en este caso:

Ox

(k)= Gl = | o ()]
_ _7dxg*(x)agf:) o 7dx 91D fa *
- ot (d2))

Entonces el operador diferencial es antihermitico. Analicemos ahora el operador de coordenada:

[ oo *

(f15%]g) = {gllf)* = / da (glz) (z|2]1)

[e.9]

oo * oo

[weg@i@| = [ drago @

[ee] —00

= {fI2lg)
= iT=1

Entonces el operador de coordenada es hermitico.

El operador hamiltoniano, denotado por H, evoluciona en el tiempo y por lo tanto es el operador
més importante en los precios de opciones. En finanzas, el operador hamiltoniano es no hermitico,
en general.

Hemos introducido el operador de coordenada y el operador diferencial. Como Belal E. Baaquie
lo ha senalado ([3]) hay funciones especiales propias de estado que son de particular importancia
para todos los operadores. Para el operador de coordenada se puede escribir la siguiente ecuacion:

Este vector se llama una funcién propia de estado del operador de coordenada & con valor propio
real x, pues Z es hermitico.
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Segun Belal E. Baaquie, la ecuacion de valores propios para un hamiltoniano no hermitico H esta
dado por una generalizaciéon de la ecuaciéon y de la siguiente ecuaciéon. Existen estados especiales
cuénticos que son llamados estados propios de energia con valores propios reales que forman un
conjunto completo de estados y estan dados por:

Hgr|Yp)=E[YE); E*=E
(p|Hf = (Yp|Hg = (Yp|E

/ AE u(B) [bp)ts] = 3
E

Usando la ecuacién anterior, obtenemos las siguientes ecuaciones para los valores propios y las
funciones propias:

~ 1
bplvr) = ——b6(E - F
< M
La densidad de los estados para el valor propio E esté definido por:

o0

W(E) = / d (z|3(H — E)|x)

La ecuacién de completitud es:

[ ABu(Es(@) bue') = (afa]a’) = 5l ~ )
D

El operador hamiltoniano es un operador H = H(x,9/0x).

Por otro lado, si queremos escribir la ecuaciéon de Schrédinger, requerimos en primer lugar
especificar los grados de libertad del sistema, y ademés se requiere especificar el hamiltoniano H
del sistema, que describa el rango de energias como también la forma de energia que esta pueda
tener.

La ecuacion de Schrodinger estd dada por:

BOLu(D) _
2SS = Hp()

Ademas, consideraremos el movimiento de una particula cuantica de masa m en una dimension,
bajo un potencial V(x). La correspondiente ecuacion de Schrodinger estéd dada por:

ol o) = vy — 220 g (0 2wt

donde el hamiltoniano actiia sobre la base dual.
El hamiltoniano del movimiento de una particula cuéntica en una dimension es:

Si comparamos el hamiltoniano de Schrédinger con el hamiltoniano de Black-Scholes, tenemos:

h
H=———+V(z), Hamiltoniano de Schrédinger
2m Oz
2 1
Hpg = —0—2 + (=02 =7 é + 7, Hamiltoniano de Black-Scholes
2 Ox 2 ox
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1 0 h
donde el potencial de Schrodinger V() se corresponde con (202 — r) 2 + r y el factor ™
x m

o2
se corresponde con 5

Después de haber mostrado la similaridad entre el hamiltoniano de Black-Scholes y el de Schro-
dinger, se puede probar que el precio de una opcion satisface la ecuacion de Schrédinger (con
tiempo imaginario) (véase [4]):

0
H|Ct) = a\C,t},

donde el valor final ajustado por la funcién de liquidacion es:

C.T)=|P); T>t

Comparandola con la funcion de onda de la mecanica cuéntica, el precio de una opcion C(t, x)
es directamente observable, y ademas, no hay el concepto de medicién cuéntica en la teoria de
opciones. La semejanza del precio de una opcién y la mecanica cuantica es, en este punto, de
naturaleza puramente matematica: Ellos pueden ser descritos por un espacio vectorial infinito-
dimensional V' y por operadores lineales, como H, que actian sobre V.

Podemos asumir que el hamiltoniano tiene la siguiente forma general ([3]):

donde () es una funcién arbitraria de . Ese término es la volatilidad del precio de una acciéon
e indica el grado en el que la evolucién del precio de una accién es aleatoria.

El famoso hamiltoniano de Black-Scholes Hpg no es hermitico, lo cual es una propiedad de todos
los hamiltonianos en finanzas.

Finalmente presentaremos la ecuacion final de Black-Scholes-Schrédinger ([11]):

oC(t, x) o?(x) OC(t, x) o?(x) oC(t,x)
=~ (lH|C) = — - —( 5 —r)—rC(t,x)

ox

En términos de la variable S = e” y el tiempo ¢, la ecuacién de Black-Scholes-Schrodinger para
los precios de opciones esta dada por (|§]):

oC(t,x) 1, 2 0%C(t, ) oC(t,x)

A A T R T

Hemos probado que usando la ecuacién de Schrodinger y el hamiltoniano de Black-Scholes, se
puede derivar la famosa ecuaciéon de Black-Scholes. Aparece en la forma anterior, puesto que
la variable S es la variable mas usada en la bibliografia sobre finanzas. Esto representa los
fundamentos de la ciencia social cuantica (|§]).

+rC(t,x)

4. Reflexiones finales

El articulo de Vucovic (véase [16]) también muestra un enfoque similar al mostrado aqui con
respecto a la derivacion de la ecuacidon de Black-Scholes a partir de la ecuacion de Schrodinger.

Asimismo el articulo de Yesiltag (véase [17]) muestra la misma relaciéon usando métodos de la meca-
nica cuantica supersimétrica y expresa la solucién mediante polinomios de Laguerre excepcionales,
con lo cual se consigue expresar las soluciones para diferentes valores de o (volatilidad), que en
nuestro caso lo asumimos constante. Ademéas, muestra la relaciéon de la ecuacién de Black-Scholes
con la ecuacion del calor, expresando la solucién mediante polinomios de Hermite.
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En la misma linea, el articulo de Andriopoulos y Leach (véase [I]) muestra también la relacion
entre la ecuacion de Black-Scholes, la ecuacién de Schrodinger y la ecuacion del calor bajo el
punto de vista de ecuaciones lineales de evolucion, donde se trata de encontrar una correlacion
entre las simetrias de Lie de las ecuaciones de evoluciéon con las simetrias de Noether de problemas
analogos de la mecanica hamiltoniana obteniendo asi soluciones de las ecuaciones en cuestiéon, de
tal modo que a cada simetria de Noether de una integral de la accién de la mecénica lagrangiana
le corresponde una simetria en la correspondiente ecuacién lineal de evolucidn.

Finalmente, después de haber presentado las principales diferencias entre la ecuacion de Schro-
dinger, que es una ecuacion fundamental de la mecanica cuéntica, y la ecuacion de Black-Scholes,
que es una ecuacion fundamental de las finanzas, se mostrd que la ecuacion de Black-Scholes se
puede derivar de la ecuacion de Schrodinger usando métodos de la mecanica cuéntica. El método
mostrado mostraria el camino para un lazo mas estrecho entre la fisica cuéntica y las finanzas, lo
que podria ser un instrumento muy util en el estudio de los precios de opciones en el futuro.
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