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La Ecuacion del Calor y de Schrédinger en Espacios con Peso
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Resumen: En el presente articulo se analiza la solucién de la ecuacion del calor y
de la ecuacién de Schrédinger en espacios de Sobolev con peso en RYV. Con pesos en
la clase R, ,, probamos que la ecuacién del calor tiene una tnica solucién u(t) :=
S(t)ug, donde {S(t) := At} />0 ©s el semigrupo analitico generado por el operador

eliptico lineal de segundo orden —A realizado en el espacio de Banach Lj(RM).
También se prueba que el operador de Schrodinger —A — V(z)I, con potenciales
V en espacios localmente uniformes en R genera un semigrupo analitico Sy () :=
ATV (@)Dt Gye preserva orden en Lg(RN ) y tiene los mismos espacios de potencias
fraccionarias del —A .

Palabras clave: Ecuacién del calor, operadores de Schrodinger,espacios con peso,
espacios localmente uniformes, semigrupo analitico, espacios de potencias fracciona-
rias.

The Heat and Schrédinger Equation in Weighted Spaces

Abstract: This article analyzes the solution of the heat equation and the Schrédin-
ger equation in Sobolev space with weight in RY. With weights p in the class
R, p, it is proven that the heat equation hs a unique solution w(t) := S(t)ug, whe-
re {S (t) := eAt} /o 18 the analytical semigroup generated by the elliptic operator

second-order linear —A realized in the Banach space Lj(RY). We also prove thath
the Schrodinger operator —A — V(z)I, with potentials V' in locally uniform sapces
in RY generates an anlytical semigroup Sy (t) := e(A+V (@)Dt that preserves order in
L}(RYN) and has the same fractional power spaces of —A.
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1. Introduccion

En este articulo se estudia la ecuaciéon del calor y de Schrédinger en espacios de Sobolev con
peso en RY. Con pesos de la clase R »1.p, S€ Prueba la existencia del semigrupo analitico asociado
a la ecuacion del calor y de Schrédinger.

En la seccion 2 se presenta la definicién de peso y ejemplos de pesos, se introduce también una
clase de pesos R,
entre espacios de Sobolev con peso y espacios de Sobolev sin peso.

Para los pesos de la clase R, = se establece un isomorfismo J entre espacios con peso LH(RN)

y se formila algunas estimaciones. Se estudia también algunas relaciones

P
y el espacio sin peso LP(RN) via la relacién J(u) = u.p'/?, estas isometrias permiten construir

las inclusiones de Sobolev con peso entre los espacios Lh(RY) y LP(RY).
En la seccién 3, se comienza el estudio con la ecuacion del calor

w—Au=0,z en RV, t>0 (1)
u(0) = up € L(RYN)

Paraelloconl < g<ocoyp€eR se estudia el operador eliptico lineal de segundo orden

p1:P27
—A en el espacio LH(RY). Via el isomorfismo J se le lleva a un operador transformado A en
_1_l 2

LA(RY) que tiene la forma Aw := —Aw + % (%) Vw + [é (%) + W'VPQ'] w

A es una perturbacién de —A, con coeficientes acotados desde que p € R, | oz

Luego se utiliza los resultados conocidos de L4(R*V), los cuales permiten obtener que A es un
operador sectorial en LI(R”Y) y por tanto genera un semigrupo analitico en L(R"V). Obtenida
esta informacién se regresa a los espacios de Sobolev con peso via el isomorfismo J para concluir
que A con dominio Wf’q(]RN) genera un semigrupo analitico {S(t) := eAt}tZO en LH(RN). Se
prueba tambien que el semigrupo {S(t)},, preserva orden en LI(RN).

En la seccién 4, se discute el comportamiento de los operadores de Schrodinger en los espacios
con peso LI(RY) y se analiza las soluciones de

ug — Au =V (x)u, z en RN, ¢ >0 2)
u(0) = ug € LYRY)

Aqui la atencién se enfoca en el Operador de Schrodinger —A — V' (z)I, donde V' pertenece a un
espacio de potenciales, denominados espacios localmente uniformes y denotados por Lg(RN ),
o> % . Se puede asi usar potenciales con singularidades locales y que no decaen en el infinito.

2. Funcion peso y espacios con peso

Funcién Peso
Una funcién p : RN — (0, +00) continua y estrictamente positiva se denomina funcién peso.

Definicién 2.1 Diremos que una funcion peso p : RN — (0,4+00) es una funcién de clase
Ry, py 8

i) pe CORY)

(i) |D%p(z)| < p,.-p(x), parax € RN, |a| =7, con 1 <r <2, r € N y para ciertas constantes
positivas p,. .

Ejemplo 2.1 El peso p(z) := (1+ |z[*)7, 2 € R, v € R verifica las siguientes estimaciones:
IVp(z)| v < 27[p(z) para cada x € RY.
10;0;p(x)| < (49]|y — 1| + 2|y])p(z) para cada i,j =1,2,...,N.
En consecuencia, se tiene que p(z) := (1 + |z|?)7 pertenece a la clase R,, ,, considerando
pr=2"1y pa = A4ylly =11+ 2] -
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Ejemplo 2.2 Si p(z) es un peso de C?(RN) tal que p(z) = '?l, v € R para todo |z| > 1
entonces p € R,, ,,, para ciertos p1, p2 que dependen de 7.

Espacios con Peso

Definicién 2.2 El espacio LP(RY) con peso p, denominado el espacio de Lebesgue con peso, se
define como

Lg(IRN) = {u € Lfoc(]RN) : /]RN lu(z)|P - p(x)dx < oo}, 1<p<oo

con norma
1/p
._ p
loll g, = | [ 1@ pla)i]

Anélogamente se define los espacios de Sobolev con peso ka P(RM).

Definiciéon 2.3 Para k € N, 1 < p < oo denotamos por I/Vl’f)’f(RN) el espacio de las ¢ €
LP (RYN) que tienen derivadas direccionales D*¢ € LF (RN) para todo |a| < k. También defi-
nimos Wf’p(]RN) como el espacio de Banach que consiste de todas las ¢ € VVZIZ’p(]RN) tal que la

C
norma
— (6
1001y = D0 10701y, < 0
lal <k

Observacién 2.1 Si el peso es tal que 0 < m < p(x) < M, para cada © € RV, entonces
los espacios Lh(RYN) coinciden con los espacios LP(RY), con norma equivalente y de la misma

manera se tiene que los espacios de Sobolev con peso ka’p(IRN) coinciden con los espacios de
Sobolev standard sin peso WHP(RN).

Establecemos ahora un isomorfismo isométrico entre espacios de Lebesgue con peso y espacios
de Lebesgue sin peso, el cual nos va permitir trasladar consideraciones y propiedades de estos
ultimos a los primeros.

Proposicién 2.1 Sea 1 < g < oo, p€ R, ,,. La aplicacion

J o LIRN) — LIRN)

u — J(u) = u- p/e
es un isomorfismo isométrico.
Demostracién:
Sea u € LH(RY) entonces
ity = [ @I plo)ds < 00, 1< g < o0 )
Veremos que u - p'/9 € LI(RYN).
O, = [ J0(0) - 99 P
= [ @)l oo
RN
= HuH‘ig(RN) < 00

PESQUIMAT 27(2): [11]-220] 13
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La udltima igualdad a la derecha es finito por .
Luego se tiene que

En consecuencia la aplicacién J estd bien definida. Es claro que J es lineal, inyectiva, sobreyectiva
pues dado w € LI(RYN) existe u € LE(RY) tal que J(u) = w, es decir, u - p'/9 = w del cual
tenemos u = w - p~ /9. J es continua y por el teorema de la aplicacién abierta tiene inversa
continua. Por tanto es un isomorfismo. De la ecuacién J es una isometria.

Observacién 2.2 Observese que mediante la aplicacion J podemos definir normas equivalentes
en los espacios Lg(RN) , 1 < q < oo de la siguiente forma:

aj

HuHLg(]RN) = Hup Lq(]RN) (5)

3. La ecuacion del calor

En esta seccién se estudia y formila resultados concernientes a la ecuacién lineal del calor
en los espacios con peso L3 (RY)

w—Au=0,zeRY,t>0.

Se demuestra que el operador eliptico lineal de segundo orden —A realizado en el espacio de
Banach Lg(IRN ) con un peso de la clase p € R, ,, es tal que, A genera un semigrupo analitico.
Las ideas principales a seguir abajo son como sigue:

Se toma X = LH(RY) e Y = LI(RY) y se considera el isomorfismo isométrico definido entre X
e Y por la relacién de la forma J(¢) := ¢p*/9.

Sea el operador —A actuando en el espacio Lg(]RN ), usando el isomorfismo isométrico J y
se obtiene un nuevo operador A actuando en LI(RY). Al estar p en la clase Ry, p,, se pueden
aplicar resultados conocidos en estos espacios, como es que A con dominio W24(RY) realizado
en LI(RY) es un operador sectorial. Seguidamente via lema y el hecho que J es biyectiva se
consigue que —A es un operador sectorial en Lj(R™) con dominio VVp2 (RN,

A continuacién se enuncia una definiciéon y un lema para la demostracion.

Definicién 3.1 Sea k > 1, a € R y 6 €]0,7/2[. Diremos que un operador lineal
A:DA)CY =Y
es (k,0,a)— sectorial en el espacio de Banach'Y si el sector
Sap={2€C :0<|arg(z —a)| <7} U{a}

estd contenido en el comjunto resolvente de A y se verifica la desigualdad siguiente

1A —4)7

para cada X € Sy . [2](1981, p. 18)
A continuacién presentamos un resultado que es un caso particular del Lema 5.1 en [3].

Lema 3.1 Sea Y un espacio de Banach y A : D(A) CY — Y un (k,0,a) operador sectorial.
Supongamos ademds que X es otro espacio de Banach tal que existe un isomorfismo lineal
¢: X =Y entonces
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i) El operador Ay := ®1A® : D(Ay) C X — X con dominio D(Ay) = ¢~1(D(A)), es un
(k,0,a) operador sectorial en X, con k = ||¢||||¢~Y|| k. Ademds los conjuntos resolventes
de Ay y A coinciden y los semigrupos estan relacionados por la formula

e—A¢t — @—1 G_At(ﬁ.

ii) Si el operador A estd densamente definido entonces para cada oo > 0, ® es un isomorfismo
de X“ en Y%, y si ¢ es una isometria se tiene que ® es una isometria entre X% y Y<,
donde X e Y son los espacios de potencias fraccionarias de A, y A respectivamente

El resultado que enunciamos a continuacién es un caso particular del Teorema 5.1 en [3] .

Proposicién 3.1 Sea p € R, ,,. El operador lineal no acotado —A en LY(RYN) con dominio
Wg’q(RN), es tal que, A genera un semigrupo analitico {S(t) = eAt}t>0 que preserva orden en

LIRN), para 1 < q < 0o y la ecuacion lineal

uw—Au=0, en RN,t >0
u(0) = ug € LI(RYN)

tiene una unica solucion u(t) == S(t)ug para t > 0.

Demostracién:
La demostraciéon se sintetiza en el siguiente diagrama conmutativo:

—-A

Lg(RN ) Lg(RN)
u —Au
J J
L9(RN) A LI(RN)
w = upl/q A(w) := —Aupl/q

Sea el operador eliptico —A actuando en u € L%(]RN ). Por el isomorfismo isométrico J, lo
llevamos al espacio LI(R”Y) de la siguiente manera, se multiplica —Au por p'/% y se considera
que u = wp~ 7 con lo cual se obtiene

Aw = (—Au)pt? = —A(wpH)p/a
2 1 /A 11 2
e () [ (20 L 0
g\ p g\ »p q p

Entonces A es un operador en LI(RY) que tiene la misma parte principal que el operador —A.
Puesto que p € R,, ,, y A tiene los coeficientes acotados se pueden aplicar los resultados debidos
a Amann, Hieber , Simonett dados en [I], obteniendose que A realizado en L¢(R™V) con dominio
W24(RN) es un operador sectorial en LY(RY). Luego aplicamos el lema con lo cual se
obtiene que —A con dominio W,? “Y(RN) es un operador sectorial en LH(RY) y por tanto A
genera un semigrupo {S (t) := eAt} 1>o analitico en L}(RYN) y la ecuacién lineal

u—Au=0, en RV,t >0 (6)
u(0) = ug € LH(RY)

PESQUIMAT 27(2): [11]-220] 15
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tiene una tinica solucién u(t) := e*tug para t > 0.

Formalmente la solucién de @ estd en su forma integral dado por la convolucién del nicleo
del calor con la condicién inicial

_Jz—y?

u(t, z) = S(t)ug = (4nt)~N/2 /R e )y (7)

de este hecho se prueba que el semigrupo {S (t) == em} />0 Preserva orden en LIRN).

En efecto, sea ug > 0, con ug € Lg(]RN ) entonces por el lema existe una sucesién
ugn € LYRY) N LYRY) con ugy, > 0 tal que ug, — ug en LE(RY).

Por la continuidad del semigrupo {S(t) := eAt}t>O tenemos que S(t)ug, — S(t)ug en LI(RYN).

T
Por la forma integral de la solucién de (H), S(t)ugn(x) = (4art)~N/2 o=t uon (y)dy se si-
N

gue que S(t)ug, > 0, por lo cual se concluye que S(t)ug > 0, vt > 0.
La proposicién anterior es un caso particular del Teorema 5.1 en [3].

4. Operadores de Schrodinger en Espacios con Peso

Por su importancia en las aplicaciones se estudiara el comportamiento de los operadores de
Schrodinger en espacios con peso.
Supongamos que p € R, ,,. Aqui se expone los resultados para la solucién de la ecuacién
parabdlica lineal
ou—Au = V(z)u,z € RN, >0
{0 2 e Sy ®)

A continuacién se introduce un espacio de potenciales, denominados espacios localmente
uniformes y denotados por Lf; (RY), 1 < o < 00 definido como

LG(RY) = {¢ € Lio(RY) : sup /B( ) [6(y)|°dy < OO}

zeRN

con norma
ol g @ny = sup ||9][Lo(B,1))-
zeRN

Enfocaremos nuestra atencién en el operador —A —V (z)I, donde V es un potencial en Lg% (RY),
o> % , 0 > 1, permitiendo asi usar potenciales con singularidades locales y que no decaen en
el infinito.

Se probard que para q < o, el operador de Schrodinger —Au — V' (z)u es tal que A + V(x)I
genera un semigrupo analitico en Lg(IRN ). En la prueba, trataremos al operador de Schrodinger
como una perturbacion del operador de Laplace.

Teorema 4.1 SiV € LG (RY) con o >
genera un semigrupo analitico, Sy (t) = , que preserva el orden en LY(RY) para cada
1 < g < o y tiene los mismos espacios de potencias fraccionarias del —A.

% , 0> 1 entonces A+ V(x)I, con dominio WpZ’q(IRN)
(A+V(2)D)t

Demostracion:

De la Proposicion se tiene que —A con dominio Wp2 “Y(RN), es tal que, A genera un semigrupo

analitico Sy (t) := ATV @D que preserva orden en L(RY) para cada 1 < ¢ < o0.
Denotamos por P el operador de perturbacién lineal, definido de la siguiente manera,

P:L(RY) — L}RN)
u = Pu)(x)=-V(x)u(r)

16 PESQUIMAT 27(2): [11]-220]
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1 1
Se probara que P es acotadosi —+—-=-y 1 <¢g<o.
o r q

Para ello, primero se descompone R en cubos de la siguiente forma:
para cada i € Z, denotamos por @; al cubo abierto en RY centrado en i, con lados de longitud
1 y paralelos a los ejes. Entonces Q; N Q; =) parai # j y RN = U Q;.

ieZN
Aplicamos la desigualdad de Holder

Wallyuw, = [ V@I @)l pla)da
= X | @’ (ua i)
i€ZN
1/6 1/6
< X | e as] [/ @)l (o) de]
iezZN
1 1 . .
donde 7 + o= 1, haciendo o = ¢’ y r = ¢0 se obtienen §' = % y 0= g
/o q/r
- ¥ |f e r“dm] [ @
icZN Qi
1 1 1
— q 1/q|4 4z
S IVl gy 1P gy + com 5+ 5 = = Q
icZN
lo cual es posible desde que 1 < ¢ < 0.
Por las inclusiones de Sobolev
2 1 1
W4(Q;) < L*(Q;), con s tal que N g~ s
y con constantes independientes de 1.
Como % = % + % , considerando la hipotesis o > ﬂ conseguimos ¢ < r < 8.
Por interpolacién con 1 = 91 +(1—-0)Lse obtlene
lup 19, 0 < Nup 8 Ml o410,
(1-0
< lup Ny, e ?I1%,

Por la desigualdad de Young se obtiene

o914, g0y < ellupL as T Ce llw o300,

y por tanto
1Pl gy < S VI g0 1o Il 0,
iezZN
< HVHqg(RN)‘ Z |:€Hupl/q|‘(11/v2,q(Qi)+CEHUP1/qH%q(Qi)}
iezN
< VI vy - [l gy + Cellup 1% |

Renombrando los coeficientes se llega a la desigualdad

Vullfogmay < ellull]

— 2q(]RN) +C€HUH%2(RN)

PESQUIMAT 27(2): [11]-20] 17
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Por un teorema de perturbacién, ver [2], Teorema 1.3.2 , se tiene que A + V(x)I genera un
semigrupo analitico en L}(RY).

Ahora se probara que el operador —A — V(z)I tiene los mismos espacios de potencias
fraccionarias del —A, para ello, segin el Teorema 1.4.8 en [2] sera suficiente probar que

[|Vul| <C HuHHgaﬁq(RN),para algin 0 < a < 1.

L®N)
Acotaremos por arriba la desigualdad (@, la cual es

1 1 1
V 1/ 4 11

|| Lq(]RN) Z H ||L0(Q> |u,0 ‘IHLT(Q) , con . + o=
i€ZN

y para ello usaremos las siguientes inclusiones
N N
H?*(Q;) = L'(Qi), para 20 — — > —— , 0 < < 1
q r

con constantes independientes de 1.
Usando la relacion que cumplen o, r y ¢ dados en @ se tiene que 2o > %, lo cual es posible
para cierto 0 < a < 1 ya que o > ﬂ . De aqui conseguimos

Lg (RV) Ly (RN
icZN

H2a,q (]RN)

IVullly vy = ClIVII D el o S CIVIE, o llupt 7))

donde la tltima desigualdad se debe al lema [4.2] enunciado més abajo.
Andlogamente a la observacion [2.2| para espacios de Sobolev con peso, las normas HuHHh,q(RN)
P

1 q . .
y [|up"/ HH2a,q<1R ~, SOn equivalentes, concluimos que

[Vl CHVHq

Lq ]RN) ]RN HUH 2(1 q(]RN)

para cierto 0 < a < 1.

Finalmente, se prueba que el semigrupo analitico generado por el operador A 4+ V(z)I con
Ve LZ(RN), con o >1, 0 > & preserva orden en Lg(]RN), para 1 < ¢ < o.
En efecto, esto se logra usando un argumento de densidad, pero antes mencionamos que el
semigrupo generado por A + V(z)I, con V como antes, preserva orden en LI(RY) para 1 <
g < oo, para mayores detalles ver [4] . Sea f >0, con f € L1 (RY) entonces existe una sucesién
fn € LYRN) N LZ(IRN), con f, > 0 como en el lema |4.1{tal que f, — f en Lg(RN). Entonces
por la continuidad del semigrupo S(t)f, — S(t)f en LZ(RN ) y como S(t)f, > 0, concluimos
que S(t)f > 0, para cada t > 0.
Los resultados aqui, son un caso particular del Teorema 5.2 en [3].
Lema 4.1 LP(RY) N LH(RY) es denso en LH(RY), para 1 < p < .
Demostracién:
Se probard que dada f € LH(RY) existe una sucesién {f,} € LH(RY)N LP(RY), tal que f,, — f
en LH(RYN).

Consideremos la sucesiéon

flx) st xze€ B(0,n)

fnlz) = { 0 si z¢ B(0,n)

Veamos primero que la sucesién f,, € LP(RY).

En efecto,
[ @pria = [ jfapds
RN B(0,n)

1
< — |[f ()" pl)d
L(O n)

MiNgzeB(0,n) p(l’)
< o0

18 PESQUIMAT 27(2): [11]-220]
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Ahora veamos que f, — f en LH(RY).

En efecto,
/ |fn(@) = [(@)[Pp(x)dz = /I |f(@)[Pp(a)dz — 0, puesto que f € Ly(RY).

Lema 4.2 Sea el cubrimiento de RY por los cubos {Q;} del Teorema . Entonces como

D 1P 1740y < ClI@II] gy, para cada @ € LY(RYN).

]

Z 121152.0() < ClI®I G20y para cada @ € H*I(RY).

Se tiene que, para cada 0 < o <1,

3 100 ina g < P yangury o pore todo © € HH(RY).

5. Conclusiones

» Un primer resultado que se enuncia en la Proposicién [3.1] de la seccién 3, es el siguiente.
Seap € R, , . El operador lineal no acotado —A en LY(RN) con dominio W77 (RN), es tal

que, A genera un semigrupo analitico {S (t) := eAt} 40 due preserva el orden en Li(RN),
para 1 < g < 4+o00. Por tanto, la ecuacién tiene una tnica solucién u(t) := e*tug para
t>0.

= Un resultado en la seccién 4, que se enuncia en el Teorema es el siguiente. Para cada
1 < ¢ < o, con potenciales V € Lg(IRN), con o > & 0 > 1, entonces A + V(x)I con
dominio Wp2 9(RN) genera un semigrupo analitico, Sy (t) := e(A+V @)D que preserva orden
en Lg(IRN ) para cada 1 < ¢ < o y mantiene invariante la escala de espacios del —A.

= Los resultados obtenidos en el Lema Proposicién y Teorema son un caso
particular del Lema 5.1, Teorema 5.1 y el Teorema 5.2 de [3].
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