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Maximalidad Proyectiva sobre Extensiones H-cerradas de un espacio de Hausdorff
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Resumen: Este articulo contiene una visién moderna del estudio de las extensiones
H-cerradas de un espacio de Hausdorff X. Se plantean varias preguntas: ;Cémo se
pueden construir extensiones H-cerradas? ;Es posible comparar estas extensiones?
De ser asi, ;existe una extensién maximal? Se responde afirmativamente a estas pre-
guntas, demostrando que la extensién de Katétov es la extension H-cerrada maximal
buscada. Ademads, se presentan aplicaciones a la teoria de extensién de funciones y
espacios HC-completos.

Palabras clave: Espacios de Hausdorfl; Filtros abiertos; Extensién de Katétov.
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Abstract: This article presents a modern view of the study of the H-closed ex-
tensions of a Hausdorff space X. Several questions are posed: How can H-closed
extensions be constructed? Is it possible to compare these extensions? If so, does a
maximal extension exist? These questions are answered affirmatively, demonstrating
that the Katétov extension is the desired maximal H-closed extension. Furthermo-
re, applications to the theory of extension of functions and HC-complete spaces are
presented.
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1. Introduccion

En [I], el término “ extensién de un espacio” implica crear un nuevo espacio a partir de

uno existente de manera que incluya al espacio original como un subespacio denso. Una razén
importante para estudiar estas construcciones de extensiones es la capacidad de transformar un
problema planteado en el espacio original a su extensién, lo que a menudo facilita la resolucién
del problema.

Katétov mostré un resultado muy importante: Dado un espacio de Hausdorff X, se puede encon-
trar un espacio H-cerrado kX en el cual se puede sumergir densamente X. Este nuevo espacio
kX es llamado extension Katétov de X. Ademads, Katétov construyé «X anadiéndole a X la
clase de todos los ultrafiltros abiertos libres (no convergentes) y asi definié una base para la
topologia de este nuevo espacio kX .

Inspirados en los resultados presentados en [I], [3] y [4], surgen varias cuestiones importantes:
la posibilidad de realizar la construccién explicita de la extension de Katétov sobre el espacio de
los niimeros reales con su topologia usual, utilizando filtros; los métodos para construir extensio-
nes H-cerradas en espacios de Tychonoff y, en general, en espacios de Hausdorff; las propiedades
que posee la extension de Katétov de un espacio de Hausdorff; y las aplicaciones practicas de la
extensién de Katétov. Este articulo amplia la comprensién de las extensiones H-cerradas especifi-
camente en espacios de Tychonoff y Hausdorff, lo cual se relaciona directamente con estudios
realizados por Katétov en [2].

En este articulo presentaremos los principales conceptos de teoria de filtros ya que el nuevo
espacio kX se forma mediante la unién de X y la clase de ultrafiltros abiertos libres. El pro-
cedimiento de compactificacién proporciona extensiones H-cerradas, con la condicién de que el
espacio sea Tychonoff. Sin embargo, para construir una extensién H-cerrada para cualquier es-
pacio de Hausdorff, se recurrird a las extensiones de Katétov. La construccién de las extensiones
de Katétov se basara en la teoria de filtros, el mérito que se tiene en el presente articulo es que
podemos tener explicitamente un ejemplo de un ultrafiltro abierto libre sobre R (en la Proposi-
cion ) y con ello generalizar la idea para un ultrafiltro abierto libre sobre cualquier espacio
Hausdorff. Al final se presentaran aplicaciones que aprovecharan directamente esta construccion
en espacios de Hausdorff.

2. Teoria de Filtros

Se recordara la teoria de filtros, dado que resultard beneficiosa para la construccién de la
extensién de Katétov. Especificamente, se utilizard para describir los espacios H-cerrados.

Definicién 2.1 Sea (X,T) un espacio topoldgico. Se dice que § C T es un T-filtro o filtro
abierto si se satisface:

1. 0¢5F
2. St I, Fy € §, entonces F1NFy € §.
3. SiFieF yFbyeT con Fy C Fy, entonces Fy € §,

Nota 2.2 Denotaremos por Tx a la topologia sobre X. Si no hay ambigiedad sobre el espacio,
simplemente escribiremos T .

Ejemplo 2.3 Sea (X, T) un espacio topolégico y x € X. Luego T (x) ={U € T: U es vecindad
abierta de x} es un filtro abierto sobre X. T (x) es llamado el filtro de vecindades abiertas
de x.

Demostracion. Se satisfacen las siguientes condiciones:
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1. 0 & T(x), ya que O no es vecindad abierta de x € X.

2. Sean Uy, Uy € T (x), entonces tanto Uy como Uz son vecindades abiertas de x.
Luego, Uy NU; € T (z).

3. SeaU €T (x) yVeT conUCV, claramente se concluye que V € T (x).
Por lo tanto, T (x) es un filtro abierto sobre X. O

Ahora, se presenta la nocién de filtro fino, la cual serd tutil para realizar comparaciones
entre los T-filtros de manera similar a como se llevaba a cabo con las topologias sobre un
conjunto.

Definicién 2.4 Sean § y & T -filtros (o simplemente filtros) sobre un espacio X. Diremos que
& es mds fino (0 equivalentemente menos grueso) que §, si § C &.

En el ambito de la topologia, los filtros son herramientas fundamentales para comprender
la convergencia y la continuidad en un espacio topoldgico. A continuacién se representard a la
coleccién de puntos en X que estén “cerca” de los elementos del filtro abierto.

Definicién 2.5 Sea § un T-filtro en el espacio X y clx(F') denota cerradura de F en X.
El conjunto ({{clx F : Fe §} es llamado adherencia de § y se denotard por adx(§). Si
adx (§) # 0, se dice que § es un T -filtro fijo, caso contrario se dice que es un T -filtro libre.

A continuacién, se presenta la definicién de convergencia de filtros abiertos ya que es
importante para estudiar y entender las propiedades topoldgicas de un espacio.

Definicién 2.6 Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea § C T un filtro abierto en X conx € X.
Se dice que § converge a x, denotado por § — x, si T(x) C §. Al conjunto de puntos tal que
§ converge, se denotaremos con c(§). Se tiene c(§) C ad(F).

Nota 2.7 En el caso § fuese un ultrafiltro, se tiene que ¢(§) = ad(F).

Se presentara la definicién de ultrafiltro abierto y se demostraran algunos resultados que seran
de utilidad en el desarrollo del articulo.

Definicién 2.8 Se dice que U es un T -ultrafiltro (o ultrafiltro abierto) si es un filtro abier-
to maximal con respecto a la inclusion. Es decir, no existe un filtro abierto mds fino que él.
Denotaremos con U(X) al conjunto de todos los ultrafiltros abiertos sobre X.

Segun la Proposicion se tiene que todo T-filtro se puede extender a un 7 -ultrafiltro.

Proposicién 2.9 (Tarski) Todo T -filtro sobre un conjunto puede extenderse a un T -ultrafiltro.
Demostracion. Sea § un T-filtro y (F, C) representa el conjunto de todos los T -filtros que
contienen a §, parcialmente ordenado por la relacion de inclusion (C).

Afirmacion: Si C es una cadena (o conjunto totalmente ordenado) de T -filtros respecto a la
inclusion, entonces | JC es T -filtro. En efecto, se satisfacen

1. 0 € JC, pues C es una cadena de T -filtros.

2. Desde que C es una cadena, entonces para cualesquiera A, B € | JC, eziste
C €C tal que A, B € C. Como C es filtro, entonces AN B € C y por tanto AN B € |JC.

3. Sean A€ |JC y AC B e T. Por verificar que B € | JC.
Como A € |JC, entonces 3C € C tal que A € C y como A C B € T, como C es filtro, se
tiene que B € C. Asi, B € |JC.
Por lo tanto, |JC es un T -filtro.

Si C es una cadena en (§,C), entonces |JC es un filtro que contiene a § y es una cota
superior para C, por el Lema de Zorn existe un elemento maximal U € §, entonces U es
ultrafiltro abierto. O
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Se deja para el lector realizar a detalle la demostracién de las siguientes proposiciones.
Estas seran de mucha utilidad para probar los principales resultados de este articulo.

Proposicién 2.10 Sea U es un ultrafiltro abierto sobre (X,T). Si U es un subconjunto abierto
de X, se tiene: {UNV %0 para todo Vel < U € U}.
Demostracion. =) Fijado V € U, se define un ultrafiltro abierto §y = {G : UNV C G}.

Sequidamente, se tiene que |J v es un filtro abierto. Ademds se tiene que |J Sy = U. Asi,
vVeu veu
para cada V € U, entonces U NV € U. Por lo tanto, U € U.

<) Sean U, V € U, entonces UNV €U. Como ) ¢ U, entonces UNV # . O

Corolario 2.11 Seald es un ultrafiltro abierto sobre (X, T). Si Uy, Uy son subconjuntos abiertos
de X yUrUUy €U, entonces Uy €U o Uy €U.
Demostracion. La prueba es inmediata usando la Proposicion (2.10. O

Proposicion 2.12 Sean X, Y espacios topoldgicos tales que X es un subconjunto abierto de
Y yey(X) =Y. SilU es un ultrafiltro abierto sobre X, entonces & :={ G: G abierto en Y y
GNX €U} es ultrafiltro abierto sobre Y. Ademds, U — t si y solo si & — t.

Demostracion. Se verifica que & es un filtro abierto sobre Y. Luego, si se supone que & es un
ultrafiltro abierto, entonces se tiene & =U.

Ademds, sild — t en X, luego toda vecindad abierta U de t estd contenida en U. Como U C &,
entonces por la Proposicion se tiene que & — t.

Reciprocamente, si & — t, luego todo subconjunto abierto U que contiene t en'Y estd contenido
en &. Desde que X es denso y abierto en'Y , para cualquier U € & se tiene que UNX € U. Por
lo tanto, U — t. O

Proposicién 2.13 Sean X e Y espacios topoldgicos tal que X es abierto enY ycly(X) =Y.
Si & es ultrafiltro abierto sobre Y, entonces § = & NX = {GNX : G € B} es un ultrafiltro
abierto sobre X. Ademds, § — t si y solo si & — t.

Demostracion. Como X es un subconjunto denso y abierto en'Y, entonces se tiene que X € .
Entonces, U = {V € &:V C X}. Asi, U es un ultrafiltro abierto sobre X y & = {G: G es
abierto en' Y, GNX € U}. Ademds, por la Proposicion se tiene que U — t si y solo si
6 —t. U

Proposiciéon 2.14 Si h : X — Y es una funcion continua de X sobre Y entonces para todo
Ty -filtro §, h™1(F) es un filtro abierto sobre X.
Demostracion. La prueba es inmediata usando teoria de conjuntos. (Il

3. Espacios H-cerrados

Se presentara el concepto de un espacio H-cerrado, en cierta forma son una generalizacién
de los espacios compactos pues si X es un subespacio compacto del espacio de Hausdorff Y
entonces X es cerrado en Y.

Definicién 3.1 Un espacio X es H-cerrado (o absolutamente cerrado) si X es cerrado en
todo espacio de Hausdorff que contiene a X como subespacio.

3.1. Caracterizacion de los espacios H-cerrados

A continuacién vamos a caracterizar a los espacios H-cerrados usando filtros. En la siguiente
proposicién se caracterizara a los espacios H-cerrados en términos de filtros, ya que nos permitira
comprender la estructura topoldgica de las extensiones H-cerradas.
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Proposicién 3.2 (Porter [1]) Sea (X,T) un espacio de Hausdorff, entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. X es H-cerrado.
2. Todo filtro abierto sobre X tiene adherencia no vacia.
3. Todo ultrafiltro abierto sobre X tiene adherencia no vacia.

4. Para todo recubrimiento abierto de X, existe una subfamilia finita cuya union es densa en

X.

En lo que sigue, se escribird T para referirse a la topologia usual en R.

Proposicién 3.3 R no es H-cerrado.
Demostracion. Sea (R, Tr) un espacio topoldgico y

F={U€Tr:Im€EZ con]—oo,m[C U}

Afirmacion: § es filtro abierto libre sobre R.
En efecto, pues se satisfacen

1. ReF, 043

2. SiUy y U € F, entonces existen my, ma € Z tal que | — oo, mq[C Uy,
| — 00, ma[C Usa. Luego, sea n = min{my,ma}, se tiene que | — oco,n[C U3 NUs

3. SeaU e€FyV eT conlUCV. Setiene que | —oco,m[C U C V. Asi, V € §. Por lo tanto,
T es un filtro abierto sobre R.

Ademds, desde que | — co,n[C U, entonces (cl(U) C () — co,n[= 0. Por lo tanto, § es filtro
abierto libre sobre R. Asi, se tiene que (R,Tr) no es H-cerrado ya que existe un filtro abierto
libre. O

3.2. Caracterizacion de los espacios compactos usando filtros

Proposicién 3.4 Sea (X,T) un espacio topoldgico. X es compacto si y solo si cada ultrafiltro
abierto U en X converge al menos a un punto.

Demostracion. (=) Supongamos que existe un ultrafiltro abierto U que no converge a ningin

punto. Entonces, podemos elegir para cada x € X una vecindad abierta V, C X tal que V, € U.
Asi tenemos el recubrimiento {V,},ex de X. Como X es compacto, este tiene un subrecubri-
miento finito {Vy,}7_,. Como ninguno de los conjuntos del recubrimiento estdn contenidos en
U, este contiene completamente a {V}i_,. Pero Nie; Vi = 0. Ademds, como los ultrafiltros
abiertos son cerrados bajo intersecciones finitas, entonces ) € U y esto es una contradiccion.
Por lo tanto, cada ultrafiltro U converge a un punto.
(<) Supongamos X no es compacto. Sea C un recubrimiento abierto de X sin subrecubrimiento
finito. Luego C/, la coleccion de complementos de los conjuntos en C, tiene P.I.F (propiedad de
interseccion finita) y puede ser extendido a un ultrafiltro U. Podemos asumir que U converge
a algun x € X. Como C cubre X, existe un abierto V € C tal que x € V. Por definicion de
convergencia, V. € U. Pero V¢ € C' que estd contenida en U, entonces U contiene aV y a VE y
esto no es posible. Por lo tanto, X es compacto.
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3.3. Espacios compactos vs espacios H-cerrados

A continuacién, se analizard la relacién entre los espacios compactos y los espacios H-
cerrados.

Proposiciéon 3.5 Un espacio H-cerrado y regular es compacto.

Demostracion. Consideremos C un cubrimiento abierto de X. Para x € X existe una vecindad
abierta V, € C. Como X es regular, entonces por caracterizacion de espacios requlares se tiene
x € Uy con cl(Uy) C V. Por otro lado, como X es H-cerrado, entonces por la Pmposicio’n
existe una familia finita {Uy: x es finito} tal que X = cl(U{Uz: x es finito}) C |J{Vz: = es
finito}. Por lo tanto, X es compacto. [l

Proposicién 3.6 Un espacio X de Hausdorff y compacto es H-cerrado.

Demostracion. Como X es compacto, entonces todo recubrimiento abierto tiene un subrecubri-
miento finito. Ademds como X es Hausdorff, entonces dicha unién del subrecubrimiento finito
es denso en X. Ademds por la Proposicion|3.4 se tiene que X es H-cerrado. [l

Proposicién 3.7 No todo espacio H-cerrado es compacto.

Demostracion. Sea Y = {(2,1) :n € N,lm| € N} U{(2,0) : n € N)} C R? con la topologia
heredada de Tgz. Sea Z =Y U{q",q"}, donde q*,q~ € Z\Y.

Un subconjunto U es abierto en Z si y solamente si se verifican las tres condiciones siguientes:
(WU NY es abierto en Y .

(2) Si gt € U implica que Ir € N tal que {(=,
(3) Siq~ €V implica que Ir € N tal que {(
Esto nos define una topologia Hausdorff en
Afirmacion 1: Z es H-cerrado:

Sea C un recubrimiento abierto de Z, luego existen subconjuntos abiertos U, U~ de C tal que
qt € Ut yq € U™. Entonces, existe algin r € N tal que Z\clz(UT UU™) C {(%, Ly:n <
r,|m| € N}U{(2,0) : n < r} = D. Pero D es compacto, entonces Z = clz(UTUU~)U(

[UTUU~ U (JC)]. Por lo tanto, Z es H-cerrado.

Afirmacion 2: Z no es compacto

Se sabe que {(1,0) :n € N)} es cerrado, discreto e infinito en Z.

Por lo tanto, Z no es compacto. [l

L Ly:n>r,meN} contenido en U.
L Ly:n>r —meN} contenido en U.
Z

Proposicién 3.8 Si (X, T) es H-cerrado y U € T, entonces clx(U) es H-cerrado.
Demostracion. Ver la Proposicion 1.5.4 en [J]. O

Proposicion 3.9 Un espacio es compacto y Hausdorff si y solo si este es H-cerrado, semirequ-
lar, y Urysohn.

Demostracion. =) Sea X wun espacio de Hausdorff y compacto, entonces X es H-cerrado.
Ademds, X es reqular, en particular X es semiregular. Sean p, ¢ € X con p # q entonces
se tiene que X\{q} es una vecindad abierta de p y como X es regular, entonces eziste una
vecindad abierta W de p tal que W C cl(W) C X\{q}. Andlogamente para X\cl(W) (vecindad
abierta de q) se tiene que existe una vecindad abierta U de q tal que U C cl(U) C X\cl(W).
Ast, (W) N el(U) = 0. Por lo tanto, X es Urysohn.

<) Considere X un espacio de H-cerrado, Urysohn y semiregular. Por la Proposicion para
mostrar que X es de Hausdorff y compacto es suficiente con verificar que X es reqular. Con-
sideremos un D cerrado en X y p € D¢. Como X es semireqular, entonces existe un abierto
regular U conp € U C D¢. Sea V = X\cl(U), entonces X es regular. |

A continuacién se dard un ejemplo en el cual se tiene un espacio que no es compacto y por tanto,
haciendo uso de la proposicién dicho espacio no es Urysohn.
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Ejemplo 3.10 El espacio Z como se definié en la Proposicion [3.7, no es Urysohn, pues Z es
semiregular

Es claro que Z\{q",q"} es un abierto en Z que es semireqular. Sea U un abierto bdsico de
gt en Z. Entonces eziste k € N tal que Ut es de la forma UT = {g"}U{(X, 1) :n >r, y
m,n € N}. Entonces clz(U') = U U{(£,0) : n>r,n € N}. Como {(,0) : n > r,n € N} es
un subespacio cerrado y nunca denso de Z, entonces intz[cly(UT)] =U™.

En lo que sigue del presente articulo, escribiremos X para referirnos a un espacio semiregular

X.

Proposicién 3.11 (X, 7) es H-cerrado si y solo si X5 es H-cerrado.
Demostracion. Ver la Proposicion 1.5.4 en [5]. O

4. Extensiones H-cerradas

En esta seccion se estudiaran las extensiones H-cerradas y se planteara una pregunta crucial
que serd desarrollada en este articulo para un caso particular, dejando al lector la tarea de
realizar la prueba del caso general.

Definicion 4.1 Se dice que Y es extension de un espacio X si este es subespacio denso de
Y. Denotaremos con E(X) a la coleccion de extensiones de X tal que dos elementos distintos
de £(X) no son homeomorfos y cualquier extension de X es homeomorfa a alguna extension de

E(X).
Definicién 4.2 Dados Y1, Yo en E(X), se dice que Yo > Y1 si Y1 es subconjunto de Ys.

Definicién 4.3 Sea ) # H C £(X) para un espacio X. Se dice que Y € £(X) es un mdximo
proyectivo en H si Y € H eY > Z para todo Z € H. En este caso, > recibe el nombre de
orden proyectivo.

Definicién 4.4 Sea un espacio X, denotaremos con Ec(X) ={Y € E(X) : Y es compacto} al
conjunto de las extensiones compactas (compactificaciones) de X.

Proposicién 4.5 E(X) # 0 si y solo si X es Tychonoff.

Demostracion. (=) Como Ec(X) # 0, entonces existe una extension compacta Y. Luego X es
compacto y Hausdorff. Entonces, X es normal y asi se tiene que X es Tychonoff.

(<) Como X es Tychonoff, entonces X es compacto. Por lo tanto, Ec(X) # 0. O

Definicién 4.6 Sea un espacio X, denotaremos con Eg(X) ={Y € E(X) : Y es H-cerrado} al
conjunto de las extensiones H-cerradas de X.

Ejemplo 4.7 El espacio Z definido en la Proposicion es una extension H-cerrada de N,
ya que N se puede identificar con el subespacio {(X, L) :n € N,|m| € N} C Z el cual es un

n’m
subespacio denso en Z.

El siguiente Lema nos serd 1til para probar que el Teorema 4.9

Lema 4.8 Sea X un espacio. Entonces X es compacto si y solo st H-cerrado y Urysohn.
Demostracidn. La prueba es inmediata usando la Proposicion[3.9 Il

El siguiente teorema nos muestra la forma de conseguir compactificaciones a partir de exten-
siones H-cerradas.
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Teorema 4.9 Sea X un espacio. Sea Y una extension H-cerrada y Urysohn de X. Entonces se
tiene que Yy es una compactificacion de X.

Demostracion. Por el Lemal[].8, el espacio Ys es compacto y asi se tiene que Ys es una compac-
tificacion de Xs. O

Ahora, se responderi a la siguiente interrogante: ; Cémo se puede construir extensiones
H-cerradas?. El procedimiento de compactificaciéon nos da extensiones H-cerradas siempre que
el espacio X sea Tychonoff. Pero, ;cémo se puede construir una extensién H-cerrada
para cualquier espacio de Hausdorff?. Se realiza utilizando la extensién de Katétov. A
continuacion, se estudiard la extensién kR (extensién de Katétov de R) y quedard para el lector
generalizar la idea para cualquier espacio Hausdorff X.

5. La extension de Katétov de R

En esta seccion mostraremos los pasos a seguir para construir la extensiéon de Katétov del
espacio euclideano denotado por xR.
En el siguiente lema se verificard que existe un ultrafiltro abierto libre sobre R.

Lema 5.1 (Paso 1) Existe un ultrafiltro abierto libre sobre R.
Demostracion. Por la Proposicion existe un filtro abierto libre sobre R. Por el Lema de Zorn,
existe un ultrafiltro abierto libre sobre R. O

Por el Lema tiene sentido dar la siguiente definicién.

Definicién 5.2 Sea (R,Tg) un espacio topolégico Hausdorff y
Roo = {F C T : § es un ultrafiltro abierto libre sobre R}

Definimos el conjunto kR = RURy, unidn disjunta cuya topologia estd generada por subconjuntos
abiertos de la forma como indica la coleccion B, donde

B:{VU{S:VGSGRW},U:U&S abierto enR}

Lema 5.3 (Paso 2) La coleccion B mencionada en la Deﬁm’cio’ es una base para la topologia
sobre kR.
Demostracion. La coleccion B es una base para la topologia sobre kR mostrando que se satisfacen:

1. Sea = € KR, entonces hay 2 posibilidades:
Caso 1: Six € R, como R es un elemento de la base, entonces x € R € B.
Caso 2: Si z € Ry, entonces x = U(ultrafiltro abierto libre sobre R) y asi v € {U} UV,
conV el

2. Sean U, V € B, hay 2 posibilidades:
Caso 1: SiU={U}UG, yV ={U}UG2 con G1,G3 € U.
Entonces UNV ={U} U (G1NGe) € B
Caso 2: 51U = {Z/ﬁ} UGy y V= {Z/{Q} UGy con G1 € Uy, Gy € Us.
Entonces UNV =G NGy € Tr. O

Lema 5.4 (Paso 3) kR es un espacio de Hausdorff.
Demostracion. Consideraremos 3 casos:

» Caso 1: Sean x # y € R, entonces existen vecindades U, U, € Tg tal que U, N Uy =
Ast, kR es un espacio de Hausdorff.
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m Caso 2:Six €R,y € Ry, esdecirz € R ey =U. Sea U, abierto y U, & U. Supongamos
UNVADNYVeU. Asi M =UU{U, NV :V €U} es un ultrafiltro abierto libre sobre
R. Esto es una contradiccion, ya que U es un ultrafiltro abierto libre sobre R. Asi, kR es
un espacio de Hausdorff.

» Caso 3: Sean Uy y Us € Ry. Como Uy # Us, entonces existe Uy € Uy tal que Uy & Us.
Desde que Uy & Us, entonces existe Uy € Uy tal que Uy NUy = 0. Asi, kR es un espacio de
Hausdorff. O

Lema 5.5 (Paso 4) kR es un espacio H-cerrado.

Demostracion. Es suficiente con mostrar que todo ultrafiltro abierto sobre converge kR. Sea U
un ultrafiltro abierto sobre kR mostraremos que U converge. Como R es un subconjunto abierto
denso de kR definimos un ultrafiltro abierto sobre R por V =UNR ={FNR: F e U} ylo
podemos reescribir como V = {F € U : F C R}. Consideremos 2 posibilidades:

1. Si V tiene un punto limite x en R, entonces U tiene a x como punto limite en kKR y asi
U — x en kR.

2. SV no tiene un punto limite en R, entonces V € Xo. Sea V U {V} un subconjunto
abierto de kKR que contiene a V donde V € V. Como R es un subconjunto abierto denso
de kR, entonces V € U. Esto muestra que V N F # 0, para todo F € U. Ademds esto es
(VU{V})NF #0, para todo F € U. Esto es, toda vecindad VU{V} de V intersecta a cada
miembro F del ultrafiltro abierto U. Esto impllica que U — V), entonces todo ultrafiltro
abierto sobre kR es fijo. Por lo tanto, kR es H-cerrado. (I

Lema 5.6 (Paso 5) kR es la extension H-cerrado mds larga de R con respecto al orden pro-
yectivo.
Demostracion. Ver la pdgina 308 de [1)]. O

Lema 5.7 (Paso 6) kR es una extension inica.

Demostracion. Supongamos que L es la extension H-cerrada mds larga de un espacio de Haus-
dorff R. Debemos probar que existe un homeomorfismo h : kR — L tal que h(z) =z, Vx € R y
h(U) = & para U € kR\R, y & € L\X. Esto es, solo se debe verificar que para todo V abierto
en kR, la imagen h(V') es abierto en kR (ya que por construccion h es continua y sobreyectiva).
Consideremos 2 _casos:

1. Caso 1:V es abierto en R, es decir, U ¢ V, luego h(V)) = V. Desde que V' C R es abierto
en kR, V' es abierto en R. Sabemos que R es un subespacio abierto (denso) en de L, V es
subconjunto abierto de L.

2. Caso 2:U €V, luego C = kR\V es cerrado en kR, y si este es compacto como subespacio
de kR(pues kR es Hausdorff). Ahora, desde que C' C R, este es un subespacio compacto de
R. Nuevamente, R es un subespacio de L, luego C es también subespacio compacto de L.
Como L es Hausdorff, C es cerrado en L, asi h(C) = h(kR\V) = h(kR)\h(V) = L\h(V).
Desde que C C R, h(C) C C y asi h(V) = L\C es abierto en L. Por lo tanto, kR = L. OJ

Ahora, se usara los Lemas y para escribir el siguiente teorema.

Teorema 5.8 Sea (R, Tgr), existe un unico espacio kR, el cual es la mds larga extension H-
cerrada de R.
Demostracion. Definimos kR = RURy, como en la Definicion|5.9 y sea

Bz{VU{S:VG%ERw},U:U&S abierto enR}

la base que genera una topologia sobre kR.

Si juntamos los Lemas[5.5, y[5-7, la prueba de este teorema es inmediata. O
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Se ha ejemplificado para el caso kR, de manera anéloga la prueba se da para xX.
Definicién 5.9 Sea (X, T) un espacio topoldgico Hausdorff pero no H-cerrado y
Xoo ={U C T : U es un ultrafiltro abierto libre sobre X'}

El conjunto kX = XU Xy union disjunta cuya topologia estd generada por subconjuntos abiertos
de la forma como se indica la coleccion B, donde

B:{VU{S:VESEXOO},U:U% abierto enX}

Teorema 5.10 Para cualquier espacio de Hausdorff (X,T), existe un unico espacio de Haus-
dorff kX, el cual es la mds larga extension H-cerrada de X.

Demostracion. La prueba es andloga a el Teoremal5.8. En el caso de los nimeros reales, podemos
ver explicitamente como es el ultrafiltro abierto libre en R y asi poder definir kR. En el caso
general, primero garantizamos la existencia de un ultrafiltro abierto libre sobre X sin saber la
forma de sus elementos, para luego definir kX. O

6. Aplicaciones

6.1. Extension de Funciones

Para un espacio X hemos construido una extensién H-cerrada kX = X U X, donde X,
denota el conjunto de ultrafiltros abiertos y la topologia sobre kX es la topologia dada en la
Definicién Usaremos tal construcciéon para el estudio de extensién de funciones.Dada una
funcién continua h de un espacio topolégico X a un espacio topolégico Y, lo denotaremos por
(X, h, Y].

Definicién 6.1 Una extension de un espacio topoldgico es un par (E,0), donde E es un espacio
topoldgico, 0 es un homeomorfismo de X en E y 6(X) es denso en E.

Sea (E,0) una extension de X y h denota una funcién continua de X a Y. Una funcién ¢ :
E —Y es una extension de h si h(x) = ¢o6(x) para todo v € X. Dada una funcion h: X =Y,
las extensiones de [ X, h, Y| son los triples [(E,0),p,Y] donde (E,0) extiende X y ¢ extiende h.

E-Y.v

| A

X

Figura 1: Diagrama conmutativo

Definicién 6.2 Sean [(E,0),0,Y] y [(E,0),¢,Y] extensiones de [X,h,Y]. Se dice que son
equivalentes (=) si existe un homeomorfismo f : E — E' tal que

1. ¢ of =¢ sobre E y

2. fol =40 sobre X

A continuacién, utilizando la construccién de Katétov, se demostrard que existe una extension
maximal para [X,h,Y].
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Figura 2: Diagrama conmutativo

Teorema 6.3 Sea [E, ¢, Y] una extension de [X,h,Y]. Luego [K(h),h',Y] > [E,0,Y]
Demostracion. Sea E = X UR donde R estd formada por todos los ultrafiltros abiertos libres
h-convergentes. Para € € R, sea

V(e)={0 € K(h):eC b}

Definimos f : X Ul r V(e) C K(h) — E por por f(x) = = para todo x € X y f(0) = ¢
donde € C 8 para 0 € |J g V(€). Como E es Hausdorff, entonces un elemento de | J.cr V(€) no
puede contener dos elemtos de R. Asi, f estd bien definida. Ahora, como K(h) es una extension
simple, entonces f es continua. Ademds f es sobreyectiva y se satisfacen:

1. pof=¢ sobre X UJ o V(e)

2. fol =0 sobre X. O

6.2. Espacios HC-completos

Como otra aplicacién estudiaremos bajo que condiciones kX es HC-Completo. Los espa-
cios HC-completos son generalizaciones de los espacios localmente compactos. En este articulo
tenemos la siguiente definicién de espacios HC-completos.

Definicién 6.4 Se dice que un espacio X es HC-completo si existe una familia numerable
{Cy, : n € N} de recubrimientos abiertos del espacio X con la siguiente propiedad: Si § es una
familia con la PIF (propiedad de interseccion finita) de subconjuntos cerrados de X satisfaciendo
que para cada n € N eziste F,, € § y Cp, € Cp, con F,, C Cy, luego (F # 0

Ahora, surge la siguiente pregunta: ;La extensién de Katétov es HC-completo?. No siem-
pre la extensién de Katétov es HC-completo. Pero si lo es bajo ciertas condiciones.

En las siguientes proposiciones y teorema se presentan algunas condiciones indispensables para
que la extensién de Katétov sea HC-completo. Las demostraciones de dichos resultados se en-
cuentran desarrolladas a detalle en la Seccién 4 ([3]) donde se presentan condiciones suficientes
sobre X para que kX sea HC-completo.

A continuacién, mencionaremos algunas de ellas.

Teorema 6.5 Sea X un espacio topoldgico con X = D UC, donde D es subespacio discreto
de X y C es subespacio compacto de X con DN C = (). Luego la extension Katétov kX es un
espacto HC-completo.

Corolario 6.6 Para cualquier espacio infinito X con una coleccion finita de puntos no aislados
(en particular si X es discreto), kX es HC-completo.

Ejemplo 6.7 kN y xZ son HC-completos.

Proposiciéon 6.8 Sea X un espacio localmente compacto y numerablemente compacto, entonces
kX es HC-completo.
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Ejemplo 6.9 Consideremos X = {0,1} con la topologia discreta. X es localmente compacta ya
que cualquier conjunto abierto que contenga a 0 0 a 1 en esta topologia serd un conjunto finito.
Por la Proposicion se tiene que X es HC-completo.

Gracias a la siguiente proposicién se obtiene espacios para el cual sus extensiones Katétov
no son HC-completos.

Proposicion 6.10 Sea X un espacio de Hausdorff sin puntos aislados. Si kX es un espacio
HC-completo, entonces X es débilmente compacta.

Ejemplo 6.11 Como R, T y Q no son débilmente compactos y son espacios de Hausdorff sin
puntos aislados, entonces por la Proposicion se tiene que KR, kI y kKQ no son espacios
HC-completos.

7. Conclusiéon

En este articulo se define la extensién de un espacio X. En particular, se enfoca en el
estudio de las extensiones compactas (compactificaciones) y las extensiones H-cerradas. En el
corolario se mostré que X debe ser Hausdorff y Tychonoff para que exista una compactifi-
cacion. Por ello, surgié la siguiente interrogante: ;cé6mo podemos construir una extensién
H-cerrada para cualquier espacio de Hausdorff?. La respuesta es la extension de Katétov,
esta extension H-cerrada fue estudiada en este articulo. De hecho, iniciamos con la construccién
de la extension de Katétov para (R, Tg), lo que permite desarrollar intuicién para el caso gene-
ral. Es decir, la construccién de la extension de Katétov para cualquier espacio de Hausdorff.
Finalmente presentamos las principales aplicaciones del uso de la construccién de la extensién de
Katétov kX, tales como la extension de funciones y la generalizacion del Teorema de Categoria
de Baire haciendo uso de la HC-Completitud.
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