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Estudio del problema bien puesto del sistema de Timoshenko unidimensional con
retardo local
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Resumen: Muchos investigadores hasta los anos 2010, estudiaron el sistema de
Timoshenko en diversas presentaciones sin retardo, desde el ano 2010 hasta nuestros
dias se vienen trabajando los problemas con retardo; cabe asi mencionar que, en el
presente articulo abordamos el sistema de Timoshenko con dos disipaciones internas
parciales, que se aplican al desplazamiento transversal y al movimiento rotacional de
la viga unidimensional, con retraso en el tiempo en ambas ecuaciones. Nos enfocamos
hacer ver que, el problema estd bien puesto, es decir, existe y es unica la solucién
del sistema planteado, con sus condiciones iniciales y de frontera del tipo Dirichlet.
Para ello usaremos la teoria de semigrupos lineales y la energia asociada al sistema.

Palabras clave: Sistema de Timoshenko, Retardos parciales, Energia, Semigrupos
lineales

Study of the well-placed problem of the one-dimensional Timoshenko system with
local delay

Abstract: Many researchers until the 2010s, studied the Timoshenko system in va-
rious presentations without delay, from the year 2010 to the present day the problems
have been working with a delay; thus, it is worth mentioning that, in this article,
we address the Timoshenko system with two partial internal dissipations, which are
applied to the transversal displacement and the rotational movement of the one-
dimensional beam, with a delay in time in both equations. We focus on showing that
the problem is well posed, that is, the solution of the proposed system exists and is
unique, with its initial and boundary conditions of the Dirichlet type. For this we
will use the theory of linear semigroups and the energy associated with the system.
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1. Introduccion

El modelo de una viga de Timoshenko tridimensional, fue deducido por S.P. Timoshenko
[T7], que consiste en una aproximacién de la Teoria de la Elasticidad tridimensional. Cuando se
deforma un punto del cuerpo tridimensional, todos sus puntos en la parte transversal también
siguen la deformacion en forma paralela; por eso se considera tan solo en una forma unidimen-
sional. En ese sentido, las pequenas vibraciones transversales de una viga son dadas por sistema
unidimensional acoplado de dos ecuaciones diferenciales parciales,

puy = (K (ug — 1)), en (0,L) x (0,00)
Iy = (Eh/)x)w + K(ul« — @Z)) , en (0,L) x (0,00)

Donde se supone que, la viga tiene una longitud L y el tiempo t, toma valores positivos.

La funcién u = u(z,t), representa el movimiento transversal de la viga y 1) = ¢(x,t) representa
el angulo de rotacién del filamento de la viga. Los coeficientes p,I,, E,I y K son: la masa por
unidad de longitud, el momento polar, el médulo de Young, el momento de inercia y el médulo
de corte, respectivamente.

Denotando p1 = p,p2 = I,,b = EI, k = K y reemplazando en las ecuaciones diferenciales
precedentes obtenemos,

P1Utt — k(ux - w)x =0 , €n (07 L) X (O) OO)
/321/11% - b¢xx + k(ux - Qﬁ) =0 , en (OvL) X (0’ OO)

Muchos investigadores hasta los anos 2010, estudiaron el sistema de Timoshenko en diversas
presentaciones sin retardo, como podemos citar [2] 3, [7, 8, 12].

Desde el ano 2010 hasta nuestros dias se vienen trabajando los problemas con retardo;
los efectos de retardo surgen en muchas aplicaciones y problemas practicos, ver por ejemplo
[5, 13] y atrajo mucha atencién de investigadores en diversos campos del quehacer humano
como matematicas, ingenieria, ciencias y economia.

Aungque la introduccién voluntaria del retardo puede beneficiar al control como lo citado en [I],
también puede desestabilizar un sistema que es asintéticamente estable en ausencia del retraso,
para mayor informacién [0, [11]. Apalara [I5], estudié dos sistemas de Timoshenko con retardo:
Decaimiento uniforme de un sistema de Timoshenko débilmente disipativo con disipacion débil y
retroalimentacién de retraso local interno [16]; Problema bien puesto y estabilidad exponencial
para para un sistema de Timoshenko lineal amortiguado con segundo sonido y con retardo
interno distribuido [15].

Shi y Feng [I4], estudiaron el decaimiento exponencial de la viga de Timoshenko con retro-
alimentacién localmente distribuida; Feng. et al. [6], estudiaron la estabilizacién de la viga de
Timoshenko con retroalimentacién en la frontera; Raposo et al. [12], estudiaron la estabilidad
exponencial para el sistema de Timoshenko con dos amortiguamientos débiles, planteado por

pP1uUt — ( ) Ut = en (07L) X (07 OO)

PQQ/)tt - bq/}xx + k( ¢) + 1/11& 0 ; en (0’ L) X (0’ OO)
(O>t)_u(Lt) ( t):¢(,):0;t>0

u(z,0) = up(z) , ue(z,0) =ui(x), 0<z <L

¥(2,0) = ho(z) , Pr(x,0) =9

En el presente articulo, introduciendo en el sistema precedente dos términos de retardo en los
términos de friccién interna, amortiguamiento local y con sus respectivas condiciones iniciales,
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frontera del tipo Dirichlet, presentado por

P1Ptt — k(% - ) + (@)t — pa(x)pr(z,t —7) =0, en (0, L) x (0,00)
p2thie — bge + k(SD:J: + @Z}) +v2(2)hr — p2()r(2,t —7) =0, en (0, L) x (0, 00)
gp(o,t) (L t) ( )qu( ) 0,¢>0

So(xao) ( )7¢t($70) ( )70§x§L

psi(x,0) = wo(x) , Yi(x,0) = wl(m) ,0<z<L

estudiamos el problema de Timoshenko con retardo localizado, con sus respectivas condiciones
iniciales y de frontera siguiente

prow — k(e +9)e + 71(2)pr — (@) pe(a,t —7) = 0, en (0, L) x RT (1)

P2t — bba + k9w + 1) + 12(@) — @)y (w,t —7) = 0, en (0, L) x RT  (2)

donde pi1,p2 > 0,k > 0;7;, 1 funciones reales positivamente definidas en (0,L),i = 1,2, con
7 > 0, es el tiempo de retardo, con condiciones iniciales:

¢(z,0) = po(x) , ¢r(x,0) =p1(x), 0 <z <L (3)
pr(z,—t) = folz,—7), 0<a<L,0<t<T (4)
P(x,0) = ho(z) , Ye(x,0) =¢1(x), 0 <z <L ()
Y(x,—t) =golz,—7), 0<z<L,0<t<T (6)
y con las condiciones de frontera:
¢(0,t) =0=p(L,t), t> (7)
¥(0,t) =0=(L,t), t > (8)

2. Preliminares

Enunciamos algunos resultados de la teoria de semigrupos lineales, que seran utilizados en
el presente articulo.

Definicién 1 (Semigrupo) Sea X un espacio de Banach. Un semigrupo sobre X es una familia
{S(t)},~o de operadores lineales continuos S(t) : X — X que cumple las siguientes condiciones:

a) S(0)=1.
b) S(t+s)=5(t)S(s), Vt,s € RT.

Definicién 2 Diremos que un semigrupo {S (¢)},~ es fuertemente continuo (o de clase Cp), si
m |[S (t) — Iy = 0, Va € X. -

Tim 5 (1) — Il

Definicién 3 Diremos que {5 (t)},~ es un semigrupo acotado en [0, +00) , si existe M > 1, tal

que ||S (t)|lx < M. Si M =1, se dice que {S(t)}+>0 es un semigrupo de contracciones.

Definicién 4 Sea {S (t)}tzo un semigrupo sobre un espacio de Banach X. El generador infini-
tesimal de {S (?)};5, es el operador

A : DA — X

donde g
D(A):{xex\ahm(t)f_xex}.

PESQUIMAT 27(1): [IH17] 3
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Definicién 5 Sea X un espacio de Hilbert y T': D (T') C X — X un operador lineal; no acotado
en X, el conjunto resolvente p (T') se define como

p(T):= {)\ € C| (M —T) es invertible y (A —T)™! es un operador acotado en X}

El operador lineal acotado R (A;T) := (M —T) " con A € p(T), se llama resolvente de T.

Teorema 1 Sea X un espacio de Hilbert y A : D (A) C X — X un operador lineal disipativo

con Im (I — A) = X. Si X es reflexivo, entonces D (A) = X.
Demostracién. Ver [9].

Teorema 2 Sea X un espacio de Banach y A un operador lineal (no acotado), disipativo y con
dominio denso en X. Si 0 € p(A), entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo C
de contracciones S(t) = e sobre X.

Demostracién. [10]

Definicién 6 Sea X un espacio de Banach, A un operador lineal no acotado, D (A) C X y
Up € X un dato inicial. El Problema de Valor Inicial

dU
i AU, t>0 )
U) = Uy

se denomina Problema Abstracto de Cauchy.

En el desarrollo del presente articulo, los conceptos y resultados de los espacios de Sobolev,
Analisis funcional y como también la Teoria de los semigrupos lineales nos basamos de los textos
que aparecen en [4] 0].

Finalmente, el propédsito de este trabajo es estudiar el buen planteamiento del problema
proyectando para un estudio de la estabilidad de la energia asociada al sistema de Timoshenko
con retardo.

3. Existencia y unicidad

Problema equivalente

Deducimos el problema equivalente, para ello definimos la variable auxiliar para las funciones
©y

Zl(x7t,p) :(Pt($7t_/77')a0§33<L7t2070§/)§1 (10)
zo(x,t,p) == Ye(x,t —p7), 0<2 <L, t>0,0<p<1 (11)

De y , para p = 1, tenemos la nueva variable auxiliar para ¢ y ¥ :

z1(z,t,1) =@z, t —7), 0<z <L, t>0,0<t<T (12)
zo(z,t,1) =z, t —7), 0<z <L, t>0, 0<t<r7 (13)

Reemplazando las ecuaciones y (13)) en las ecuaciones y , obtenemos:

p1eu — k(0z + V)2 +71(2)pr — pa ()21 (2, 8,1) =0 (14)
,02'¢tt - bwam + k(@x + ¢) + 72($)¢t - M2($)Z2(xa t, 1) =0 (15)
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Trabajando con ([10]) y (11)), conseguimos las ecuaciones suplementarias:
Tz1t(2,t, p) + 21p(2,t,p) =0, 0 <2z < L, t>0,0<p<1 (16)
T2ot(2,t, p) + 20p(2,t,p) =0, 0 <2z < L, t>0,0<p<1 (17)
de las condiciones iniciales —@, se tienen
z1(x,0,p) = fo(z,—p1), 0<2 <L, 0<p<1 (18)
Z2<w707p):.90(w7 —,07'), 0< §L7 _P§ 1 (19)
y las condiciones de frontera y ,
Zl(oatp) 0=2 (Lvtvp)v t>20,0<p<1 (20)
z1(x,t,0) = p(z,t), 0<x <L, t >0 (21)
29(0,t,p) =0 = 22(L,t,p), t >0,0<p<1 (22)
z9(x,t,0) = Yu(x,t), 0<x <L, t>0 (23)
Entonces, tenemos el sistema equivalente formado por las ecuaciones ((14)) y (15]) con condiciones

iniciales (18)) y (19)), con condiciones de frontera (|20) . y con ecuaciones suplementarias (|1

y [17).

Problema de Cauchy

Se puede observar que, el problema y no es auténomo, por lo tanto no podemos
aplicar directamente la teoria de semigrupos, por lo que es necesario expresar, como un problema
de valor inicial de tipo Cauchy o problema de valor inicial abstracto @

Efectuando el cambio de variable

V=, w =1y (24)
y teniendo en cuenta las expresiones —, obtenemos el problema de Cauchy

dU

& AU, t>0

dt b (25)
Uo) = Uy

donde A : D(A) C H — H es el operador diferencial definido por

0 1 0 0 0 0
k 1 k 1
— Oz _771(‘7;) — 0z 0 7M1(x) 0
1 P1 P P1
0 0 0 I 0 0
_ k 1 1 1 1
A=1 =20, —— (@) (0w —k) ——2 0 —pa(a) (26)
P2 P2 P2 P2 1 P2
0 0 0 0 —=0, 0
T
1
0 0 0 0 0 —=0,
T

siendo

U= (3077)7¢7 w, 21, ZQ)Tv UU = ((po(x), (,01(-%), wo(x)v 1/11(9?)7 fo(.’L‘, pT)790($7 _pT))T’

Qot(xa —pT) = fO(xv —pT) y ZQ(SL‘,O,p) = ¢t(x7 —pT) = gﬂ(x7 —pT).

El problema de Cauchy Abstracto , tiene solucién si, A es el generador infinitesimal de un
semigrupo de clase Cj.

): [T 5

z1(z,0,p) =

PESQUIMAT 27(1
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Con el fin de efectuar la formulacion del semigrupo asociado al sistema —, definimos la
energia asociada del sistema

P1 2 r 2 b [* 2 ko[* 2
B0 =2 [CePar 2 [l ) [lwlae s [ leer oras
0 0

L 1
+§/O ul(w)/o |Z1(:L",t,p)\2dpdx+§/0 uQ(x)/O |29(, L, p)|2dpdz (27)

a fin de poder determinar el espacio de Hilbert H.

Proposicién 1 La energia E(t) asociada al sistema — es disipativo, si

% <t<or (II%HOO — il oo

]l ) y Vi, i € L(0,L), coni=1,2.
][00

Demostracién. Multiplicando formalmente la ecuacion y por @4, 1 € L?(0, L) respecti-
vamente, y sumando, obtenemos

(P11t 0t)g + (P21, Vt)g + (=0, Vi) + (=K (Ve +10),  0t)

+ (k(pz + 1), i)y + (M (2)pr, 01)y + (V2(2) 81, ¥e)
+ (_Nl(x)zl (l'a t7 1)a CPt)z + (_/-L2(x)22(1'7 t? 1)7 wt)Q =0 (28)

En seguida aplicando integracion por partes en cada término de v teniendo en cuenta las
condiciones de frontera para 1 (z,t) y ¢(x,t) se obtiene

p1 d p2d 2
—— 1)|2d t)|“d

kd )

L
+2dt/|w$xt|da:— /071 |g0ta:t)|dx

L
/ o (@), 1) P
0

L
p(x)z1(x, 8, 1) (2, t)de

_I_
S—

L
+/0 p2(x)z2(z, t, 1) (2, t)da

sumando término

gd L 1 ) gd L 1 )
= — 7 x/ z1(x,t, p)|“dpdx + = / L x/ zo(x,t, p)|“dpdx
s | m@ [ae) 5t [, 1) [ et

PESQUIMAT 27(1): [IH17]
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a ambos lados en la expresién anterior y reagrupando términos, se obtiene

d
wo [Niatora 2 [Copa ) [l

k[t L
+2/0 ‘90x+1/}2dx+§/0 Ml(w)/o |Zl(x,t7p)‘2dpdx
L 1 L

+§/0 MQ(x)/O ZQ(x,t,P)Pdpdx] :—/0 ()|, £) P
L

- [t opds

L

+ p1(x)z1(z,t, 1) (z, t)dx

+
~

\ho

wa(x)za(x, t, 1)y (z, t)dx

L 1
t /0 () /0 (2, 1, p) Pdpda
L 1
+§dt/0 Ma(:c)/o ot p)Pde (29)

Teniendo en cuenta la energia asociada al sistema definida por (27)), de la relacién anterior se
obtiene

0

b
SUERST Y

+

d L L L
GEO = [ n@lee P~ [ n@hieoPde+ [ @t Do o
0 0 0
L fd L 1
+ [ @zt i+ 55 [T [P
0
+ 5@ Mg / |20 (2, t, p)|da (30)
Utilizando las variables auxiliares, . y ., se tienen:
Zl(I’tu 0) = Zl(o) = @t(xay)v Y, Zl(x7t7 1) = Zl(l) = @t(xﬂf - T) (31)
ZZ(x)tu 0) = 22(0) = 1/’1&(337.@)7 Y, 22(x7t7 1) = Z?(l) = wt(l‘?t - T) (32)

En seguida vamos acotar algunos términos del segundo miembro de , par el cual aplicando
la desigualdad de Young, y p1 € L*°(0, L), obtenemos

L L L
1
[ m@aayeds <l [ la@iled <l [ (0P + o ) do
|21 oo g 2 g 2
< e 7oy wpPae + ol [P (53)

De modo similar; para pg € L*°(0, L) y (32)) se obtiene

g || 112 ] g 2 g 2
| materaypde < B2 [ Pde + sl [ i

de forma andloga se obtiene que

£d (" ! 2 £ r 2
> < -2
2dt/0 ,ul(x)/o |z1(x, t, p)|” dpdz 27_H,u1|\00/0 |z1(1)]°dx

L
+ellimll [ 120 da (34)

PESQUIMAT 27(1): [IH17] 7
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y
¢d /L /1 2 ¢ /L 2
2 — t dpdr < —— 0 17 d
2t pa() ; |z2(2, ¢, p)|" dpda < —o—||pal| ; |22(1)[" da
Lt 2] | /LIZ (0)[* d (35)
2 2|00 0 2
Reemplazando las expresiones (33))-(35]) en (30) se tiene

L L
dflf) < _/0 71($)]cpt(x,t)]2dx—/0 ()| (, 1) [Pder + H”Z”“’/g IR

L 2 ’|N2Hoo L 2 L 2
il [ lePde+ 2 [y (0) P+ ol [ e
—5||u1\|oo/L|zl<1>|2dx+5||u1|oo/L|zl<o>|2da:
27’ 0 2T 0

£ - 2, & r 2
b [12lloo [ |22(1)] dz + 5 l[12lloo [ 122(0)]" dx
T 0 T 0

Agrupando los términos z1(0) = 21(z,t,0) = @i(x,t), 22(0) = 22(x,t,0) = ¢(z,t) se obtiene

dE(t 2 !
2 <= (Il = 25 le) [ houtor e

L
= (el = B el ) [t 0P
B L
(%57l [ et - s

2¢ — L
- (B ) Ml [ bt =

Por tanto, la energia del sistema es decreciente.
Del resultado de la proposicién [I| para que la energia esté bien definida, se establece que la
solucién U = (p, v, ¥, w, 21, z2) debe satisfacer

U € Hy(0,L) x L*(0,L) x H}(0,L) x L*(0, L) x L*((0, 1),L31(0,L)) x L?((0,1),L;,(0,L))
De este modo se define el espacio de fase asociado al sistema ) dado por

H = H}(0,L) x L*(0, L) x Hg(0,L) x L*(0,L) x L*((0,1), L2 (0,L)) x L*((0,1), L7, (0, L))

I
El espacio H, provisto del siguiente producto interno

L

L - . L . L o
WVh=h [ ot 0L+ et [ e b [ oo [ wide
0 0

e — 1 e —
+§/ p ( / z1(w, t, )2 (2, p)dpdw+€/ p2 (2 /O z(z,t, p)2y(2,t, p)dpda
(36)

con U = (¢,v,9,w,21,22)T,V = (¢, 0,4, 0, 2, 25)T € H; es un espacio de Hilbert, con la
norma dada por

L
HUHH:I{:/ lon + 12 daz+p1/ 0] d:z+b/ \wx]2d$—|—p2/ lw[2da

+£/u1 /|zlxtp|dpdx+s/uz /|Z2xtp|dpdm (37)

8 PESQUIMAT 27(1): [IH17]
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El dominio del operador A es el conjunto sobre el cual el operador estd bien definido sobre el
espacio de fase, esto es,

D (A) ={U € H|AU € H}
teniendo en cuenta el operador A definido por y el vector U = (p, v, 9, w, 21, zg)T se deduce

D(A)={U € H|p € Hj(0,L) N H*(0,L); v € Hy(0,L); ¢ € Hy(0,L) N H*(0, L);
w € Hg(0,L), 21,21, € L* ((0,1), L7, (0,L)) ; 22,22, € L* ((0,1), L2,(0,L)) } (38)

Es claro que, D(A) es denso en H.

En lo que sigue se probard, usando el Teorema 2] que A es el generador infinitesimal de un
semigrupo de contracciones {S (t)},~, de clase Cy sobre el espacio de Hilbert . Con este fin
desarrollaremos los siguientes resultados con respecto del operador diferencial A.

Proposicién 2 El operador A : D (A) C H — H es disipativo.

Demostracién. En efecto, sea U = (¢, v, 1, w, 21, 22)7 € D(A), entonces de y de la defini-
cion AU, tenemos:

L L L
(AU,U)4, = k:/ (V2P — P2Uz) dx + k/ (v — Y,) d + k‘/ (W, — p, W) dx
0 0

+k/OL(ww—ww)dx+b/0 0

L L
4 / ()21 (@, 1)ode + / ()20 (2, , 1)da
0 0

L

L L
v _ 2, 2
(weth, — oWy d /0 v (z)|v|“dx /0 Yo (z)|w|*dx

L 1
- = m(w’)/ z1p(2,t, p)21 (2, ¢, p)dpdx
0 0

L 1
< [ hala) [ smplant, o)t o (39)
0 0

De la propiedad de los nimeros complejos, z — z = 2i Im(z) en , tenemos:

L L
n(@wfde+ [ @)t 1)ods
0

L
(AU, U), = —/ y1(x)|v|*dz —/
0 0
L ¢ [t 1
+ [ @t e = £ [T i) [ aglent, o)t pdpds
0 0 0
L 1
- = M2(9C)/ 220(@, 1, p)22(2, 1, p)dpda
T Jo 0
L L
—i—k/ 2iIm(g0xvx)d;lf+k/ 2i Im(p,w)dx
0 0
L _ L _
—i—k/ 2iIm(1/1w)d:c—|—k/ 2i Im(¢vy )dx
0 0

L J—
+b/ 2i Im (¢ wy)dx (40)
0
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De segunda parte de (31) y (32) se tienen:
L L
| m@aetyude = [ m@a0pds
0 0
1221 oo L 2 g 2
== 21 (1) dz + || oo ; |pe|"de (41)
L L -
| @zt v = [ po(a)za(1)ds
0 0
|| 22]|o g 2 g 2
==/ |22(1)["da + [[ 2] ; e "dae (42)

De primera parte de (31) y (32)) se tienen:

1 L L
= C @) | st tomtatidpds = =5 [T [ 2Rely ot o)z @t pldpda

T
L

1
——5 [ i) [ Slatetp)Pdps
——/ (@) [ (D = [21(0)[2] da
S L
0

¢ Fe
P 0o d 4
+27HH1|| /0 |p¢|“d (43)

Andlogamente se tiene que,

L 1 - L L
=& [ hae) [ st et e =~ [ pa@lea0Pe + il [ 0P

(44)
Luego, de — en y tomando la parte real, obtenemos:

L L L L
Re (AU, U}y, < = [ u(@lelde = [ ma@lular+ 0= 7oy )Pd 4l [ oPds
0 0 0 0
||H2HOO L 1 2d L 2d _i E 1 2d
plielloe (7 e+ sl [ e~ = [ ()l (0
0 0 T Jo

L B )

+2£T|\/~01||oo/ ‘Spt’%lx—g/o Mz(az)lzz(l)deJr;THMHOO/O BRLEN
L

:—/0 (71(95) (27—2—1—§)||M1||oo> ot (, t)\Qd:p

—/OL (’Yz(x) (2T2+§)||M2||oo> [z, t)Pda — <2§4;T> 1l /OL|%($’t_T)|2dx

26 —
(BT bl [ et =

2 L
- (Il = 5 ) [ lerto P
L B L
= (el = E il ) [t 0Pde = (227 il [t = 7

2¢ — L
(BT el [t -2
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Estudio del problema bien puesto del sistema de Timoshenko unidimensional con retardo local

De donde se concluye que

Re (AU, U}y < 0.5 L <€ <2r (WHOIOMZI:MOO) ¥ 70 € L2(0, L),i = 1,2

Por tanto, el operador A es disipativo.
Proposicién 3 0 € p(A)

Demostracién. Dado (f, g, h, j,m,1)T € H, se demostrara que existe un tinico U = (¢, v, 1, w, 21, 22)" €
D(A) tal que

AU =F (45)
esto es,
v = f(x) € H}(0, L) (46)
Kz —71(2)0 + ki + pu ()21 (1) = prg(x) € L*(0, L) (47)
w = h(x) € HY(0, L) (48)
—kpr — Y2 ()W + bibrg — kb + pa(w)20(1) = paj(z) € L*(0, L) (49)
—z1p(2,t, p) = Tm(z,t,p) € L* ((0,1), L5, (0,L))  (50)
—20p(x, t, p) = Tl(x,t, p) € L? ((O 1),L (O L)) (51)
a) De v = f(z) € H}(]0, L]), entonces existe un tnico v € Hg(]0, L)
b) De w = h(z) € H}(0, L), entonces existe un tnico w € HE (0, L)
c) De , z1p(x,t,p) = —Tm(z,t,p) € L? ((0, 1);Li1 (O,L))
Ahora bien, integrando a z1,(z,t, p) = —tm(z,t,p), de 0 a p
P
/Ozls(:z‘ts :—T/mmts
zi(x,t, p) — z1(z,t,0) = —7'/ m(z,t,s)ds
0
z1(x, t, p) = v(x,t) — T/pm(x, t,s)dds (52)

Desde que, m(x,t,s) € L* ((0,1); L2 (0, L)) y de (55) ( z,t) € HO(O L) — L?(0,L) —
L? ((0, 1);Ll2“(0,L)) y de (61) se tlene que, z1(x,t,p) € L? ( 0,1),Lz (0, L))

Por lo tanto, existen tnicos z1, 21, € L? ((0, 1); “1(0, L))
En forma andloga,

d) De , existen tnicos 29, 29, € L* ((O, 1), Liz (0, L))

e) De (47), se tiene

korr = y1(2)v — kb — py(x)21(1) + prg(z) € L*(0, L)
De los resultados precedente, obtenemos; de ,
kpe = f, donde, f: y1(x)v — kg — p (x)21(1) 4+ prg € L?(0, L)

y con las condiciones de frontera de ¢, tenemos el problema:

{ ke =€ L%0,L)
Cp((),t) 0= @(Lat)

Entonces, por la regularidad eliptica, existe tinico

¢ € H0,L)n H*(0, L)
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f) De ([49), se tiene
—kpy — 2 (x)w + bibyy — k) + pa(z)22(1) = p2j(x) € LQ(O, L)
w="h¢c Hy0,L) — L*(0,L) = ~y(x)w € L*(0,L), (y2 € L>=(0,L))
v=f€H}0,L) = v, € L*(0,L) = ¢, € L*(0,L) = ke, € L*(0,L)

Andlogamente, como en (e)
pa(2)22(1) = po(2)w € Hg(0, L) = L*(0,L) , (2 € L%(0, L))
De los resultados precedentes, obtenemos de
bpe — ki) =G, donde, § = ko, + yo(x)w — po(x)2ze(1) + poj € L*(0, L)
y con las condiciones de frontera de 1, tenemos el problema:

{bwm—kw —Ge 20,1
w(ovt) 0= w(Lat)

entonces, por la regularidad eliptica, existe un tinico

W € Hy(0,L) N H*(0, L)

Considerando (a)-(f), se tiene que;
Existe, un unico U = (¢, v,v%,w, 21, z2) € D(A) tal que AU = F.
Entonces existe A~ : H — D(A) C H.

Resta probar que, —A™! es acotado, es decir, existe C' > 0 tal que,
| = AL F|ly < C||F |l ¥F € H

Como —AU = F es equivalente a U = —A~!F, debemos probar, considerando la norma
de U, dado en (37)); que ||U||% < C||F||x, ¥ € H, donde C no depende de U ni de F

Para ello acotaremos cada sumando que aparece en la norma de U considerando el sistema,
—AU =F

Observemos, si F' = (f,g,hj,m,l) € H y la definicién de la norma en H

L L L L
WG =k [ 1ot oo [ lgPde b [ haPdo s [ Lo
0 0 0 0
L 1 ) L 1 )
w6 [ [ imoPdote v [ [l dpds 63
Tomando el producto interno en H con U en resulta,
<_AU7 U>’H = <F7 _U>7-L
Tomando la parte real:
—Re (AU, U)y = Re (=AU, U)y = Re (F, =U)y, < [(F,U)yy | < |[Fl[n]|U]ln

entonces

—Re (AU, U)yy < [[F||]|U]ln (54)

12 PESQUIMAT 27(1): [IH17]



Estudio del problema bien puesto del sistema de Timoshenko unidimensional con retardo local

Por otro lado A es disipativo, entonces resultado anterior se tiene,
Re (AU, U}y, < —Mill@ul[3 — Ma||vel[3 — Ms[|z1 (D3 — Mall22(1)][[3 (55)
(27 + § ) (2T +¢)

donde M1 = H’ylHoo
26 — 1

My = o

v = (20 )Hm

Entonces, de (54) y (55| se tiene:

M| on|[3 + Mo 4|5 + Ms| |21 (D5 + M| |22 (D] < [|F[[||U]]2, de donde mayorando por

s lloer > = [lralloe -

izquierda,

L

/0 o, 8) 2dz < M; [ F|3]|U (56)
L

/0 iz, ) 2z < My || Fllyl U] 7 (57)
L

/0 21 (1) Pde < M; | F| 3 |U (58)
L

/0 [20(1) 2 < MY [F ] U4 (59)

De las ecuaciones y :
k(e + )z — n(x)v + pi(z)z1(1) = prg
—k(pz + ) = 12(@)w + bibag + p2(x)22(1) = p2j

Multiplicando por ¢ y % a las ecuaciones precedentes respectivamente,
(k'(SO:v + w)rv @)2 + ( - 71('%')1% (10)2 + (:ul(x)zl(l)v @)2 = (,0197 90)2

( - k((pl‘ + ¢),¢)2 + ( - ’}/2(.17)11)71/1)2 + (b¢x$7¢)2 + (M2($)22(1)7¢)2 = (p?ja w)z

Sumando, aplicando integracién por partes y condiciones de frontera se tiene:

—k(pz + U, 02)y — k(02 +0,9),
— (m(@)v,9), — (v2(x)w, ),
+ ()21 (1), 9), — (%,%)
+ (p2(z) )y = (p19,0), + (024,%),

luego, agrupando:

kllox + 9113 + bl = = (v1(2)v, )y — (2(2)w, ¥), + (pa(2)21(1), ¢),
+ (pa(x)22(1),9), — (P19, 9)y — (P24, ¥), (60)

Acotando cada término de ([60)):

~(n(2)v,9)2 < [Inllsllvll2llell2 < [IyallZcellvll3 + ellell3

< |mlf3ece M I F |l [U e + elliel 3 (de (56)) (61)

~(r2(2)w, )2 < [ellsol[wll2ll¥ll2 < [Iell3cellwl[3 + el [¥1]3
< |hellZe My | Plll Ul + €113, (de (57)) (62)
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(1 (2)21(1), )2 < [l lloollza(Mll2llllz < Nl lBocellz1 (DI +ellell3
< Nl Boce Mz IF Nl U +ell el 5 (de (58)) (63)

(p2(2)22(1), )2 < |2l Poce M| Fllael U |2 + ellll3 . (de (B9))
~(mg,0)2 < llorgll2llell2 < c-p3llgll3 + ellel3 < copil|FIB, +ellell3 . (de (53))

—(p2j, )2 < cepal | FI, +ellvll3 . ( de (B3))

Sumando — en :

kllow + BI3 + 0l ? < Il 2oce M I sl Ul + ellol 3 + [Pl 2ece My HIF |3l |U 2 + €l3]13
+ |l Poce M3 | F a2l [U g + elll 3 + |lpal Poce Mg 1 F el U g + el 1113
+ ceptl|FI3, + elloll3 + cepal | FI3, + el 13
= co (M7 |Iml% + My el B + Mg a2 + My w2 [1F U]l
+ 2| |0l13 + el 13 + e<(p1 + p2) |13,
< M5 Y|Pl U 3¢ + cc Mg | FI 3, + 22ca| || + deea|[pa + 913
+ decyeo| [t I3

donde Ms := My 71|l + M |1l + Mg Il + My lu2l3 v Ms = p1+ p2

Entonces,

(k —4ect)||x + ¥|[5 + (b — 2ec2 — deciea)|[a|[5 < ceMs||F||w||U |13 + e Ms||F |3,

ce M ce M5
< (%57 + e ) IF IR+ 32 0B
Mayorando por la izquierda a la expresion precedente
ce Ms ce Ms
Mz (g + 01 + 01.11) < (557 + et ) IFIB, + 52 015,
Donde
. [k —4ecy b— 2ecy —4ecico
M7 := min ,
2 b
Entonces
_ M5 _1C M5
Mo + 011+ 81vall < 27 e (202 ) 1913, + 217 DB 01, o0

De y (57) se tienen:
pllvl3 < pMTHIF| Ul < pr My Ve ||F |17 + €l U [

prllwlf3 < pa My | Flll|U| |3 < p2My tecl|[Fll3, + €llU1[5
De , se tiene:

le = —Tm

multiplicando ambos lados por 2z
221p§1 = —-2™mZz

integrando de 0 a p:

P p
/ 221,7(:1;,15,17)21(95,15, 77)d77 = _2/ m(gcatvn)zl(I?tvn)dn
0 0
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Estudio del problema bien puesto del sistema de Timoshenko unidimensional con retardo local

Tomando la parte real ambos miembros:

P P
/ 2Re (21y(z, t,n)z1 (2, t,n))dn = =2 Re/ m(z,t,n)z1(x,t,n)dn
0 0

p

‘Zl({E,t,p)‘Q - ‘Zl(.’L’,t,O)P = -2 Re/ m(wvtyn)zl(xatan)dn
0

Integrando respecto a x de 0 a L:

L L L p
/ \zl(x,t,p)\de—/ |got(az,t)|2da::—2Re/ / m(z,t,n)z1(x,t,n)dndzx
0 0 0 0
L L
| et Pie = [ e P <l Pl
L L
| et Pde < [ o)+ ol Fllul U
L L
(@) [t o) < ) [ oG 6Pda+ el Pl Ul
1 L 1 L 1
| m@ [T npaa < [ [ oPade+ [ @l Fibdi e

L
< lalloe / oz, £)Pda + |11 ot el [T ¢
< e lloo M5 I el U ¢+ rsallooerl el U
= oo+ en)l [ F Nl U
1 L
. /O () /0 212, 8, p)Pdadp < el [F|3, + <l U1, (65)

Andlogamente se obtiene:
! L 2 2 2 2
. / ia(2) / (22, t, p) Pdadp < sl |FI3, + <l U3,
0 0

sumando — y de :
1 M5 _
U1 < My ee (557 + Me) | I3, + Mz e M3 |U|I, + prMace || FII7 + e |U1 I

+ paMac:||F||3, + el|UI[5; + rciee||Fl i + el|U13, + T3l F|15, + €l|UI5,
M e M
013, < EIFIB + (4 + —5==2) U113
(1- U3, <@lFIE, 1-2>0,.
Entonces
U3, <@llFI = Ul < VallFlx

Por lo tanto, —A~! es acotado

De este modo resulta que, 0 € p(A), y como A es disipativo, entonces, A genera un Cp-semigrupo
S(t) = et de contracciones sobre el espacio de Hilbert H.

Teorema 3 El operador A definido en es un generador infinitesimal de un semigrupo de
clase Cy de contracciones sobre H.

Demostracién. En efecto, tenemos que D (A) es denso en H. De las proposiciones 2] y [3| el
operador A es disipativo, 0 € A. Luego teniendo en cuenta el Teorema [2] , se concluye que el
operador A es un generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cy de contracciones sobre el
espacio H. Por tanto, el sistema de Timoshenko con retardo, estd bien puesto.

PESQUIMAT 27(1): [1}H17] 15
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Regularidad de la soluciéon

El problema de valor inicial en se tienen:

i) Si Uy € H, entonces U € C%([0, +00); H), U es una solucién generalizada

ii) Si Uy € D(A), entonces U € C([0, +00); D(A)) N C*([0, +00));

Para el caso Uy € D(A), entonces

Ut)eD(A): g€ HyNH? gy € Hy, ¢ € HyNH? 4y € Hy z1 € L* ((0,1); L2 (0, L)) ,
2 € L*((0,1); L2, (0,L))
Ut)eMH: o€ Hy, pu€ L? Py € Hy, ¥y € L* 21y € L* ((0,1); L7 (0, L)) ,
2zt € L7 ((0,1); L2, (0, L))

De las dos informaciones precedente se tiene:
p € CU([0, +00); Hy (0, L) N H*(0, L)) N C([0, +00); Hy (0, L)) N C*([0, +00); L*(0, L))

¥ € CO([0, +o00); HE(0, L) N H?(0, L)) N C*([0, +00); HE(0, L)) N C2([0, +00); L*(0, L))
21, 210 € L2 ((0,1); L2 (0, L))
2, 220 € L* ((0,1); L2, (0, L))

4. Conclusion

En el presente articulo, hemos considerado el sistema de Timoshenko que modela el movi-
miento de vigas y puentes, que a la vez nos diferencia a muchos articulos que estudiaron este
sistema, es que, estd afectado de un retardo tanto en el movimiento transversal como en el movi-
miento rotacional. Sabemos que un retardo en el tiempo de sistemas estudiado puede producir
una desestabilizacién en su comportamiento asintético ver [11].

Para el estudio realizado, hemos comprobado que el problema esta bien puesto, es decir,
que el sistema tiene una tnica solucién, para ello primeramente hemos buscado establecer un
sistema equivalente al sistema planteado, adicionando dos ecuaciones suplementarias y de este
modo se pudo determinar la energia asociada al sistema equivalente, luego aplicamos la teoria
de semigrupos lineales, para probar que el sistema estd bien puesto. Dejamos como estudio
completar el comportamiento asintético del presente articulo.
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