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Estudio del problema bien puesto del sistema de Timoshenko unidimensional con
retardo local
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Resumen: Muchos investigadores hasta los años 2010, estudiaron el sistema de
Timoshenko en diversas presentaciones sin retardo, desde el año 2010 hasta nuestros
d́ıas se vienen trabajando los problemas con retardo; cabe aśı mencionar que, en el
presente articulo abordamos el sistema de Timoshenko con dos disipaciones internas
parciales, que se aplican al desplazamiento transversal y al movimiento rotacional de
la viga unidimensional, con retraso en el tiempo en ambas ecuaciones. Nos enfocamos
hacer ver que, el problema está bien puesto, es decir, existe y es única la solución
del sistema planteado, con sus condiciones iniciales y de frontera del tipo Dirichlet.
Para ello usaremos la teoŕıa de semigrupos lineales y la enerǵıa asociada al sistema.

Palabras clave: Sistema de Timoshenko, Retardos parciales, Enerǵıa, Semigrupos
lineales

Study of the well-placed problem of the one-dimensional Timoshenko system with
local delay

Abstract: Many researchers until the 2010s, studied the Timoshenko system in va-
rious presentations without delay, from the year 2010 to the present day the problems
have been working with a delay; thus, it is worth mentioning that, in this article,
we address the Timoshenko system with two partial internal dissipations, which are
applied to the transversal displacement and the rotational movement of the one-
dimensional beam, with a delay in time in both equations. We focus on showing that
the problem is well posed, that is, the solution of the proposed system exists and is
unique, with its initial and boundary conditions of the Dirichlet type. For this we
will use the theory of linear semigroups and the energy associated with the system.
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1. Introducción

El modelo de una viga de Timoshenko tridimensional, fue deducido por S.P. Timoshenko
[17], que consiste en una aproximación de la Teoŕıa de la Elasticidad tridimensional. Cuando se
deforma un punto del cuerpo tridimensional, todos sus puntos en la parte transversal también
siguen la deformación en forma paralela; por eso se considera tan solo en una forma unidimen-
sional. En ese sentido, las pequeñas vibraciones transversales de una viga son dadas por sistema
unidimensional acoplado de dos ecuaciones diferenciales parciales,

ρutt =
(
K(ux − ψ)

)
x
, en (0, L)× (0,∞)

Iρψtt =
(
EIψx

)
x
+K

(
ux − ψ

)
, en (0, L)× (0,∞)

Donde se supone que, la viga tiene una longitud L y el tiempo t, toma valores positivos.

La función u = u(x, t), representa el movimiento transversal de la viga y ψ = ψ(x, t) representa
el ángulo de rotación del filamento de la viga. Los coeficientes ρ, Iρ, E, I y K son: la masa por
unidad de longitud, el momento polar, el módulo de Young, el momento de inercia y el módulo
de corte, respectivamente.

Denotando ρ1 = ρ, ρ2 = Iρ, b = EI, k = K y reemplazando en las ecuaciones diferenciales
precedentes obtenemos,

ρ1utt − k
(
ux − ψ

)
x
= 0 , en (0, L)× (0,∞)

ρ2ψtt − bψxx + k
(
ux − ψ

)
= 0 , en (0, L)× (0,∞)

Muchos investigadores hasta los años 2010, estudiaron el sistema de Timoshenko en diversas
presentaciones sin retardo, como podemos citar [2, 3, 7, 8, 12].

Desde el año 2010 hasta nuestros d́ıas se vienen trabajando los problemas con retardo;
los efectos de retardo surgen en muchas aplicaciones y problemas prácticos, ver por ejemplo
[5, 13] y atrajo mucha atención de investigadores en diversos campos del quehacer humano
como matemáticas, ingenieŕıa, ciencias y economı́a.

Aunque la introducción voluntaria del retardo puede beneficiar al control como lo citado en [1],
también puede desestabilizar un sistema que es asintóticamente estable en ausencia del retraso,
para mayor información [6, 11]. Apalara [15], estudió dos sistemas de Timoshenko con retardo:
Decaimiento uniforme de un sistema de Timoshenko débilmente disipativo con disipación débil y
retroalimentación de retraso local interno [16]; Problema bien puesto y estabilidad exponencial
para para un sistema de Timoshenko lineal amortiguado con segundo sonido y con retardo
interno distribuido [15].

Shi y Feng [14], estudiaron el decaimiento exponencial de la viga de Timoshenko con retro-
alimentación localmente distribuida; Feng. et al. [6], estudiaron la estabilización de la viga de
Timoshenko con retroalimentación en la frontera; Raposo et al. [12], estudiaron la estabilidad
exponencial para el sistema de Timoshenko con dos amortiguamientos débiles, planteado por


ρ1utt − k

(
ux − ψ

)
x
+ ut = 0 , en (0, L)× (0,∞)

ρ2ψtt − bψxx + k
(
ux − ψ

)
+ ψt = 0 , en (0, L)× (0,∞)

u(0, t) = u(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0 , t > 0
u(x, 0) = u0(x) , ut(x, 0) = u1(x) , 0 ≤ x ≤ L
ψ(x, 0) = ψ0(x) , ψt(x, 0) = ψ1(x) , 0 ≤ x ≤ L

En el presente art́ıculo, introduciendo en el sistema precedente dos términos de retardo en los
términos de fricción interna, amortiguamiento local y con sus respectivas condiciones iniciales,
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frontera del tipo Dirichlet, presentado por
ρ1φtt − k

(
φx − ψ

)
x
+ γ1(x)φt − µ1(x)φt(x, t− τ) = 0 , en (0, L)× (0,∞)

ρ2ψtt − bψxx + k
(
φx + ψ

)
+ γ2(x)ψt − µ2(x)ψt(x, t− τ) = 0 , en (0, L)× (0,∞)

φ(0, t) = φ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0 , t > 0
φ(x, 0) = φ0(x) , φt(x, 0) = φ1(x) , 0 ≤ x ≤ L
psi(x, 0) = ψ0(x) , ψt(x, 0) = ψ1(x) , 0 ≤ x ≤ L

estudiamos el problema de Timoshenko con retardo localizado, con sus respectivas condiciones
iniciales y de frontera siguiente

ρ1φtt − k
(
φx + ψ)x + γ1(x)φt − µ1(x)φt(x, t− τ) = 0, en (0, L)× R+ (1)

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ) + γ2(x)ψt − µ2(x)ψt(x, t− τ) = 0, en (0, L)× R+ (2)

donde ρ1, ρ2 ≥ 0, k ≥ 0; γi, µi funciones reales positivamente definidas en (0, L), i = 1, 2, con
τ > 0, es el tiempo de retardo, con condiciones iniciales:

φ(x, 0) = φ0(x) , φt(x, 0) = φ1(x), 0 ≤ x ≤ L (3)

φt(x,−t) = f0(x,−τ) , 0 ≤ x ≤ L , 0 ≤ t ≤ τ (4)

ψ(x, 0) = ψ0(x) , ψt(x, 0) = ψ1(x) , 0 ≤ x ≤ L (5)

ψt(x,−t) = g0(x,−τ) , 0 ≤ x ≤ L , 0 ≤ t ≤ τ (6)

y con las condiciones de frontera:

φ(0, t) = 0 = φ(L, t) , t ≥ 0 (7)

ψ(0, t) = 0 = ψ(L, t) , t ≥ 0 (8)

2. Preliminares

Enunciamos algunos resultados de la teoŕıa de semigrupos lineales, que serán utilizados en
el presente art́ıculo.

Definición 1 (Semigrupo) SeaX un espacio de Banach. Un semigrupo sobreX es una familia
{S (t)}t≥0 de operadores lineales continuos S(t) : X → X que cumple las siguientes condiciones:

a) S (0) = I.

b) S (t+ s) = S (t)S (s) , ∀t, s ∈ R+.

Definición 2 Diremos que un semigrupo {S (t)}t≥0 es fuertemente continuo (o de clase C0), si
ĺım
t→0+

∥S (t)− I∥X = 0, ∀x ∈ X.

Definición 3 Diremos que {S (t)}t≥0 es un semigrupo acotado en [0,+∞⟩ , si existe M ≥ 1, tal
que ∥S (t)∥X ≤M. Si M = 1, se dice que {S(t)}t≥0 es un semigrupo de contracciones.

Definición 4 Sea {S (t)}t≥0 un semigrupo sobre un espacio de Banach X. El generador infini-
tesimal de {S (t)}t≥0 es el operador

A : D(A) −→ X

x 7−→ Ax = ĺım
t→0+

S(t)x− x

t
,

donde

D (A) =

{
x ∈ X

∣∣ ∃ ĺım
t→0+

S(t)x− x

t
∈ X

}
.
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Definición 5 SeaX un espacio de Hilbert y T : D (T ) ⊂ X → X un operador lineal; no acotado
en X, el conjunto resolvente ρ (T ) se define como

ρ (T ) :=
{
λ ∈ C | (λI − T ) es invertible y (λI − T )−1 es un operador acotado en X

}
El operador lineal acotado R (λ;T ) := (λI − T )−1 con λ ∈ ρ (T ) , se llama resolvente de T.

Teorema 1 Sea X un espacio de Hilbert y A : D (A) ⊂ X −→ X un operador lineal disipativo
con Im (I −A) = X. Si X es reflexivo, entonces D (A) = X.

Demostración. Ver [9].

Teorema 2 Sea X un espacio de Banach y A un operador lineal (no acotado), disipativo y con
dominio denso en X. Si 0 ∈ ρ (A) , entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo C0

de contracciones S(t) = eAt sobre X.

Demostración. [10]

Definición 6 Sea X un espacio de Banach, A un operador lineal no acotado, D (A) ⊂ X y
U0 ∈ X un dato inicial. El Problema de Valor Inicial∣∣∣∣∣∣

dU

dt
= AU, t > 0

U(0) = U0

(9)

se denomina Problema Abstracto de Cauchy.

En el desarrollo del presente art́ıculo, los conceptos y resultados de los espacios de Sobolev,
Análisis funcional y como también la Teoŕıa de los semigrupos lineales nos basamos de los textos
que aparecen en [4, 9].

Finalmente, el propósito de este trabajo es estudiar el buen planteamiento del problema
proyectando para un estudio de la estabilidad de la enerǵıa asociada al sistema de Timoshenko
con retardo.

3. Existencia y unicidad

Problema equivalente

Deducimos el problema equivalente, para ello definimos la variable auxiliar para las funciones
φ y ψ:

z1(x, t, ρ) := φt(x, t− ρτ), 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1 (10)

z2(x, t, ρ) := ψt(x, t− ρτ), 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1 (11)

De (10) y (11), para ρ = 1, tenemos la nueva variable auxiliar para φ y ψ :

z1(x, t, 1) := φt(x, t− τ), 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0, 0 ≤ t ≤ τ (12)

z2(x, t, 1) := ψt(x, t− τ), 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0, 0 ≤ t ≤ τ (13)

Reemplazando las ecuaciones (12) y (13) en las ecuaciones (1) y (2), obtenemos:

ρ1φtt − k
(
φx + ψ)x + γ1(x)φt − µ1(x)z1(x, t, 1) = 0 (14)

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ) + γ2(x)ψt − µ2(x)z2(x, t, 1) = 0 (15)
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Trabajando con (10) y (11), conseguimos las ecuaciones suplementarias:

τz1t(x, t, ρ) + z1ρ(x, t, ρ) = 0, 0 < x < L, t ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1 (16)

τz2t(x, t, ρ) + z2ρ(x, t, ρ) = 0, 0 < x < L, t ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1 (17)

de las condiciones iniciales (3)-(6), se tienen

z1(x, 0, ρ) = f0(x,−ρτ), 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ ρ ≤ 1 (18)

z2(x, 0, ρ) = g0(x,−ρτ), 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ ρ ≤ 1 (19)

y las condiciones de frontera (7) y (8),

z1(0, t, ρ) = 0 = z1(L, t, ρ), t ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1 (20)

z1(x, t, 0) = φt(x, t), 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0 (21)

z2(0, t, ρ) = 0 = z2(L, t, ρ), t ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1 (22)

z2(x, t, 0) = ψt(x, t), 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0 (23)

Entonces, tenemos el sistema equivalente formado por las ecuaciones (14) y (15) con condiciones
iniciales (18) y (19), con condiciones de frontera (20)-(23), y con ecuaciones suplementarias (16)
y (17).

Problema de Cauchy

Se puede observar que, el problema (14) y (15) no es autónomo, por lo tanto no podemos
aplicar directamente la teoŕıa de semigrupos, por lo que es necesario expresar, como un problema
de valor inicial de tipo Cauchy o problema de valor inicial abstracto (9).
Efectuando el cambio de variable

v = φt, w = ψt (24)

y teniendo en cuenta las expresiones (14)-(17), obtenemos el problema de Cauchy∣∣∣∣∣∣
dU

dt
= AU, t > 0

U(0) = U0

(25)

donde A : D (A) ⊂ H → H es el operador diferencial definido por

A =



0 I 0 0 0 0
k

ρ1
∂xx − 1

ρ1
γ1(x)

k

ρ1
∂x 0

1

ρ1
µ1(x) 0

0 0 0 I 0 0

− k

ρ2
∂x − 1

ρ2
γ2(x)

1

ρ2
(b ∂xx − kI) − 1

ρ2
γ2 0

1

ρ2
µ2(x)

0 0 0 0 −1

τ
∂ρ 0

0 0 0 0 0 −1

τ
∂ρ


(26)

siendo

U = (φ, v, ψ, w, z1, z2)
T , U0 = (φ0(x), φ1(x), ψ0(x), ψ1(x), f0(x,−ρτ), g0(x,−ρτ))T ,

z1(x, 0, ρ) = φt(x,−ρτ) = f0(x,−ρτ) y z2(x, 0, ρ) = ψt(x,−ρτ) = g0(x,−ρτ).

El problema de Cauchy Abstracto (25), tiene solución si, A es el generador infinitesimal de un
semigrupo de clase C0.
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Con el fin de efectuar la formulación del semigrupo asociado al sistema (14)-(23), definimos la
enerǵıa asociada del sistema

E(t) :=
ρ1
2

∫ L

0
|φt|2dx+

ρ2
2

∫ L

0
|ψt|2dx+

b

2

∫ L

0
|ψx|2dx+

k

2

∫ L

0
|φx + ψ|2dx

+
ξ

2

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
|z1(x, t, ρ)|2dρdx+

ξ

2

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
|z2(x, t, ρ)|2dρdx (27)

a fin de poder determinar el espacio de Hilbert H.

Proposición 1 La enerǵıa E(t) asociada al sistema (14)-(23) es disipativo, si

τ

2
≤ ξ ≤ 2τ

(
||γi||∞ − ||µi||∞

||µi||∞

)
y γi, µi ∈ L∞(0, L), con i = 1, 2.

Demostración.Multiplicando formalmente la ecuación (14) y (15) por φt, ψt ∈ L2(0, L) respecti-
vamente, y sumando, obtenemos

(ρ1φtt, φt)2 + (ρ2ψtt, ψt)2 + (−bψxx, ψt)2 + (−k (φx + ψ)x , φt)2
+ (k(φx + ψ), ψt)2 + (γ1(x)φt, φt)2 + (γ2(x)ψt, ψt)2

+ (−µ1(x)z1(x, t, 1), φt)2 + (−µ2(x)z2(x, t, 1), ψt)2 = 0 (28)

En seguida aplicando integración por partes en cada término de (28) y teniendo en cuenta las
condiciones de frontera para ψ(x, t) y φ(x, t) se obtiene

ρ1
2

d

dt

∫ L

0
|φt(x, t)|2dx+

ρ2
2

d

dt

∫ L

0
|ψt(x, t)|2dx

+
k

2

d

dt

∫ L

0
|φx(x, t) + ψ(x, t)|2 dx

+
b

2

d

dt

∫ l

0
|ψx(x, t)|2dx = −

∫ L

0
γ1(x)|φt(x, t)|2dx

−
∫ L

0
γ2(x)|ψt(x, t)|2dx

+

∫ L

0
µ1(x)z1(x, t, 1)φt(x, t)dx

+

∫ L

0
µ2(x)z2(x, t, 1)ψt(x, t)dx

sumando término

ξ

2

d

dt

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
|z1(x, t, ρ)|2dρdx+

ξ

2

d

dt

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
|z2(x, t, ρ)|2dρdx
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a ambos lados en la expresión anterior y reagrupando términos, se obtiene

d

dt

[
ρ1
2

∫ L

0
|φt(x, t)|2dx+

ρ2
2

∫ L

0
|ψt(x, t)|2dx+

b

2

∫ l

0
|ψx|2dx

+
k

2

∫ L

0
|φx + ψ|2dx+

ξ

2

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
|z1(x, t, ρ)|2dρdx

+
ξ

2

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
|z2(x, t, ρ)|2dρdx

]
= −

∫ L

0
γ1(x)|φt(x, t)|2dx

−
∫ L

0
γ2(x)|ψt(x, t)|2dx

+

∫ L

0
µ1(x)z1(x, t, 1)φt(x, t)dx

+

∫ L

0
µ2(x)z2(x, t, 1)ψt(x, t)dx

+
ξ

2

d

dt

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
|z1(x, t, ρ)|2dρdx

+
ξ

2

d

dt

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
|z2(x, t, ρ)|2dx (29)

Teniendo en cuenta la enerǵıa asociada al sistema definida por (27), de la relación anterior se
obtiene

d

dt
E(t) = −

∫ L

0
γ1(x)|φt(x, t)|2dx−

∫ L

0
γ2(x)|ψt(x, t)|2dx+

∫ L

0
µ1(x)z1(x, t, 1)φt(x, t)dx

+

∫ L

0
µ2(x)z2(x, t, 1)ψt(x, t)dx+

ξ

2

d

dt

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
|z1(x, t, ρ)|2dρdx

+
ξ

2

d

dt

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
|z2(x, t, ρ)|2dx (30)

Utilizando las variables auxiliares, (10) y (11), se tienen:

z1(x, t, 0) = z1(0) = φt(x, y), y, z1(x, t, 1) = z1(1) = φt(x, t− τ) (31)

z2(x, t, 0) = z2(0) = ψt(x, y), y, z2(x, t, 1) = z2(1) = ψt(x, t− τ) (32)

En seguida vamos acotar algunos términos del segundo miembro de (30), par el cual aplicando
la desigualdad de Young, (31) y µ1 ∈ L∞(0, L), obtenemos∫ L

0
µ1(x)z1(1)φtdx ≤ ||µ1||∞

∫ L

0
|z1(1)||φt| ≤ ||µ1||∞

∫ L

0

(
1

4
|z1(1)|2 + |φt|2

)
dx

≤ ||µ1||∞
4

∫ L

0
|z1(1)|2dx+ ||µ1||∞

∫ L

0
|φt|2dx (33)

De modo similar; para µ2 ∈ L∞(0, L) y (32) se obtiene∫ L

0
µ2(x)z2(1)ψtdx ≤ ||µ2||∞

4

∫ L

0
|z2(1)|2dx+ ||µ2||∞

∫ L

0
|ψt|2dx

de forma análoga se obtiene que

ξ

2

d

dt

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
|z1(x, t, ρ)|2 dρdx ≤ − ξ

2τ
||µ1||∞

∫ L

0
|z1(1)|2dx

+
ξ

2τ
||µ1||∞

∫ L

0
|z1(0)|2dx (34)
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y

ξ

2

d

dt

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
|z2(x, t, ρ)|2 dρdx ≤ − ξ

2τ
||µ2||∞

∫ L

0
|z2(1)|2 dx

+
ξ

2τ
||µ2||∞

∫ L

0
|z2(0)|2 dx (35)

Reemplazando las expresiones (33)-(35) en (30) se tiene

dE(t)

dt
≤ −

∫ L

0
γ1(x)|φt(x, t)|2dx−

∫ L

0
γ2(x)|ψt(x, t)|2dx+

||µ1||∞
4

∫ L

0
|z1(1)|2dx

+ ||µ1||∞
∫ L

0
|φt|2dx+

||µ2||∞
4

∫ L

0
|z2(1)|2dx+ ||µ2||∞

∫ L

0
|ψt|2dx

− ξ

2τ
||µ1||∞

∫ L

0
|z1(1)|2 dx+

ξ

2τ
||µ1||∞

∫ L

0
|z1(0)|2 dx

− ξ

2τ
||µ2||∞

∫ L

0
|z2(1)|2 dx+

ξ

2τ
||µ2||∞

∫ L

0
|z2(0)|2 dx

Agrupando los términos z1(0) = z1(x, t, 0) = φt(x, t), z2(0) = z2(x, t, 0) = ψt(x, t) se obtiene

dE(t)

dt
≤ −

(
||γ1||∞ − (2τ + ξ)

2τ
||µ1||∞

)∫ L

0
|φt(x, t)|2dx

−
(
||γ2||∞ − (2τ + ξ)

2τ
||µ2||∞

)∫ L

0
|ψt(x, t)|2dx

−
(
2ξ − τ

4τ

)
||µ1||∞

∫ L

0
|φt(x, t− τ)|2dx

−
(
2ξ − τ

4τ

)
||µ2||∞

∫ L

0
|ψt(x, t− τ)|2

Por tanto, la enerǵıa del sistema es decreciente.
Del resultado de la proposición 1, para que la enerǵıa esté bien definida, se establece que la
solución U = (φ, v, ψ, w, z1, z2) debe satisfacer

U ∈ H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

0 (0, L)× L2(0, L)× L2
(
(0, 1), L2

µ1
(0, L)

)
× L2

(
(0, 1), L2

µ2
(0, L)

)
De este modo se define el espacio de fase asociado al sistema (25) dado por

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

0 (0, L)× L2(0, L)× L2
(
(0, 1), L2

µ1
(0, L)

)
× L2

(
(0, 1), L2

µ2
(0, L)

)
El espacio H, provisto del siguiente producto interno

⟨U, V ⟩H = k

∫ L

0
(φx + ψ)(φ′

x + ψ′)dx+ ρ1

∫ L

0
vv′dx+ b

∫ L

0
ψxψ′

xdx+ ρ2

∫ L

0
ww′dx

+ ξ

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
z1(x, t, ρ)z′1(x, t, ρ)dρdx+ ξ

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
z2(x, t, ρ)z′2(x, t, ρ)dρdx

(36)

con U = (φ, v, ψ, w, z1, z2)
T , V = (φ′, v′, ψ′, w′, z′1, z

′
2)

T ∈ H; es un espacio de Hilbert, con la
norma dada por

||U ||2H = k

∫ L

0
|φx + ψ|2 dx+ ρ1

∫ L

0
|v|2dx+ b

∫ L

0
|ψx|2dx+ ρ2

∫ L

0
|w|2dx

+ ξ

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
|z1(x, t, ρ)|2 dρdx+ ξ

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
|z2(x, t, ρ)|2 dρdx (37)
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El dominio del operador A es el conjunto sobre el cual el operador está bien definido sobre el
espacio de fase, esto es,

D (A) = {U ∈ H|AU ∈ H}

teniendo en cuenta el operador A definido por (26) y el vector U = (φ, v, ψ, w, z1, z2)
T se deduce

D (A) =
{
U ∈ H|φ ∈ H1

0 (0, L) ∩H2(0, L); v ∈ H1
0 (0, L); ψ ∈ H1

0 (0, L) ∩H2(0, L);

w ∈ H1
0 (0, L), z1, z1ρ ∈ L2

(
(0, 1), L2

µ1
(0, L)

)
; z2, z2ρ ∈ L2

(
(0, 1), L2

µ2
(0, L)

)}
(38)

Es claro que, D(A) es denso en H.
En lo que sigue se probará, usando el Teorema 2, que A es el generador infinitesimal de un

semigrupo de contracciones {S (t)}t≥0 de clase C0 sobre el espacio de Hilbert H. Con este fin
desarrollaremos los siguientes resultados con respecto del operador diferencial A.

Proposición 2 El operador A : D (A) ⊂ H → H es disipativo.

Demostración. En efecto, sea U = (φ, v, ψ, w, z1, z2)
T ∈ D(A), entonces de (36) y de la defini-

ción AU, tenemos:

⟨AU,U⟩H = k

∫ L

0
(vxφx − φxvx) dx+ k

∫ L

0

(
vxψ − ψvx

)
dx+ k

∫ L

0
(wφx − φxw) dx

+ k

∫ L

0

(
wψ − ψw

)
dx+ b

∫ L

0

(
wxψx − ψxwx

)
dx−

∫ L

0
γ1(x)|v|2dx−

∫ L

0
γ2(x)|w|2dx

+

∫ L

0
µ1(x)z1(x, t, 1)vdx+

∫ L

0
µ2(x)z2(x, t, 1)wdx

− ξ

τ

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
z1ρ(x, t, ρ)z1(x, t, ρ)dρdx

− ξ

τ

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
z2ρ(x, t, ρ)z2(x, t, ρ)dρdx (39)

De la propiedad de los números complejos, z − z = 2i Im(z) en (39), tenemos:

⟨AU,U⟩H = −
∫ L

0
γ1(x)|v|2dx−

∫ L

0
γ2(x)|w|2dx+

∫ L

0
µ1(x)z1(x, t, 1)vdx

+

∫ L

0
µ2(x)z2(x, t, 1)wdx− ξ

τ

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
z1ρ(x, t, ρ)z1(x, t, ρ)dρdx

− ξ

τ

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
z2ρ(x, t, ρ)z2(x, t, ρ)dρdx

+ k

∫ L

0
2i Im(φxvx)dx+ k

∫ L

0
2i Im(φxw)dx

+ k

∫ L

0
2i Im(ψw)dx+ k

∫ L

0
2i Im(ψvx)dx

+b

∫ L

0
2i Im(ψxwx)dx (40)
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De segunda parte de (31) y (32) se tienen:∫ L

0
µ1(x)z1(x, t, 1)vdx =

∫ L

0
µ1(x)z2(1)φtdx

≤ ||µ1||∞
4

∫ L

0
|z1(1)|2dx+ ||µ1||∞

∫ L

0
|φt|2dx (41)∫ L

0
µ2(x)z2(x, t, 1)wdx =

∫ L

0
µ2(x)z2(1)ψtdx

≤ ||µ2||∞
4

∫ L

0
|z2(1)|2dx+ ||µ2||∞

∫ L

0
|ψt|2dx (42)

De primera parte de (31) y (32) se tienen:

− ξ
τ

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
z1ρ(x, t, ρ)z1(x, t, ρ)dρdx = − ξ

2τ

∫ L

0
µ1(x)

∫ L

0
2Re[z1ρ(x, t, ρ)z1(x, t, ρ)]dρdx

= − ξ

2τ

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0

d

dρ
|z1(x, t, ρ)|2dρdx

= − ξ

2τ

∫ L

0
µ1(x)

[
|z1(1)|2 − |z1(0)|2

]
dx

= − ξ

2τ

∫ L

0
µ1(x)|z1(1)|2dx

+
ξ

2τ
||µ1||∞

∫ L

0
|φt|2dx (43)

Análogamente se tiene que,

− ξ
τ

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
z2ρ(x, t, ρ)z2(x, t, ρ)dρdx = − ξ

2τ

∫ L

0
µ2(x)|z2(1)|2dx+

ξ

2τ
||µ2||∞

∫ L

0
|ψt|2dx

(44)
Luego, de (41)-(44) en (40) y tomando la parte real, obtenemos:

Re ⟨AU,U⟩H ≤ −
∫ L

0
γ1(x)|v|2dx−

∫ L

0
γ2(x)|w|2dx+

||µ1||∞
4

∫ L

0
|z1(1)|2dx+ ||µ1||∞

∫ L

0
|φt|2dx

+
||µ2||∞

4

∫ L

0
|z2(1)|2dx+ ||µ2||∞

∫ L

0
|ψt|2dx− ξ

2τ

∫ L

0
µ1(x)|z1(1)|2dx

+
ξ

2τ
||µ1||∞

∫ L

0
|φt|2dx− ξ

2τ

∫ L

0
µ2(x)|z2(1)|2dx+

ξ

2τ
||µ2||∞

∫ L

0
|ψt|2dx

= −
∫ L

0

(
γ1(x)−

(2τ + ξ)

2τ
||µ1||∞

)
|φt(x, t)|2dx

−
∫ L

0

(
γ2(x)−

(2τ + ξ)

2τ
||µ2||∞

)
|ψt(x, t)|2dx−

(
2ξ − τ

4τ

)
||µ1||∞

∫ L

0
|φt(x, t− τ)|2dx

−
(
2ξ − τ

4τ

)
||µ2||∞

∫ L

0
|ψt(x, t− τ)|2

≤ −
(
||γ1||∞ − (2τ + ξ)

2τ
||µ1||∞

)∫ L

0
|φt(x, t)|2dx

−
(
||γ2||∞ − (2τ + ξ)

2τ
||µ2||∞

)∫ L

0
|ψt(x, t)|2dx−

(
2ξ − τ

4τ

)
||µ1||∞

∫ L

0
|φt(x, t− τ)|2dx

−
(
2ξ − τ

4τ

)
||µ2||∞

∫ L

0
|ψt(x, t− τ)|2
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De donde se concluye que

Re ⟨AU,U⟩H ≤ 0, si
τ

2
≤ ξ ≤ 2τ

(
||γi||∞ − ||µi||∞

||µi||i

)
y γi, µi ∈ L∞(0, L), i = 1, 2.

Por tanto, el operador A es disipativo.

Proposición 3 0 ∈ ρ(A)

Demostración.Dado (f, g, h, j,m, l)T ∈ H, se demostrará que existe un único U = (φ, v, ψ, w, z1, z2)
T ∈

D(A) tal que
AU = F (45)

esto es,

v = f(x) ∈ H1
0 (0, L) (46)

kφxx − γ1(x)v + kψx + µ1(x)z1(1) = ρ1g(x) ∈ L2(0, L) (47)

w = h(x) ∈ H1
0 (0, L) (48)

−kφx − γ2(x)w + bψxx − kψ + µ2(x)z2(1) = ρ2j(x) ∈ L2(0, L) (49)

−z1ρ(x, t, ρ) = τm(x, t, ρ) ∈ L2
(
(0, 1), L2

µ1
(0, L)

)
(50)

−z2ρ(x, t, ρ) = τ l(x, t, ρ) ∈ L2
(
(0, 1), L2

µ2
(0, L)

)
(51)

a) De (46) v = f(x) ∈ H1
0 (]0, L[), entonces existe un único v ∈ H1

0 (]0, L[)

b) De (48) w = h(x) ∈ H1
0 (0, L), entonces existe un único w ∈ H1

0 (0, L)

c) De (50), z1ρ(x, t, ρ) = −τm(x, t, ρ) ∈ L2
(
(0, 1);L2

µ1
(0, L)

)
Ahora bien, integrando a z1ρ(x, t, ρ) = −τm(x, t, ρ), de 0 a ρ∫ ρ

0
z1s(x, t, s)ds = −τ

∫ ρ

0
m(x, t, s)ds

z1(x, t, ρ)− z1(x, t, 0) = −τ
∫ ρ

0
m(x, t, s)ds

z1(x, t, ρ) = v(x, t)− τ

∫ ρ

0
m(x, t, s)dds (52)

Desde que, m(x, t, s) ∈ L2
(
(0, 1);L2

µ1
(0, L)

)
y de (55) v(x, t) ∈ H1

0 (0, L) ↪→ L2(0, L) ↪→
L2

(
(0, 1);L2

µ1
(0, L)

)
y de (61) se tiene que, z1(x, t, ρ) ∈ L2

(
(0, 1), L2

µ1
(0, L)

)
.

Por lo tanto, existen únicos z1, z1ρ ∈ L2
(
(0, 1);L2

µ1
(0, L)

)
En forma análoga,

d) De (51), existen únicos z2, z2ρ ∈ L2
(
(0, 1), L2

µ2
(0, L)

)
e) De (47), se tiene

kφxx = γ1(x)v − kψx − µ1(x)z1(1) + ρ1g(x) ∈ L2(0, L)

De los resultados precedente, obtenemos; de (47),

kφxx = f̂ , donde , f̂ = γ1(x)v − kψx − µ1(x)z1(1) + ρ1g ∈ L2(0, L)

y con las condiciones de frontera de φ, tenemos el problema:{
kφxx = f̂ ∈ L2(0, L)
φ(0, t) = 0 = φ(L, t)

Entonces, por la regularidad eĺıptica, existe único

φ ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L)
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f) De (49), se tiene

−kφx − γ2(x)w + bψxx − kψ + µ2(x)z2(1) = ρ2j(x) ∈ L2(0, L)

w = h ∈ H1
0 (0, L) ↪→ L2(0, L) ⇒ γ2(x)w ∈ L2(0, L) , (γ2 ∈ L∞(0, L))

v = f ∈ H1
0 (0, L) ⇒ vx ∈ L2(0, L) ⇒ φtx ∈ L2(0, L) ⇒ kφx ∈ L2(0, L)

Análogamente, como en (e)

µ2(x)z2(1) = µ2(x)w ∈ H1
0 (0, L) ↪→ L2(0, L) , (µ2 ∈ L∞(0, L))

De los resultados precedentes, obtenemos de (49)

bψxx − kψ = ĝ , donde , ĝ = kφx + γ2(x)w − µ2(x)z2(1) + ρ2j ∈ L2(0, L)

y con las condiciones de frontera de ψ, tenemos el problema:{
bψxx − kψ = ĝ ∈ L2(0, L)

ψ(0, t) = 0 = ψ(L, t)

entonces, por la regularidad eĺıptica, existe un único

ψ ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L)

Considerando (a)-(f), se tiene que;

Existe, un único U = (φ, v, ψ, w, z1, z2) ∈ D(A) tal que AU = F.

Entonces existe A−1 : H → D(A) ⊂ H.
Resta probar que, −A−1 es acotado, es decir, existe C > 0 tal que,

|| −A−1F ||H ≤ C||F ||H , ∀F ∈ H

Como −AU = F es equivalente a U = −A−1F, debemos probar, considerando la norma
de U, dado en (37); que ||U ||H ≤ C||F ||H , ∀ ∈ H, donde C no depende de U ni de F

Para ello acotaremos cada sumando que aparece en la norma de U considerando el sistema,

−AU = F

Observemos, si F = (f, g, hj,m, l) ∈ H y la definición de la norma en H

||F ||2H = k

∫ L

0
|fx + h|2 dx+ ρ1

∫ L

0
|g|2dx+ b

∫ L

0
|hx|2dx+ ρ2

∫ L

0
|j|2dx

+ ξ

∫ L

0
µ1(x)

∫ 1

0
|m(x, t, ρ)|2 dρdx+ ξ

∫ L

0
µ2(x)

∫ 1

0
|l(x, t, ρ)|2 dρdx (53)

Tomando el producto interno en H con U en (45) resulta,

⟨−AU,U⟩H = ⟨F,−U⟩H

Tomando la parte real:

−Re ⟨AU,U⟩H = Re ⟨−AU,U⟩H = Re ⟨F,−U⟩H ≤ | ⟨F,U⟩H | ≤ ||F ||H||U ||H

entonces
−Re ⟨AU,U⟩H ≤ ||F ||H||U ||H (54)
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Por otro lado A es disipativo, entonces resultado anterior se tiene,

Re ⟨AU,U⟩H ≤ −M1||φt||22 −M2||ψt||22 −M3||z1(1)||22 −M4||z2(1)||22 (55)

dondeM1 := ||γ1||∞−(2τ + ξ)

2τ
||µ1||∞, M2 := ||γ2||∞−(2τ + ξ)

2τ
||µ2||∞, M3 := (

(
2ξ − τ

4τ

)
||µ1||∞

y M4 :=

(
2ξ − τ

4τ

)
||µ2||∞

Entonces, de (54) y (55) se tiene:

M1||φt||22+M2||ψt||22+M3||z1(1)||22+M4||z2(1)||22 ≤ ||F ||H||U ||H, de donde mayorando por
izquierda, ∫ L

0
|v(x, t)|2dx ≤M−1

1 ||F ||H||U ||H (56)∫ L

0
|w(x, t)|2dx ≤M−1

2 ||F ||H||U ||H (57)∫ L

0
|z1(1)|2dx ≤M−1

3 ||F ||H||U ||H (58)∫ L

0
|z2(1)|2dx ≤M−1

4 ||F ||H||U ||H (59)

De las ecuaciones (47) y (49):

k(φx + ψ)x − γ1(x)v + µ1(x)z1(1) = ρ1g

−k(φx + ψ)− γ2(x)w + bψxx + µ2(x)z2(1) = ρ2j

Multiplicando por φ y ψ a las ecuaciones precedentes respectivamente,(
k(φx + ψ)x, φ

)
2
+

(
− γ1(x)v, φ

)
2
+

(
µ1(x)z1(1), φ

)
2
=

(
ρ1g, φ

)
2(

− k(φx + ψ), ψ
)
2
+
(
− γ2(x)w,ψ

)
2
+
(
bψxx, ψ

)
2
+
(
µ2(x)z2(1), ψ

)
2
=

(
ρ2j, ψ

)
2

Sumando, aplicando integración por partes y condiciones de frontera se tiene:

− k
(
φx + ψ,φx

)
2
− k

(
φx + ψ,ψ

)
2

−
(
γ1(x)v, φ

)
2
−
(
γ2(x)w,ψ

)
2

+
(
µ1(x)z1(1), φ

)
2
− b

(
ψx, ψx

)
2

+
(
µ2(x)z2(1), ψ

)
2
=

(
ρ1g, φ

)
2
+

(
ρ2j, ψ

)
2

luego, agrupando:

k||φx + ψ||22 + b||ψx||22 = −
(
γ1(x)v, φ

)
2
−
(
γ2(x)w,ψ

)
2
+
(
µ1(x)z1(1), φ

)
2

+
(
µ2(x)z2(1), ψ

)
2
−
(
ρ1g, φ

)
2
−
(
ρ2j, ψ

)
2

(60)

Acotando cada término de (60):

−(γ1(x)v, φ)2 ≤ ||γ1||∞||v||2||φ||2 ≤ ||γ1||2∞cε||v||22 + ε||φ||22
≤ ||γ1||2∞cεM−1

1 ||F ||H||U ||H + ε||φ||22 , (de (56)) (61)

−(γ2(x)w,ψ)2 ≤ ||γ2||∞||w||2||ψ||2 ≤ ||γ2||2∞cε||w||22 + ε||ψ||22
≤ ||γ2||2∞cεM−1

2 ||F ||H||U ||H + ε||ψ||22 , (de (57)) (62)
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Alfonso Pérez Salvatierra, Eliseo Pumacallahui Salcedo y Andrés Guardia Cayo

(µ1(x)z1(1), φ)2 ≤ ||µ1||∞||z1(1)||2||φ||2 ≤ ||µ1||2∞cε||z1(1)||22 + ε||φ||22
≤ ||µ1||2∞cεM−1

3 ||F ||H||U ||H + ε||φ||22 , (de (58)) (63)

(µ2(x)z2(1), ψ)2 ≤ ||µ2||2∞cεM−1
4 ||F ||H||U ||H + ε||ψ||22 , (de (59))

−(ρ1g, φ)2 ≤ ||ρ1g||2||φ||2 ≤ cερ
2
1||g||22 + ε||φ||22 ≤ cερ1||F ||2H + ε||φ||22 , ( de (53))

−(ρ2j, ψ)2 ≤ cερ2||F ||2H + ε||ψ||22 , ( de (53))

Sumando (61)-(62) en (60):

k||φx + ψ||22 + b||ψx||2 ≤ ||γ1||2∞cεM−1
1 ||F ||H||U ||H + ε||φ||22 + ||γ2||2∞cεM−1

2 ||F ||H||U ||H + ε||ψ||22
+ ||µ1||2∞cεM−1

3 ||F ||H||U ||H + ε||φ||22 + ||µ2||2∞cεM−1
4 ||F ||H||U ||H + ε||ψ||22

+ cερ1||F ||2H + ε||φ||22 + cερ2||F ||2H + ε||ψ||22
= cε

(
M−1

1 ||γ1||2∞ +M−1
2 ||γ2||2∞ +M−1

3 ||µ1||2∞ +M−1
4 ||µ2||2∞

)
||F ||H||U ||H

+ 2ε||ψ||22 + 4ε||φ||22 + cε(ρ1 + ρ2)||F ||2H
≤ cεM

−1
5 ||F ||H||U ||H + cεM

−1
6 ||F ||2H + 2εc2||ψx||2 + 4εc1||φx + ψ||22

+ 4εc1c2||ψx||22

donde M5 :=M−1
1 ||γ1||2∞ +M−1

2 ||γ2||2∞ +M−1
3 ||µ1||2∞ +M−1

4 ||µ2||2∞ y M6 := ρ1 + ρ2

Entonces,

(k − 4εc1)||φx + ψ||22 + (b− 2εc2 − 4εc1c2)||ψx||22 ≤ cεM5||F ||H||U ||H + cεM6||F ||2H

≤
(
cεM5

2
+ cεM6

)
||F ||2H +

cεM5

2
||U ||2H.

Mayorando por la izquierda a la expresión precedente

M7

(
k||φx + ψ||22 + b||ψx||22

)
≤

(
cεM5

2
+ cεM6

)
||F ||2H +

cεM5

2
||U ||2H

Donde

M7 := mı́n

{
k − 4εc1

2
,
b− 2εc2 − 4εc1c2

b

}
Entonces

k||φx + ψ||22 + b||ψx||22 ≤M−1
7 cε

(
M5

2
+M6

)
||F ||2H +M−1

7

cεM5

2
||U ||2H (64)

De (56) y (57) se tienen:

ρ1||v||22 ≤ ρ1M
−1
1 ||F ||H||U ||H ≤ ρ1M

−1
1 cε||F ||2H + ε||U ||2H

ρ1||w||22 ≤ ρ2M
−1
2 ||F ||H||U ||H ≤ ρ2M

−1
2 cε||F ||2H + ε||U ||2H

De (50), se tiene:
z1ρ = −τm

multiplicando ambos lados por 2z1

2z1ρz1 = −2τmz1

integrando de 0 a ρ:∫ ρ

0
2z1η(x, t, η)z1(x, t, η)dη = −2

∫ ρ

0
m(x, t, η)z1(x, t, η)dη
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Tomando la parte real ambos miembros:∫ ρ

0
2Re

(
z1η(x, t, η)z1(x, t, η)

)
dη = −2Re

∫ ρ

0
m(x, t, η)z1(x, t, η)dη

|z1(x, t, ρ)|2 − |z1(x, t, 0)|2 = −2Re

∫ ρ

0
m(x, t, η)z1(x, t, η)dη

Integrando respecto a x de 0 a L:∫ L

0
|z1(x, t, ρ)|2dx−

∫ L

0
|φt(x, t)|2dx = −2Re

∫ L

0

∫ ρ

0
m(x, t, η)z1(x, t, η)dηdx∫ L

0
|z1(x, t, ρ)|2dx−

∫ L

0
|φt(x, t)|2dx ≤ c7||F ||H||U ||H∫ L

0
|z1(x, t, ρ)|2dx ≤

∫ L

0
|v(x, t)|2dx+ c7||F ||H||U ||H

µ1(x)

∫ L

0
|z1(x, t, ρ)|2dx ≤ µ1(x)

∫ L

0
|v(x, t)|2dx+ µ1(x)c7||F ||H||U ||H∫ 1

0
µ1(x)

∫ L

0
|z1(x, t, ρ)|2dxdρ ≤

∫ 1

0
µ1(x)

∫ L

0
|v(x, t)|2dxdρ+

∫ 1

0
µ1(x)c7||F ||H||U ||Hdρ

≤ ||µ1||∞
∫ L

0
|v(x, t)|2dx+ ||µ1||∞c7||F ||H||U ||H

≤ ||µ1||∞M−1
1 ||F ||H||U ||H + ||µ1||∞c7||F ||H||U ||H

= ||µ1||∞(M−1
1 + c7)||F ||H||U ||H

τ

∫ 1

0
µ1(x)

∫ L

0
|z1(x, t, ρ)|2dxdρ ≤ τc28cε||F ||2H + ε||U ||2H (65)

Análogamente se obtiene:

τ

∫ 1

0
µ2(x)

∫ L

0
|z2(x, t, ρ)|2dxdρ ≤ τc29cε||F ||2H + ε||U ||2H

sumando (64)-(65) y de (37):

||U ||2H ≤M−1
7 cε

(M5

2
+M6

)
||F ||2H +M−1

7 cεM5||U ||2H + ρ1M1cε||F ||2H + ε||U ||2H
+ ρ2M2cε||F ||2H + ε||U ||2H + τc28cε||F ||2H + ε||U ||2H + τc29||F ||2H + ε||U ||2H

||U ||2H ≤ ĉ||F ||2H +
(
4ε+

M−1
7 cεM5

2

)
||U ||2H

(1− ε̂)||U ||2H ≤ ĉ||F ||2H , 1− ε̂ > 0 , .

Entonces
||U ||2H ≤ ĉ1||F ||2H ⇒ ||U ||H ≤

√
ĉ1||F ||H

Por lo tanto, −A−1 es acotado

De este modo resulta que, 0 ∈ ρ(A), y como A es disipativo, entonces, A genera un C0-semigrupo
S(t) = eAt de contracciones sobre el espacio de Hilbert H.

Teorema 3 El operador A definido en (26) es un generador infinitesimal de un semigrupo de
clase C0 de contracciones sobre H.

Demostración. En efecto, tenemos que D (A) es denso en H. De las proposiciones 2 y 3 el
operador A es disipativo, 0 ∈ A. Luego teniendo en cuenta el Teorema 2 , se concluye que el
operador A es un generador infinitesimal de un semigrupo de clase C0 de contracciones sobre el
espacio H. Por tanto, el sistema de Timoshenko con retardo, está bien puesto.
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Regularidad de la solución

El problema de valor inicial en (25) se tienen:

i) Si U0 ∈ H, entonces U ∈ C0([0,+∞);H), U es una solución generalizada

ii) Si U0 ∈ D(A), entonces U ∈ C0([0,+∞);D(A)) ∩ C1([0,+∞));

Para el caso U0 ∈ D(A), entonces

U(t) ∈ D(A) : φ ∈ H1
0 ∩H2 , φt ∈ H1

0 , ψ ∈ H1
0 ∩H2 , ψt ∈ H1

0 z1 ∈ L2
(
(0, 1);L2

µ1
(0, L)

)
,

z2 ∈ L2
(
(0, 1);L2

µ2
(0, L)

)
U(t) ∈ H : φt ∈ H1

0 , φtt ∈ L2 , ψt ∈ H1
0 , ψtt ∈ L2 z1t ∈ L2

(
(0, 1);L2

µ1
(0, L)

)
,

z2t ∈ L2
(
(0, 1);L2

µ2
(0, L)

)
De las dos informaciones precedente se tiene:

φ ∈ C0([0,+∞);H1
0 (0, L) ∩H2(0, L)) ∩ C1([0,+∞);H1

0 (0, L)) ∩ C2([0,+∞);L2(0, L))

ψ ∈ C0([0,+∞);H1
0 (0, L) ∩H2(0, L)) ∩ C1([0,+∞);H1

0 (0, L)) ∩ C2([0,+∞);L2(0, L))

z1 , z1t ∈ L2
(
(0, 1);L2

µ1
(0, L)

)
z2 , z2t ∈ L2

(
(0, 1);L2

µ2
(0, L)

)
4. Conclusión

En el presente art́ıculo, hemos considerado el sistema de Timoshenko que modela el movi-
miento de vigas y puentes, que a la vez nos diferencia a muchos art́ıculos que estudiaron este
sistema es que, está afectado de un retardo tanto en el movimiento transversal como en el movi-
miento rotacional. Sabemos que un retardo en el tiempo de sistemas estudiado puede producir
una desestabilización en su comportamiento asintótico ver [11].

Para el estudio realizado, hemos comprobado que el problema esta bien puesto, es decir,
que el sistema tiene una única solución, para ello primeramente hemos buscado establecer un
sistema equivalente al sistema planteado, adicionando dos ecuaciones suplementarias y de este
modo se pudo determinar la enerǵıa asociada al sistema equivalente, luego aplicamos la teoŕıa
de semigrupos lineales, para probar que el sistema está bien puesto. Dejamos como estudio
completar el comportamiento asintótico del presente art́ıculo.
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