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Método de Punto Proximal para Desigualdad Variacional Aplicada a un Problema
de Equilibrio de Redes.
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Resumen: En este articulo presentamos un método proximal con distancias proxi-
males para encontrar la ruta éptima de una red vehicular modelado como un prob-
lema de desigualdad variacional. Realizamos la implementacién computacional y la
experimentacién numérica en Python utilizando el método de Newton y una regla de
viabilidad para resolver los subproblemas que se transforman en sistemas de ecua-
ciones no lineales con condiciones de no negatividad sobre las variables. La principal
contribucién del articulo es el abordaje numérico utilizado para resolver los subprob-
lemas del método proximal y que son verificados a través de ejemplos practicos. Este
abordaje numérico sigue la metodologia existente para resolver los subproblemas en
métodos proximales pero introduce criterios novedosos para obtener el punto sigu-
iente en cada iteracién del algoritmo proximal. Debemos resaltar que este trabajo es
la primera implementaciéon computacional del método proximal con distancias prox-
imales aplicada en equilibrio de redes.

Palabras clave: método de punto proximal, equilibrio de redes, distancial prox-
imales, variational inequalities.

Proximal Point Method for Variational Inequality Applied to a Routing Problem

Abstract: In this paper we present a proximal method with proximal distances for
finding the optimal route of a vehicular network modeled as a variational inequality
problem. We perform the computational implementation and numerical experimen-
tation in Python using Newton’s method and a viability ruler to solve the subprob-
lems that become systems of nonlinear equations with nonnegative constraints on
the variables. The main contribution of the article is the numerical approach used
to solve the subproblems of the proximal method and which are verified through
practical examples.
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1 Introduccion

La congestion de las redes de transporte urbano representan sistemas complejos, con la cual
los usuarios interactuan a menudo para determinar las rutas de costo minimo de viaje entre su
punto de origen y destino. Diariamente cada usuario debe tomar decisiones para escoger la ruta
viable que lo lleve a su destino en menos tiempo y con menos costo. Aunque la mayoria de
los problemas de decisién involucran situaciones de optimizacién multiobjetivo, las soluciones
computacionales tradicionales tienden a simplificarlos convirtiéndolos en problemas de un solo
objetivo. Sin embargo, la necesidad de abordar la naturaleza multiobjetivo de estos problemas
ha llevado al desarrollo de enfoques méas avanzados, como la optimizaciéon multiobjetivo que se
remonta a los trabajos pioneros de Wilfredo Pareto (1896) [11I]. La formalizacién mateméatica
de estos problemas comenzé con el trabajo seminal de Kuhn y Tucker en 1951 [2], seguido de
importantes contribuciones de otros investigadores a lo largo de las décadas, ver por ejemplo
[, 3, 1[4, (51 6], @, 13].

En este articulo desarrollamos un problema de equilibrio de redes (trafico urbano [10]) mo-
delado como un problema de desigualdad Variacional (VIP por sus siglas en inglés Variational
Inequality Problems) y usamos el método de punto proximal propuesto en [I3] considerando
distancias proximales para resolverlo. Métodos de punto proximal y distancias proximales han
sido ya estudiadas por varios investigadores, ver por ejemplo el articulo [I4] y sus referencias
relacionadas.

Al usar el algoritmo proximal propuesto en [I3] para resolver el problema (VIP) en cada
paso iterativo nos encontramos ante un problema de resolver un sistema de ecuaciones no lin-
eales que no fue desarrollado en el articulo mencionado. Asi, la contribucién de este trabajo
estd justamente en presentar un algoritmo adecuado para encontrar numéricamente la solucién
de este sistema en cada iteracién del algoritmo. De esta manera, este trabajo contribuye al
algoritmo introducido en [I3] presentando una alternativa de como resolver estos subproblemas
de forma practica. Para ello, hemos utilizado el metédo de Newton con una regla de viabilidad
motivado por el método de Armijo [12] para asegurar la no negatividad de las soluciones. La
implementacion del programa fue realizada en Python. Debemos observar también que este
articulo es la primera implementacién computacional que se da del algoritmo presentado en [13]
para resolver un problema de equilibrio de redes.

La organizacion del articulo es la siguiente: Seccién 1 es la introduccién, la Seccién 2 presenta
los resultados previos que se debe conocer para entender el algoritmo, la Seccién 3 modela el
problema de equilibrio de redes como un problema (VIP) y presentamos un ejemplo para explicar
detalladamente el modelo, en Secciéon 4 presentamos el algoritmo proximal y sus resultados
tedricos, en la Seccién 5 presentamos los resultados numéricos, en la Seccién 6 damos nuestras
conclusiones y en la Seccién 7 los agradecimientos respectivos.

2 Resultados Previos

A lo largo de este articulo R™ (es el espacio euclidiano dotado del producto interior canénico

/2 Sea B € R™" una matriz simétrica positiva,

(,+) y la norma. z estd dada por ||z| = (z,x)
denotamos ||z| 5 = (B, x>1/ 2 Del mismo modo la bola Euclidiana centrada en z con radio
€ > 0 como B(z,e) = {y € R" : ||y — z|| < €}. El interior, clausura y frontera del subconjunto

X C R"™ se denota por int(X), X y bd(X).

Definicién 2.1 Sea T : R*=R" una aplicacion. El dominio y el grifico de T estdn definidos
como

D(T)={zeR":T(z) #0}.
G(T)={(z,v) eR"xR": 2 € D(T),v e T(x)}.
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A seguir damos algunos conceptos relacionados a monotonia de aplicaciones punto-conjunto que
son importantes para obtener buena definicién y convergencia global del algoritmo introducido.

Definicién 2.2 Una aplicacién T : R"=R" es cerrada para T si para alguna secuencia {xk} C
R™ y alguna secuencia en {vk} C R™ tal que (zF,v%) € G(T) y (zF,v%) = (&,0), implica que
veT(z).

Definicién 2.3 Una aplicacion T : R* =2 R" es:
i. Fuertemente mondtona si existe a > 0 tal que
(u—v,x—y) >alz—y|?, (1)
para todo (x,u), (y,v) € G(T).

ii. Mondtona si

(u—v,x—y)ZO, (2)
para todo (x,u), (y,v) € G(T).
iii. Pseudo-mondtona si
(vyx—y) > 0= (u,z —y) >0, (3)
para todo (xz,u), (y,v) € G(T).
iv. Cuasi-mondtona si
(v, —y) > 0= (u,x —y) >0, (4)

para todo (x,u), (y,v) € G(T).

2.1 Distancia Proximal

Esta seccién presenta las definiciones de distancia proximal y distancia proximal inducida, in-
troducida por Auslender y Teboulle. [3]. Estos conceptos son importantes para la introduccién
de nuevos algoritmos donde las iteraciones se mantengan en el interior del conjunto de las re-
stricciones viables. Este enfoque se ha utilizado en los trabajos de Villacorta y Oliveira [16],
Papa Quiroz y Oliveira [14], Papa Quiroz et al. [15].

Definicién 2.4 Una funcion d : R" x R" — Ry U {+o0} es llamada distancia proximal con
respecto a un conjunto convexo abierto no vacio C si para cada y € C satisface las siguientes
propiedades:

i. d(-,y) es propia, semicontinua inferior, estrictamente convexa y continuamente diferen-
ciable en C.

ii. dom (d(-,y)) € C y dom(01d(-,y)) = C, donde 01d(-,y) denota el subdiferencial de la

funcion d(-,y) con respecto a la primera variable.
iii. d(-,y) es coerciva en R" (i.e., lim|j,|| o0 d(u,y) = +00);

iv. d(y,y) = 0.
Denotamos D(C) la familia de funciones que satisfacen la definicion anterior.

La propiedad i. es necesaria para preservar la convexidad de d(-,y), la propiedad ii forzara la
iteracién del método proximal a permanecer en C| y la propiedad iii es util para asegurar la
existencia de iteraciones proximales. Para cada y € C, V1d(-,y) denota el vector gradiente de la
funcién d(-,y) con respecto a la primera variable. Tenga en cuenta que por definicién d(-,-) > 0
y por iv el minimo global de d(-,y) se obtiene y, lo cual implica que V1d(y,y) = 0.
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Definicién 2.5 Dado d € D(C). Una funcion H : R™ x R" — R, U {+o0} se llama distancia

proxzimal inducida a d si H es una funcion de valor finito en C x C' y para cada a,b € C tenemos:
(Ii) H(a,a) =0.

(Iii) (¢ —0b,Vid(b,a)) < H(c,a) — H(c,b), VYceC.

Denotemos por (d, H) € F(C) la distancia proximal que satisface las condiciones de la definicién

2.5]
También denotamos (d, H) € F(C) si existe H : R x R — Ry U {+00} satisfaciendo:

(Iiii) H es valor finito en C' x C y satisface (Ii) y (Iii), para cada c € C.
(Tiv) Para cada c € C, H(c,-) tiene conjuntos de nivel acotados en C.

Finalmente, denotamos (d, H) € F, (C) si

(Iv) (d,H) € F(C).
(Ivi) Yy € C y ¥ {y*} C C acotado con limy_, o H(y,y"*) = 0, luego limg_, 1 oo ¥* = y.

(Ivii) Yy € C, y V{y*} C C tal que limy_,, o y* = y, entonces limy_,, o H(y,y*) = 0.

El principal resultado del método del punto proximal se ha probado cuando (d, H) € F4(C).
Existen varios ejemplos de distancias proximales que satisfacen las definiciones anteriores, por
ejemplo, distancias de Bregman, distancias basadas en p—divergencia y distancias proximales
homogéneas de segundo orden, fueron dadas por Auslender and Teboulle, [3], Section 3. Ver
también los trabajos de Langenberg y Tichatschke [9], Kaplan y Tichatschke [7], [8]. Algunos
ejemplos de distancias proximales son:

Ejemplo 2.1 Considerando que la distancia prozimal
2
d(z,y) = |z —yll°,

cumple con la deﬁm’cz’o’n es decir, que d € D(R™). Ademds, la distancia proximal inducida
es dada por H(z,y) = ||z — y||?, que cumple con las condiciones de la definicion[2.5

Ejemplo 2.2 La distancia prorimal Logaritmo-Cuadrdtico:

1 2 2 i 2 .
A, v) = Z?:li(wi_vi) +u<vl- log (%i—I—wwi—vi)), siw € R?
~+00, en otro caso

donde 0 < p < 1 es un valor fijo dado, satisface las condiciones de las definiciones y[2.5
En este caso la distancia inducida es H(x,y) = (3/4)|z — yl|?.

La distancia proximal dada en el ejemplo anterior sera utilizada en la implementacion del algo-
ritmo y su aplicaciéon a problemas de equilibrio de redes.

3 Problema de Equilibrio de Redes Modeladas como Problema
de Desigualdad Variacional

En esta seccion consideramos el problema de equilibrio de la red de trafico con demandas
elasticas en el que se supone que se conocen las funciones de desutilidad del viaje asociadas con
los viajes entre pares origen/destino y presentamos la formulacién de desigualdad variacional
con las condiciones de equilibrio que gobiernan el modelo descrito por Nagurney y Zhang [10].
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3.1 Formulaciones de desigualdad variacional

La red de transporte estard representada por un grafo dirigido denotado por G(N, L), siendo
N los nodos y L los enlaces dirigidos, denotamos con p, q, ...etc las rutas, que consisten en una
secuencia de enlaces con cierta orientacion, asimismo, denotamos como w el par de nodos origen-
destino O/D de la red y como 2 al conjunto de todos los pares O/D de la red, asumimos que
hay J pares O/D.
Ademds P, denota el conjunto de todos los caminos conectando el par origen destino w y sea
P =UgeqP,, el conjunto de todos los caminos en la red.
Asumimos que hay m,, caminos conectando el par origen destino w y denotamos como m el
numero total de caminos conectados en la red, asi m = Z My

we
Sea x,, el flujo del trafico sobre el camino P entonces el patrén de flujo de la ruta de trafico = es

un vector columna de dimensiéon m no negativo que se puede escribir como
r = {xp,p € P} €RY.

La demanda del trafico entre el par origen destino w se denota por d,,, y satisface

d, = Z Ty, xp >0, Vp, (5)
PEPy

es decir, la suma de los flujos de rutas entre el par O/D w debe ser igual a la demanda d,,. Sea
d = {d,/w € Q} el vector de las demandas de viaje.
Sea f, el enlace de carga sobre el enlace a, que debe satisfacer la siguiente ecuacién de conser-
vacién del flujo.

Jo="" Supy, (6)

peP

donde 44, = 1, si el enlace a esta contenido en la ruta p, y d,p = 0 en caso contrario. La ecuacién
@ establece que la carga de trafico sobre el enlace a es igual a la suma de todos los flujos de
rutas sobre las rutas p que atraviesan el enlace a.
Asumamos que ¢ = {c4,a € L} sea el vector fila de los costos de enlaces, donde ¢, denota el
costo de atravesar el enlace a. En general asumimos que el costo de enlace depende del flujo de
cada enlace, esto es.

c=c(f), (7)

donde ¢ es una funciéon dada y f denota el vector columna de las cargas enlaces. El ususario
que viaja por la ruta p incurre en un costo de viaje C), satisfaciendo

Cp = Gupca, (®)

a€el

es decir, el costo de atravesar a lo largo de un camino p es igual a la suma del costo de los enlaces
que componen la ruta.

De (@, @ y observamos que tanto el costo de enlace y el costo de las rutas son funciones
del patrén de flujo de ruta x, y por lo tanto se pueden escribir los siguientes vectores fila

c=c(f(z)) =clz)y C=C(f(z)) = Cla), 9)

Asociada con cada par origen destino w, hay una desutilidad de viaje A, que es funcién de la
demanda de viaje d, es decir,
Aw = Aw(d) (10)

Definicién 3.1 (Equilibrio de la red de trdfico) [10] Un patron de flujo de ruta x*, que
mduce un patron de demanda d* o través de (@ es un equilibrio de la red de trdfico, si para cada
par entrada salida w y cada ruta p € P, las siguientes igualdades y desigualdades se mantienen:
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— wd*,' *
i( ),sizh >0 (11)

p
w(d*),si z) =
xE N >0

dw (A*) :{ :ZpEPW P w (12)

< ZpGPN CC;, >‘Z; =0

Es decir, en equilibrio, sélo se utilizan aquellos caminos que conectan un par O/D que tienen
costos minimos para el usuario, y sus costos son iguales a la desutilidad del viaje asociado con
viajar entre el par O/D.

Teorema 3.1 (Formulacion de la Desigualdad Variacional) (Ver Nagurney y Zhang

(1996) Pag 201 [10] ). Dado K = < (z,d) : 2 >0 y d, = Z Zp, ¢, donde P, denota el con-
pEF,

junto de todos los caminos conectando el par origen destino w y x, el flujo del trdfico sobre el

camino P. Decimos que (x*,d*) € K es un equilibrio de la red de trdfico si y solo si resuelve el

problema de desigualdad variacional:

(C(x"), 2 —2*) — (Md),d — d* > 0),¥(z,d) € K. (13)

Usando (|5)), podemos definir R
A= BTA(d(z)) = BT \(d), (14)

donde, B es la matriz dimensional J x m cuya (w, p)-ésima componente es igual a 1 si el camino
p estd contenido en el par O/D w, y 0 de lo contrario.

3.2 Un Caso Particular

Para nuestro ejemplo damos el siguiente grafo dado en la Figura de 4 nodos N = {A,B,G,H}
y 7 enlaces L = {a,b, g, h,s,e,l}. Consideremos tres pares origen-destino O/D en la red, donde

Figure 1: Ejemplo de Red de Transporte, tomado de [10]

Q ={wi,wy, w3} con w; = (A,B), wa = (G, H), w3 = (A, H). Asi, J = 3.

Los caminos que unen estos O/D se enumeran como:

P, = {p17p2}7 donde p; = {a}’ b2 = {b},

P, = {p3,ps}, donde p3 = {g}, ps = {h},

Fo, = {p57p6ap77p8ap9}a donde ps = {ave}vpﬁ = {b’ 6},p7 = {Svg}aPS = {Svh}vp9 = {l}

Asi tenemos P = {p1,p2,p3,..., P9}

En este caso hay m,, = 2,my, = 2, m,, = 5, obteniendo m = 9, el nimero de caminos en
la red. La matriz de incidencia de orden 9 x 7, donde las filas estan dadas por los caminos
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P1,P2, D3, .., P9 ¥ las columnas por los arcos a,b, g, h, s,e,l de esta red que muestra los enlaces
utilizados en cada par origen destino se denota por A

N

Il
SO OO OO O
OO O H OO oo
OO R OO Ok OO
O R OO o RO OO
O == OO OO o oo
OO O R EFHOOOO
—_ O OO O o o oo

y la matriz de incidencia B de orden 9 x 3, formada por las filas que representan a los caminos
P1,P2,P3,---, P9 ¥ las columnas que representan origen-destino wi,ws,ws, indica las rutas que
pertenecen al origen-destino del par w :

Il
eNeNeNeNeNeNel S
eNeNelNoNell N el
e e e N A e B e B e R )

Sabemos que ), es el flujo de trafico de usar la ruta p. Entonces, el patrén del flujo de tréfico
x es el vector © = (Zp,, Tpy, Tpss Tpys Tpss Tpgs Lpry Tpgy Tpg) € Ri. La capacidad de flujo [ se
halla multiplicando la transpuesta de la matriz A con el patrén de flujo z

Q:Pl
100010000 Tp, Tp, + Tps = fa
010001000 T, Tpy + Tpg = fo
001000T1U00 Tp, Tpy + Tp; = [y
f=A"z=[000100010 Tps | = | Tps T Tps = [
000O0O0DOT1T1F0 Tpg Tp, + Tps = fs
000011000 Ty, Tps + Tpg = fe
000O0O0DO0O0O01 Tpg Tpy = fi
Lpg

El vector columna d que agrupa las demandas de viaje d,, se obtiene multiplicando la trapuesta
de B con el vector patrén de flujo z

Tpy Tpy + Tpy = duyy
Tpg + Tpy = de
Lpe Tps + Tps + Tp; + Tpg + Lpg = duy

o = O
_ = O
— o O
— o O
_= o O
= o o
— o O
%8
B
I
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Para este ejemplo el vector fila de lo costos es: (cq, ¢p, Cg, Ch, Ce, Cs, ¢1). Un usuario que viaja por
la ruta p incurre en un costo de viaje C), que satisface:

Cp =" GapCa (15)

acl

Para este ejemplo, los costos son dados por

calf) = 15fa + 100 o) = {20fb +4fa si fy € [0,5]

2f2 +4f, +50, si f, € [5, 400 >

] 10f, +40, si f, €[0,10] B
¢(f) = {0.5f§+90, si f, € [10, +o0 > en(f) = 2fn+ Jo £ 90
Cs(f):10f5+40 Ce(f):fe+5fs+6fg+6fh+40
a(f) =10f; + 2f, + 20

Asi de , tenemos
Cpl = Ca(f)a Cp2 = Cb(f)a Cpg = Cg(f)7 C'p4 = Ch(f)v CPS = Ca(f) +Ce(f),
CPG - Cb(f) + CE(f)v CP? = cS(f) + Cg(f)v Cps = Ch(f) + CS(f)’ Cpg = Cl(f)7

Para cada par origen destino w, existen desutilidades asociadas al viaje A* , que esdn en funcién
de la demanda de viaje d. En el ejemplo la demanda estd dada por:

dy, = Tp, + Tp,

Ay = Tpy + Tp,

dwg = Tpy + Tpg + LTpy + Tpg + Tpg

Asimismo las funciones de desutilidad de viaje estan dadas por:

Aw, (dw,) = —5dy, + 100
Ay (dusy) = —Ady — 2dluy, + 126
Aws (dups) = —5dyy — Beluy, + 160

Debemos determinar x* € ]R?ir que satisfaga la desigualdad variacional:
(C(x*) — A\(x"),x—x") >0 (16)

donde C’(a:) = (C 1, Cpg, Cpg, Cp4, Cp4, Cpg,, Cp6, Cp7, Cpg, Cpg) y )\($) = ()\wl, )\w, )\wg).
Para encontrar el patrén de flujo de trayectoria de equilibrio hemos utilizado el algoritmo proxi-
mal y el método de Newton junto con la regla de Armijo en el lenguaje de programacién Python.
Los resultados los veremos después de complementar la teoria del algoritmo proximal.

4 Algoritmo Proximal y Resultados tedricos

Estamos interesados en resolver el problema de desigualdad variacional (VIP), el cual consiste
en encontrar z* € C, y un y* € T'(z*), tal que

(y*,x —2*) > 0,Vor € C, (17)

donde T : R*=R" es una aplicacién punto a conjunto (no necesariamente monétono), C' es un
conjunto convexo abierto no vacfo. C es la clausura de C en R™ y D(T) N C # (). Proponemos
una extensiéon del (PPM) con una distancia proximal, llamada algoritmo de Punto Proximal
Inexacto (IPP), para resolver el problema.([17).
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Algoritmo (IPP)
Inicializacién: Sea {\;} una secuencia de pardmetros positivos y sea un punto de partida:

2% e C. (18)

Pasos Principales: Para k = 1,2,..., y dado z*~! € O, encontramos z* € O, u* € T(2*) y
ek € R”, tal que:

uP + N Vid(aF, 281 = €F, (19)

donde d es la distancia proximal tal que (d, H) € F(C) y €¥ es un error aproximado que
satisface la siguiente hipdtesis:

I < /H @k ) 20)
\ =S Nk e,z )

k
+oo
an < 400, ni > 0. (21)
k=1

Criterio de Parada: Si z¥ = z¥=! 0 0 € T(z*), entonces finaliza. De lo contrario, hacer
k — 1 < k y retornar al inicio.

Ahora presentamos el resultado de convergencia global que fue probado en el articulo [13].
asumiendo las siguientes hipdtesis:

(H1) Para cada k € N, existe ¥ € C.

(H2) El conjunto solucién de (VIP), denotado por SOL(T,C), es no vacio.

(H3) T es una aplicacién localmente acotada y G(T") es cerrado.

Teorema 4.1 Sea T una aplicacion pseudo-mondtona, (d,H) € F+(C), y supongamos que las
hipotesis (H1), (H2) y (H3) juntamente con (Iviii) son satisfechas. Si 0 < A\ < A, entonces
{xk} converge para un punto de SOL(T,C).

Para el caso cuasi-monétono denote Acc (mk) como el conjunto de todos los puntos de acumu-
lacién de {z*}, esto es,

Acc (xk) = {z € C: existe una subsecuencia {z*/} of {z*} : 2% — z} :

Supongamos ahora que T' es una aplicacién cuasi-mondtona y consideremos el siguiente subcon-
junto SOL(T,C) :

SOL*(T,C) = {z* € SOL(T,C) : Ju* # 0,u* € T(z")} .
Asumimos que SOL(T,C) N bd(C) # () y sustituiremos la hipétesis (H2) por :
(H2)’ SOL*(T,C) # 0.

Asi, para el caso cuasi-mondtono obtenemos el siguiente resultado, ver [13].

Teorema 4.2 Sea T una aplicacion cuasi-mondtona, (d, H) € F(C), y suponga que las hipdtesis

(H1), (H2)’, (H3) y (Iviii) son satisfechas con 0 < A\, < X, entonces

(a) {z"} converge debilmente para un elemento de SOL(T,C), esto es, Acc(z*) # 0 y todo
elemento de Acc (z*) es un punto de SOL(T,C).

(b) Si Acc (2%) NSOL*(T,C) # 0, entonces {z*} converge para un elemento de SOL*(T, C).
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5 Solucién de los Subproblemas

El algoritmo (IPP) es bien general pues no nos da la metodologia de como calcular z*, u* y
e satisfaciendo 1) En este articulo proponemos el siguiente método para el caso cuando la
aplicacién T es punto a punto, es decir, una funcién. Consideremos el siguiente sistema no lineal

Fi(x) =0, 2 € C:=R"__

donde Fy(z) = T(-) + A\ Vid(-, 2%71).

Algorithm 1 Método de Newton con Viabilidad

Paso 0: Dado 2! € C'y Fy
Paso 1: Tomar un punto inicial v1 tal que F(v1) # 0.
Paso 2: Resolver el sistema de ecuaciones lineales

J(vl)d = F(vl),

donde J(v1) es el Jacobiano de F' en el punto vl para obtener la direccién de Newton d.
nl < length(vl)

t+1

Mientras > (vl — (1/t) - d) > zeros(nl)) < nl, hacer*
t—t+1

Retornar vl + vl — (1/t)d.

e < F(vl)

Paso 3: Si % < e/ H(v1, zF-1), entonces finalizar el método de Newton e imprimir zF =

eb =e, uF = T(v1)**.
Caso contrario, volver al Paso 2.

vl,

*zeros(nl) es el vector de ceros de dimensién nl y la condicién

> (vl = (1/t)d) > zeros(nl)) < nl, (22)
realiza el siguiente procedimiento:

1. Primero compara componente a componente el vector (v1—(1/t)d) con el vector zeros(nl).
Si en la comparacion de cierta componente la desigualdad > es verdadera, entonces la
componente toma un valor de 1 y si es falsa toma un valor de 0. Luego realiza una suma
de los valores entre ceros y unos.

2. Luego el valor de la suma es comparado con el valor de nl. Si el valor de la suma es menor
que nl entonces la longitud de paso 1/t es disminuido para 1/(t+ 1) y de nuevo se realiza
el test del Mientras.

**La parte final del paso tres, encuentra el nuevo punto, el vector error y el vector resultado de
la aplicacién de T en el nuevo punto.

k k

Asf en cada iteracién del algoritmo (IPP) para obtener los valores z*, u* y ¥ se encuentra
una direcciéon de Newton y luego se hace el test para encontrar la longitud de paso que
sea viable en C. El método de Newton finaliza cuando las condiciones y (21]) son satisfechas.

Como el objetivo de este articulo es la parte numérica, no daremos resultados tedricos sobre
el algoritmo de Newton con viabilidad para que finalize en un numero finito de iteraciones

cumpliendo las condiciones y (21).
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6 Resultados Numéricos

En esta seccidon presentamos los resultados numéricos del algoritmo introducido. Resolvemos
tres problemas de desigualdad variacional usando la distancia proximal del Ejemplo (2.2)).

Problema 1
Dada la siguiente funcién: f : R? — R definido por:

flzy) = (x—3)*+ (y —5)° (23)

Figure 2: Grafico de la funciéon f del Problema 1.

Hallaremos un (z,y) que sea el punto minimo de la funcién sujeta a la restricciéon que el punto
se encuenta en el ortante no negativo C = R% = {(z,y) : « > 0,y > 0}. Para ello escribimos el
problema en su forma variacional:

(T(z,9),(z,y) — (2,9)) 20, V(z,y)€C,
donde T es el gradiente de la funcién f, esto es,

T:R2 — R2
(r,y) — 2(x—3,y—5).

Considerando la distancia

con p > 0.

Aplicamos el algoritmo (IPP):

Para k = 0, tomamos x” = (2,1), = 0.5. y una tolerancia dada= TOL
1

Para k =1, sea A\ = m = m, para encontrar x! = (2!, y!) debemos resolver el sistema
no lineal
T(z) + AVd (z,2°) =0
_ x—$0+ﬂ<($0)2+x0>
Y y—y +p ( — T )
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Utilizamos el algoritmo de la Seccién 5, método de Newton con viabilidad, para asegurar que la
solucién no salga de la regién convexa C = Ri .. Para encontrar x() consideramos el criterio
de parada para las iteraciones internas

HeIH < AMmyH (2, 29).

Si se cumple la desigualdad anterior, paramos, sino continuamos. Asi sucesivamente vamos
generando la sucesién {z*}.

La tabla [6] nos muestra los resultados obtenidos al dar una tolerancia de 0.0001. La primera
columna nos muestra el nimero de iteraciones necesarias del método proximal y la segunda
columna el nimero de iteraciones internas que necesitamos del método de Newton para obtener
el siguiente punto. La tercera columna son los valores que va tomando A\, en cada iteracién
externa las otras dos son las normas y la solucién buscada, respectivamente. Finalmente la
k en obtenida en cada iteracién del algoritmo proximal.
Como puede apreciarse se obtiene la solucién deseada que es el punto (3,5) que minimiza la
funcién objetivo dada en .

ultima columna son los vectores errores e

Tter k& | Inner-Iter Ak kaH - xk” (a1, 25)
1 3 2.03907708 ( iﬁiﬁggﬁ > ( ggiiigggg )
2 2 0.25 | 1.828385137 ( jzéjggggé ) ( ggigg% >
3 2 0.111 | 0.520972790 ( iggg;i’ggg > ( 888;?%2? )
4 2 0.0625 | 0.0770052867 ( 24999963664482026 > ( _0000000000219 )
5 2 0.04 0.0067806 ( 233321822 ) ( 8888888(1)2 >
6 2 0.0278 | 0.0003904112 ( iggggg?g > ( 88888 )
7 2 0.020409 | 0.0000157 ( igggggg; ) ( 00.60000000000 )
s |2 Joossexs | ooowons | (50l ) | (oo )
Table 1: Resultados obtenidos del Problema 1
Problema 2

De la misma forma, siguiendo con el ejemplo de la seccién donde obtuvimos una desigualdad
variacional aplicamos el método proximal siguiendo los mismos pasos que en el ejemplo
anterior. Los valores z;, f*, C (z*), d* y Ay, fueron obtenidos aplicando la desigualdad varia-
cional y el método proximal, hemos utilizado el Método de Newton, a través del método de
Newton podemos obtener soluciones negativas, para esto hemos utilizado un pseudocddigo con
una condiciéon de no negatividad, empezando con el pardmetro d = 1 y vamos decreciendo hasta
obtener la viabilidad deseada, a continuacién presentamos el pseudocddigo

También, mostramos el vector e* obtenido al reemplazar la funcién en la dltima iteracién interna.
Problema 3

Como 1ltimo ejemplo hemos considerado una red disefiada por los autores, tomando 24 nodos
y 27 enlaces como se muestra en la Figura

En este caso tenemos 4 rutas: w; = (4, X),ws = (4,Q),ws = (H,X),ws = (A, P) Los caminos
que unen estos O/D son:
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Iter k& | Inner-Iter Ak ||x]€+1 — xk” zF
1 5 1 26.43409 ( 1.147,3.722,4.242,2.402,0.374,0.493,0.798,0.711, 8.408 )
2 2 0.25 1.729 (10.436,3.816,4.526,1.129,0.134, 0.185, 0.322, 0.261,7.990 )
3 3 0.111 0.521 (10.227,3.894,4.719,0.663, 0.0674, 0.0944, 0.1634, 0.133,7.969 )
88 5 0.00013 | 0.00003 (10.0003,3.999,4.999, 0.00123,0.00009, 0.00013, 0.00022, 0.00018, 7.999 )
89 2 0.0278 0.0004 ( 0.00032, 3.999, 4.999, 0.0013, 0.00009, 00013, 0.00021, 0.00018, 7.999 )
90 5 0.00012 | 0.00000 (0,4,5,0,0,0,0,0,8 )
Table 2: Resultados obtenidos del Problema 2
Iter k | Inner-Iter eF
1 5 ( —0.2948, —0.00025, —0.0056, —0.00159, —0.0735, —0.0321, —3.1418, —0.0216, —0.0014 )
2 2 (' —0.000004, 0, —0.000001, —0.0003, —0.008, —0.000028, —0.0017, —0.0004, 0 )
3 3 (10,0,0,0,0.000001, —0.00012, —0.00014, —0.000003,0 )
88 5 (10,0,0,0,0,0,0,0,0 )
89 5 (0,0,0,0,0,0,0,0,0 )
90 5 (0,0,0,0,0,0,0,0,0 )

Table 3: Resultados de los vectores errores e* del Problema 2

P,,, = {p1,p2, 03,4, D5, P6,P7: D8, P9, P10} s Py = {P7,08,P9,010} s Puy = {P11, P12, P13, P14, P15},
P,, = {p16,p17, P18} -

A—-1+B—2+C—-3+D—4+»E —-5+F —6+»G—7+H

T4

az

| =9+ ) -10e/K-11» L -12+/M-13% N-14+0 -15+ P

16

i 24

Lz

Q517> R-18+S -19+ T -20% U -21% V —-22+ W -23» X

Figure 3: Red de 24 nodos y 27 enlaces
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Asimismo se asumen los siguientes costos:

c1 =5x 107 f +5f1 + 2f2 + 400
co =3 x 1075 f +4fy +4f1 + 250
c3 =5x 1075 f¢ +3f3 + f1 + 300

cs =3 x 1075} +6f4 + 3f5 + 400
c5 =6 x 1075 fd + 6f5 + 4fs + 600
ce = Tfe + 3f7 + 600

c7 =8 x 1075 fF 4+ 8f7 + 2fg + 400
cs =4 x 107° fg + 5f3 + 2fo + 650
cg = 10 x 107° fg + 6.f9 + 2f10 + 700
c10 = 4f10 + fi2 + 800

c11 =7 x 1072} + 7f11 + 4f12 + 650
c12 = 8f12 +2f13 + 700

c13 = 10 x 1075 fi + 7f13 + 3f18 + 600
c14 = 8f14 + 3 f15 + 500

c15 = 3 x 107° s + 9f15 + 2f14 + 200
c16 = 8f16 + 5 f12 + 300

c1r =3 x 1072 fl5 + 717 + 2f15 + 340
c18 = 5f18 + fi6 + 300

c19 = 8f19 + 3f17 + 600

c20 =3 x 107° 35 + 6 foo + fo1 + 300
co1 =4 x 1070 fo, + 4fo1 + foz + 400
con = 2 x 1070 foy + 6.fa0 + foz3 + 500
o3 = 3 X 107° fa3 + 9fo3 + 2fos + 300
coq = 2 X 107° f3y + 8fau + fos + 900
o5 = 3 x 107° fas + 9 fos + 3 fag + 400
cag = 6 X 107° fa + 7fa6 + S far + 300
cor = 4 x 107° f7 + 8 far + 3 fag + 200

y las funciones de desutilidad del viaje, estan dadas por:
Ay (diy) = =bdyy, + 400, Ay, (du,) = —6d,, + 600,

Auws (duy) = —du, + 500,

Awy (duy) = —6dyy, + 800.

El método de Newton se utilizd, asi como la regla de Armijo para evitar que las variables salgan
negativas, El método de Newton converge en 41 iteraciones internas y tres externas, con la

secuencia A\, = W

El método requiere 3 segundos,

Ahora presentamos el patrén de equilibrio en forma resumida, en particular, el patrén de carga
de enlace de equilibrio calculado, el patréon de demanda calculado y las desutilidades de viaje

inducidas.
Iter k | Inner-Iter Ak ka+1 — :ckH xF
1 3 1 0.00424 x!
2 4 0.25 0.0008 x?
3 4 0.111 0.0003 3
4 5 0.111 0.0001 x?
16 5 0.003 0.000003 | z'©
17 6 0.003 0.000002 | =7
18 6 0.0028 0.00001 218
19 6 0.0025 0.00000 z9

Table 4: Resultados obtenidos del Problema 3

1,2 .3

Los vectores x*, z*,x°, ..., x

19 estan dados en la siguiente tabla en forma vertical.
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21 22 23 o 216 217 218 219
0.00009 | 0.00003 | 0.00002 | 0.00001 0.000001 0.000001 0.0000009 | 0.00003
0.00027 | 0.0001 | 0.00006 | 0.00004 0.000003 0.00003 0.000003 | 0.0001

0.0007 | 0.0003 0.0002 0.0001 0.000009 0.000009 0.000008 | 0.0003
0.00025 | 0.0001 | 0.00006 | 0.00004 0.000004 0.000003 0.000002 | 0.0001
0.00031 | 0.0001 | 0.00008 | 0.00005 0.000004 0.000004 0.000003 | 0.0001
0.00042 | 0.0001 0.0001 0.00006 0.000006 0.000005 0.000005 | 0.0001
0.00013 | 0.00006 | 0.00003 | 0.00002 0.000002 0.000002 0.000001 | 0.00006
0.00005 | 0.00002 | 0.00001 | 0.000007 0.0000007 0.0000006 0.0000005 | 0.00002
0.00002 | 0.00008 | 0.00004 | 0.00002 0.000002 0.000002 0.000002 | 0.00008

0.0009 | 0.0004 0.0002 0.0001 0.00001 0.00001 0.000009 | 0.0004
0.00007 | 0.00003 | 0.00001 | 0.00001 0.000001 0.0000009 0.0000008 | 0.00003
0,00006 | 0.00003 | 0.00001 | 0.000009 0.0000008 0.0000008 0.0000006 | 0.00003

0.0001 | 0.00007 | 0.00004 | 0.00002 0.000002 0.000002 0.000002 | 0.00007

0.0002 | 0.00009 | 0.00006 | 0.00003 0.000003 0.000003 0.000002 | 0.00009

0.0003 | 0.0001 | 0.00008 | 0.00005 0.00000 4 | 3.858031225978092¢-6 | 0.000003 | 0.0001
0.00003 | 0.00001 | 0.000008 | 0.000005 0.0000004 | 4.0135498964300296e-7 | 0.0000003 | 0.00001
0.00004 | 0.00002 | 0.00001 | 0.000008 0.0000007 | 6.123849816800025e-7 | 0.0000005 | 0.00002

0.0003 | 0.0001 | 0.00008 | 0.00005 0.000004 | 3.7812213311587262¢-6 | 0.000003 | 0.0001

Los vectores de errores e* estan dados por:

Table 5: Los valores de los puntos x

k

Tter k& | Inner-Iter ek
1 3 ( (0.0, 0.0,0.00, 0.000, 0.0, 0.00, 0.0, 0.0, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.0, 0.0, 0.000, 0.0, 0.0, 0.000) )
2 4 ( (—0.00000000008, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00) )
3 4 ( (—0.00000000001, 0.00000, 0.000, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00) )
4 5

( (0.000, 0.00000, 0.000, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00) )

16

0.0,0.0,0.0,0.00,0.00,0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00

olo|o|ufee o

(( )
17 ( (0.0,0.0,0.0,0.00,0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00) )
18 ( (0.0,0.0,0.0,0.00,0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00 )
19 ( (0.0,0.0,0.0,0.00,0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00) )

7 Conclusion

Table 6: Resultados de los errores ¥ del Problema 3

1. En este trabajo, presentamos un abordaje de como resolver los subproblemas del algo-
ritmo (IPP) aplicado a problemas de equilibrio de redes modelada como un problema de
desigualdad variacional. Esta técnica es basada en la bisqueda de direcciones de Newton
considerando una técnica de viabilidad. Realizamos tres tests computacionales para veri-
ficar la funcionalidad del método en los subproblemas y presentamos nuestros resultados
en sus respectivas tablas. Los resultados muestran que el algoritmo (IPP) con el método
de solucion para los subproblemas puede ser aplicado a problemas de equilibrio de redes.

2. Los resultados de este trabajo motivan a un futuro estudio tedrico de la terminacién finita
del algoritmo de Newton con viabilidad para obtener los puntos del algoritmo (IPP).

3. Un estudio interesante puede ser extender el algoritmo (IPP) para resolver el problema
cuando el conjunto C' contiene desgualdades como también igualdades.
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