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Existencia de foliaciones holomorfas sobre variedades de Hopf
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Resumen: En este articulo, investigamos el problema de la existencia de foliaciones
holomorfas en variedades de Hopf de dimensién 3, con un enfoque particular en las
variedades de tipo excepcional. Las variedades de Hopf, al ser variedades complejas
compactas y no kdhlerianas, ofrecen un entorno fértil para el andlisis de fenémenos
no triviales en el estudio de foliaciones holomorfas. En particular, estas variedades
presentan estructuras geométricas que permiten la aparicién de comportamientos
dindmicos complejos, lo que las convierte en un caso de especial interés.

Palabras clave: Variedades de Hopf, foliaciones, transformaciones biholo-
morfas

On the existence of holomorphic foliations on Hopf manifolds

Abstract: In this paper, we investigate the problem of the existence of holomorphic
foliations on 3-dimensional Hopf manifolds, with a particular focus on exceptional
type manifolds. Hopf manifolds, being compact, non-Kéhler complex manifolds, pro-
vide a fertile ground for the analysis of non-trivial phenomena in the study of holo-
morphic foliations. In particular, these manifolds exhibit geometric structures that
allow for the emergence of complex dynamical behaviors, making them a case of
special interest.
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1. Introduccion

Las variedades de Hopf fueron estudiadas por primera vez por H. Hopf en 1948 [3]. En el
contexto de la geometria algebraica y la topologia algebraica, una variedad de Hopf se construye
a partir del espacio C" \ {0} mediante una accién libre propiamente discontinua de un grupo
ciclico G. Esta accién se puede interpretar como una contracciéon f de C" en el origen, tal que
f(0) = 0 y ademas los autovalores de la matriz jacobiana J¢(0) tienen médulo menor que 1. De
manera mas precisa, la accion del grupo ciclico mﬁmto %enerado por una contraccion f es libre y
propiamente discontinua en C"\ {0}, y el cociente { <>)0}) donde (f) actia por multiplicacién,
da lugar a una variedad compleja compacta de dimensiéon n, conocida como variedad de Hopf
primaria que denotaremos por X.

K. Kodaira en [4], [5], definié una variedad de Hopf como aquella variedad cuyo recubrimien-
to universal es holomérficamente isomorfo a C™ \ {0}. Por su parte M . Kato, en [7] demostré
que cualquier variedad de Hopf es una subvariedad de una variedad de Hopf primaria de mayor
dimension.

Si consideramos dos contracciones f1 y fo de C" en el origen, las variedades de Hopf asociadas
Xy, v Xy, son isomorfas si, y solo si, existe un automorfismo g de (C", 0) tal que fo = go fiog~!.
Asi, clasificar las variedades de Hopf, salvo isomorfismos, es equivalente a clasificar las contrac-
ciones de C" en el origen, salvo conjugacién por automorfismos de (C™,0). Este problema ain
no ha sido resuelto completamente, aunque L. Reich [8] proporcioné avances significativos. En
su trabajo se enfoca en la clasificacién de aplicaciones biholomorfas con puntos fijos atractores.
Reich aborda la conexién entre representaciones formales y analiticas, ofreciendo una clasificacién
exhaustiva basada en la forma normal de Jordan y otras simplificaciones posibles. Adema4s, pre-
senta aplicaciones concretas en dos y tres dimensiones, con una perspectiva detallada y practica
de sus resultados tedricos.

En este trabajo, nos centramos en el problema de la clasificacién de foliaciones holomorfas
en variedades de Hopf. Siguiendo los resultados de Kato, es suficiente restringir nuestro anali-
sis a foliaciones holomorfas sobre variedades de Hopf primarias. La clasificacién de foliaciones
holomorfas no singulares en superficies de Hopf fue establecida por D. Mall [6], mientras que
la clasificacién de foliaciones holomorfas no singulares de dimensién y codimension uno en va-
riedades de Hopf diagonales de dimensién tres o superior ha sido estudiada por M. Corréa, A.
Ferndandez-Pérez, A. Ferreira y M. Verbitsky en [2].

Nos enfocamos en el problema de la existencia de foliaciones holomorfas en variedades de
Hopf de tipo excepcional. El articulo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccion 2,
presentamos las formas normales de aplicaciones biholomorfas segin L. Reich, tanto en dimen-
sién dos como en tres, y discutimos los casos en los que estas formas normales se extienden
naturalmente a dimensiones mayores (n > 3). En la Seccién 3, abordamos el problema de la
existencia de foliaciones holomorfas en variedades de Hopf, proporcionando un resumen de los
casos estudiados hasta la fecha, con especial atencién a los casos en dimension tres, que atin
no han sido completamente clasificados. Finalmente, en la Seccién 4, ofrecemos nuevos avan-
ces sobre la existencia de foliaciones holomorfas en un tipo particular de variedades de Hopf
excepcionales en dimensién tres.

2. Formas normales de aplicaciones biholomorfas con un punto
fijo atractor

En esta seccidn, presentamos un resumen de los resultados obtenidos por L. Reich en [§] y [9].
En estos trabajos, Reich demuestra que las formas normales de aplicaciones biholomorfas con un
punto fijo atractor en el origen de C", salvo automorfismos, coinciden con las formas normales
de Poincaré-Dulac. Estos resultados destacan la relevancia de la estructura de Jordan de la parte
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lineal en la normalizacién de dichas aplicaciones. Este vinculo entre las formas normales de Reich
y las de Poincaré-Dulac destaca la importancia de la teoria de la normalizacién en el andlisis de
sistemas dindmicos complejos.

Finalizamos esta seccion describiendo las formas normales para los casos n = 2 y n = 3, asi
como las definiciones de variedades de Hopf excepcionales e hiper-excepcionales.

Definicién 1. Un automorfismo holomorfo f € Aut(C",0), con n > 2, es llamado una contrac-
cion en el punto 0 € C™ si f satisface las siguientes condiciones:

1. f(0) =0,
2. h;m f“(2) = 0 para todo z € C",

3. Para cualquier vecindad U de 0 € C" existe vy € Z~q tal que

fP(U)cU para todo v > vy.

Definicién 2. Una contraccién f de (C,0) es una forma normal de Poincaré-Dulac si su parte
lineal de f estd en la forma candnica de Jordan. Mds especificamente, supongamos que la matriz
jacobiana de f se divide en k+1 bloques, y que el i—ésimo bloque tiene s; filas. Definimos tg := 0
yt; =81+82+---+s;, © > 1. Entonces, existen polinomios

Pti,1+j(zti+17zti+27'” )Zn)v 1 S] < Si,

tales que la contraccion f se expresa como

f(zla221“' >zn) - (217217“' ,Zn).

Donde los Z; tiene la siguiente la forma:

Z1 = MHi12 + 29 +P1(Zt1+17 s 72n)7

Zo = 21+ U222 + z3 +P2(Zt1’ T 7271)7

Zy, = Mizy +Py (2441, 2n),
Za41 = Pa412a+1 T Zut2 FPa+1(Zag1, s 2n),

Ztg — /‘I’tQ Ztg + PtZ(thJrly"'zn)’

étk = MRt +Ptk (Ztk+1’ o Zn)’
Zip41 = Mtp+1%441 T 242,

Zn = HnZn.
Los polinomios Pti—1+j(zzti+17 ey zn), para 1 < j < s;, son sumas de mondmios de la forma
at.+1 o, +2 o
cztifH Ztiiz ez, L E C, con Q41,0425 5, Qp tales que

Xt +1 Oty 42 an __
41 Mo " Hn = Ht_i+1-

El siguiente resultado demuestra que cualquier contraccién de (C™, 0) puede ser transforma-
da, mediante un cambio de coordenadas dado por un automorfismo, a una forma ma&s simple
conocida como la forma normal de Poincaré-Dulac. Este proceso de normalizacion es clave en el
andlisis de sistemas dindmicos complejos.
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Teorema 1 (L. Reiech [9]). Sea f una contraccién de (C",

Aut(C",0) tal que

0). Eziste un automorfismo g €

f=gofog™,

donde [ es una forma normal de Poincaré-Dulac.

La construccion explicita de las formas normales de Poincaré-Dulac se ha logrado principal-
mente en los casos n =2 y n = 3. A continuacién, detallamos estos casos especificos:

= n = 2: Superficies de Hopf
1. Caso genérico:
f(Zlu 22) = (lela M222)7
donde no existe relacién del tipo pi* = ps?; 1 € Zy.

2. Caso clasico:
f(21722) = (Mzbuzz)-

3. Caso resonante:
f(z1,22) = (p1z1, pa22),
con py = py; 1€ Ny
4. Caso hiper-resonante:
f(21,22) = (p121, paz2),
con ut = py?; 1<ry <ry, 1 €Ly
5. Caso excepcional:
f(z1,22) = (21 + 23, poz2),
con p = pa; 7€ N>p.

= n = 3: Variedad de Hopf
1. o = Y, v>2, py # pg sin la relacion ps = pfps; o, >0, a+ 4> 2,
f(21,20,23) = (m121, 222 + 2{,p323), o bien
f(z1,20,23) = (w121, poz2, 1323).

2 =y, v>2 py = a8 >2,0<a <y, 0<k<B,

f(z1,22,23) = (121, poze + 27, pu3z3 + zf‘zg), o bien

f(z1,20,23) = <M12’1 poza, 323 + 20TF 25 T+ Z b zo‘+k” > , 0 bien
k=s+2

fz1,22,23) = (21, p222, p323).

3. Sin la relacién pio = pf, v > 2, po # i, py = p§ M5 0 <@ <A 0 <k < 8],

donde [51 es el mayo entero de % ,

f(ZLZQ,Zg) = H1Z1, 222, H3Z3 +Zl a-tko) B ko + Z b Za+k/\ /B ki )
k>ko
o bien
f(z1,20,23) = (121, p2z2, H323).
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4. ps = pY, v > 2, po = pg (forma diagonal),
f(z1,22,23) = (piz1, pi222 + 27, p323), o bien
f(z1,22,23) = (21, poze, p3zs).

5. po = p1, pg = pY; v > 2 (forma diagonal),

f(z1,22,23) = (121,222, u3zs + P(z1,22)), donde deg(P) = v,
o bien
f(z1,22,23) = (121, paze, p323).

6. w1 = po, pg = py, v >2 (bloque de longitud 2),
f(z1,22,23) = (21,21 + pazo, 323 + 25), o bien
f(z1,20,23) = (121, 21 + paze, H3z3).

7. pe = ps, pe = py, v >2 (bloque de longitud 2),

f(z1,22,23) = (121,222 + 24, 22 + p3z3), o bien
f(z1,22,23) = (p121, 1222, 22 + pszs + 27), o bien
f(z1,22,23) = (p1z1, oz, 22 + p323).

8. En los casos restantes, la forma normal corresponde a la forma normal de Jordan de
la parte lineal.

De acuerdo con la expresion de la contraccién, clasificamos las variedades de Hopf en las
siguientes familias.

2.1. Variedades de Hopf Diagonales en C"

Cuando el grupo (f) estd generado por una contraccién diagonal, f(z;,...,2n) = (121, .-, nZn),
diremos que la variedad X; es una variedad de Hopf diagonal. Clasificamos las variedades de
Hopf diagonales en tres tipos:

» Una variedad de Hopf diagonal Xy es llamada Clasica, cuando f es de la forma
f(z1y oy 2n) = (pz1, p2ay ooy izn), w € C, 0 < |u| < 1.
» Una variedad de Hopf diagonal X es llamada Genérica, cuando f es de la forma
fQz1,002n) = (M21, p2z2,s - ooy lin2n),
con 0 < |pu1] < |po| < -+ <|pn| <1y no existe relacién no trivial entre los p)s del tipo

H/"L:l: HM;j7 Ti,TjEN, AmB:@v AUB:{LZ’ ’n}'
1€EA jeEB
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» Una variedad de Hopf diagonal Xy es llamada Intermediaria, cuando f es de la forma
f(z1,22,  ,2n) = (p121, p2z2, -+, in2n), donde
w; € C* i =1,2,---  n tal que
o p1=pp=""+=pir, 0 <[] < |prs1| < |pn[ <1, donde 2 <r <n—1,

e No existe relacién entre los p)s de la forma

H,u:i = Hu;j, ri,rj €N, ANB=0, AUB={l,r+1,--- ,n}.
i€A jeB
2.2. Variedades de Hopf excepcionales en C?
Sea f € Aut(C3,0) una contraccién en origen de C3. Diremos que la variedad de Hopf X

es de tipo excepcional si su forma normal de Poincaré-Dulac tiene una de las siguientes formas:

1. f(z1,22,23) = (121, poze + 27, u3z3), con po = ¥, v > 2, us # ps, sin que se cumpla la
relacion pg = p§'yy, @, 8> 0, a+ 8 > 2.

2. f(z1,22,23) = (p121, poz2 + 27, u3z3), con po = pf, v > 2, s = p3.

3. f(z1,22,23) = (w121, 21 + poz, p3zg + 25), o bien f(z1,22,23) = (w121, 21 + p2zo, U323),
CON 1 = M2, U3 = p“,fv v2>2.

4. f(z1,22,23) = (n121, ploze + 25, 29 + pszz), o bien
f(z1, 22, 23) = (121, poze, 22 + 1323 + 2{), o bien
f(z1, 22, 23) = (w121, poze, 22 + p323), CON Lo = f13, flo = pif, v > 2.

2.3. Variedades de Hopf hiper-excepcionales en C3

Sea f € Aut(C3,0) una contraccién en origen de C3. Diremos que la variedad de Hopf X
es de tipo hiper-excepcional si f una de las siguientes formas:

1.
f(z1,22,23) = (maz1 oz + 2, pszs + 202), o bien
f(z1,22,23) = <M121,M22’2,M32’3 a0t e Z bz tRY 8 ) ,
k=s+2
donde, po = pf, v > 2, ,u3_utlx+kuluﬁ ,a+B8>20<a<v, 0<k<AB.
2.
f(z1,22,23) = K121, MQZQ,ugzg—i—zl"'kO)‘ B=kor | Z bi Zonrk/\ ﬁ ku ’
k>kg
sin que se cumpla la relacién ps = pf, v > 2, po # p1, pus = M?Jrkz)\ B— le 0<a<A
B
0<k< [#1
3.

f(Zl, 22, 23) = (/’L1217M232)/1’3Z3 + P(Zla 22))7

donde deg(P) = v, pg = pu1, p3 = pi; v >2.
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Ahora que hemos descrito las formas normales de las aplicaciones biholomorfas, nos enfoca-
mos en un problema central dentro de la teoria de foliaciones: la existencia de foliaciones holo-
morfas sobre variedades de Hopf. Este es un tema de considerable interés, ya que las variedades
de Hopf representan ejemplos clave de superficies complejas no kéhlerianas, cuyas caracteristicas
geométricas hacen que el estudio de foliaciones holomorfas en ellas sea especialmente desafiante
y revelador.

3. Foliaciones holomorfas sobre variedades de Hopf

En esta seccién, revisaremos los principales resultados obtenidos hasta la fecha sobre la
existencia de foliaciones holomorfas en variedades de Hopf. Abordaremos tanto los casos cldsicos
como los desarrollos mas recientes, destacando aquellos donde se han identificado foliaciones
explicitas.

Es importante recordar que las variedades de Hopf, al ser compactas, no kdhlerianas y poseer
una estructura compleja, presentan un entorno especialmente adecuado para estudiar fenémenos
no triviales en foliaciones holomorfas. Estas variedades, originalmente descritas como cocientes
de C™\ {0} por una accién discreta, constituyen un laboratorio natural para examinar cémo las
estructuras dindmicas y geométricas de una variedad afectan la existencia y comportamiento de
las foliaciones.

3.1. Foliaciones holomorfas

Sea X una variedad compleja de dimensién n. Una distribuciéon holomorfa F de dimensién

k en X es determinada por un sub-haz coherente T'r, de rango genérico k del haz tangente Tx,

tal que T'x /TF = N es libre de torsién. Esto se expresa mediante la siguiente secuencia exacta
de haces

0—=Tr—Tx - Nr—0. (1)

El conjunto singular de la distribucién F es el conjunto
Sing(F) = {z € X : (Nr), no es un Ox — médulo libre de rango n — k}

Si Sing(F) = 0, diremos que la distribucién F es regular.

Una distribucién holomorfa F de dimensién k es una foliacion holomorfa singular de di-
mensioén k en X, si F es involutiva, es decir, si [Tz, Tr] C Tr, donde [, | denota el corchete de
Lie.

El dual de T’r es el haz cotangente de F denotado por T'x, cuyo determinante det(7%) = (AFT%)**
es el fibrado candnico de la foliacién denotado por K r.

En X\ Sing(F), los haces de la secuencia (|1)) son localmente libres. Como el conjunto Sing(F)
tiene codimensién al menos 2, obtenemos la férmula de adjuncién

Kx = Kr ® det(N7F7).
Dualizando la secuencia , obtenemos la secuencia exacta
0 NE=Ts =0k =T = 0. (2)

i Atx
(2 = N'T).
Como consecuencia, obtenemos el siguiente morfismo inyectivo de haces

ATREN R — AmTRQL

que induce una secuencia global w € H(X, Q% * @ det(NF)), donde det(NF) = (A" "FNE)*.
Dado que la condicién Tx /Tr = N sea libre de torsién es equivalente a decir que Q%{ [N sea
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libre de torsién, la involutividad implica dN3 C N3 A Qk a nivel de secciones locales, donde d
denota la derivada exterior.

Por definicién w es descomponible e integrable, es decir, para todo p € X \ Sing(F), existen
1-formas holomorfas w1, - - ,w,_, definidas en una vecindad de p tal que

Ww=wi A ANwp_, wAdw;j =0; j=1,---,n—Fk.

Reciprocamente, dado una seccién global w € HO(X, /\”_kQﬁ( ® L), localmente descomponible
fuera del conjunto Sing(F) e integrable, el nucleo del morfismo

¢ Tx — A" F 10k ® Li ¢(v) = iy (),
es un sub-haz coherente T involutivo de Tx, donde L es un fibrado lineal.

Desde el punto de vista de los fibrados, definimos el fibrado normal de F como el dual de
N5 Asi, sobre X \ Sing(F), una foliacién F induce la siguiente secuencia exacta de fibrados
vectoriales:

0—=Tr—Tx - Nr—0. (3)

3.1.1. Foliaciones holomorfas sobre variedades de Hopf

Considerando lo anterior, si X = X es una variedad de Hopf y L es un fibrado en rectas
holomorfo sobre X;. D. Mall [6] demuestra que L es un fibrado plano y el grupo de Picard
H(Xy,0%) es isomorfo a C*. Por tanto, a cada fibrado L se le asocia un niimero complejo no
nulo b con las siguientes propiedades:

Consideremos la representacién

pr: m(Xp)=Z — C*
gt = pr(v).

donde b = pr(1), entonces L es isomorfo al cociente del fibrado lineal trivial W x C, por una
accién del grupo fundamental 71(X ) = Z a través de la aplicacién

fxb: WxC — WxC
(zv) = (f(z),bv).

Sean Qg(f el haz de gérmenes de p—formas holomorfas en Xy y m : W — Xy la proyeccién
natural. Consideremos un cubrimiento abierto {U;}icr de Xy tal que cada U; es un subconjunto
de Stein, abierto y contractil. Ademds su preimagen U; = 71(U;) es una unién disjunta de
subconjuntos abiertos de Stein {Ui’j} de W. Como 7 es sobreyectiva, el conjunto A = {U;} es
un cubrimiento abierto de W.
Por definicién, tenemos U; = U fr(Uiy)-
rez

Sea ¢ € F(Ui,Q’))(f ® Lp) entonces ¢ = 7*(p) € F(ﬁi,ﬂ*(Qf’;(f ® Ly)) = T(U;, Q). Asi,

obtenemos la secuencia exacta de complejos de Céch sobre X:

* . bId—f* <
0—C (A% ®L) T C(A,9%,) “s e (A .ah) —o.
A partir de esta secuencia obtenemos la secuencia larga de cohomologia:

0 — HO(X;, 0%, © Ly) — HO(W, Q) =5 HO(W, ) — H' (X7, Q% @ Ly)
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— H'(W, Qb)) & HY (W, Q) —>H2(Xf,9§(f ® Ly) — .

Como H"(W, %)) = H"(W, (’)<;)) y H"(W,0) # 0 para r = 0,n — 1, la secuencia anterior se
descompone, para n > 2, en las siguientes secuencias.

0= HO(Xp, O, @ Ly) — HO(W,00)) © 50w, 00))  H' (X, 0% @ L) 0

0= H" (X}, 0% @ Ly) — (W, 00)) 28 1=t (w,00)) » B (X;, 0%, @ Ly) = 0.
De estas secuencias se deduce el siguiente teorema

Teorema 2 (D. Mall[6]). Si X; es una variedad de Hopf de dimension n > 3 y Ly un fibrado
lineal holomorfo sobre Xy, entonces:

dim H(Xy, ngf ® Ly) = dim(Ker(qo)),

dim H' (X, Qé’(f ® Ly) = dim(Coker(qo)),

dim H" (X, Q’;(f ® Lp) = dim(Ker(gn-1)),

dim H™ (X, Qg(f ® Lp) = dim(Coker(g¢n-1)),

dimHT(Xf,Qg(f ®Ly) =0sir#0,n—1,n.

Consideremos ahora F, una distribuciéon holomorfa de codimension uno en una variedad de
Hopf X de dimensién n > 3, inducida por un morfismo de haces

0—>Lb—>Q}<f,

donde N% = L.
Tensorizando esta ecuaciénr por Nz = L, -1, obtenemos:

0= Ox, = Q, @ Ly1.

Un morfismo de fibrado Ox, en Qﬁ(f ® Ly-1 corresponde a una seccién global s € H(X s Q}(f ®

Ly-1). Por lo tanto, si existe una distribucién holomorfa F de codimensién uno sobre Xy con
fibrado normal N = L1, entonces dim HO(Xf, Q}(f ® Ly-1) > 0.

El objetivo es obtener condiciones sobre a € C* tales que:
. 0 1
dim H™ (X, Qy, ® La) > 0,

A continuacién, presentamos los principales resultados que hasta el momento se han obtenido
sobre la existencia y clasificacion de foliaciones holomorfas sobre variedades de Hopf.

Teorema 3 (D. Mall [6]). Sea Xy una superficie de Hopf y F una foliacion holomorfa sobre
Xy inducida por
0—L5TX.

Entonces, el fibrado lineal L es isomorfo a uno de los siguientes fibrados lineales Ly, dependiendo
del tipo de Xy:
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Xf Lb
1) | f(z1,22) = (p121, p222) b=1,u1,pe
genérica
2) | f(z1,22) = (w21, pe2) b=1,u"",1>0
clasica
3) | f(z1,22) = (p121, p122) b=1,p1, pa;
1 = ph, 7€ Zx b:,ugl,dondel:nr,nZlol:nr—l,nZl
resonante
4) | f(z1,22) = (n121, p222) b=1,p1, p2;
prt =y, T, € Loy b= pi'uy", donde
1<ri <nr obienli =0ylo=nro, n>10la=nr3s—1,v>1
hiperresonante oli=ri—1ylao=nrog, n>00la=nro—1, n>1
5) | f(z1,22) = (mz1 + 25, poze) | b=1,1
p1 = py, T E€ L1
excepcional

Teorema 4 (M. Corréa, A. Fernandéz y A. Ferreyra [1]). Sea X; una variedad de Hopf,
dim(Xy) > 3 y F una foliacion holomorfa no singular de dimension uno sobre Xy dado por un
morfismo Tr = Ly — Tx,. Entonces

—m

1. 81 Xy es cldsica, b= pu="™, conm € Z>_1 y F es inducida por el campo vectorial

" 0
X = Z;gz‘azny

donde g; € C[z] homogéneo de grado m + 1.

2. Si Xy es genérica, b € {1, 1, 2, ..., pn} y F es inducida por un campo vectorial constante.
3. Si Xy es intermediaria, b € {1, muq, fri1, flr42, - s in} Y
T | X
- 0
r 0 k
Lo | 25m9i(z1, s 20) 5 + kz;rlc 9
=r

T ; a
LMl E C &,C#O
i=1 '
J

Lypjid > 7 | 52

Teorema 5 (M. Corréa, A. Fernandéz y A. Ferreyra [1]). Toda foliacion de dimension uno
(posiblemente singular) sobre Xy variedad de Hopf, dim(Xy) > 3 de tipo genérico es inducida
por un campo vectorial monomial.

Teorema 6 (M. Corréa, A. Fernandéz y A. Ferreyra [1]). Sea X variedad de Hopf, dim(Xy) > 3
y F una distribucion no singular de codimensién uno sobre Xy dado por un morfismo

N3 =L, — Q.
Entonces

i. Si Xy es cldsica, entonces b=l = ™ conm € Nx>y. Ademds F es inducido por la 1—forma

polinomial
n
W= Z Indzn,
i=1

donde g; € C[z] homogéneos de grado m — 1.
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it. 51 Xy es genérica, entonces b1 = Wi, para algin j = 1,...,n, y F es inducido por la
1—forma w = dz;.

iii. St Xy es intermediaria, entonces b=t € {1, ptra1, -, pin}- La foliacion F es inducida por
una 1—forma constante.

Teorema 7 (M. Corréa, A. Fernandéz y A. Ferreyra [1]). Cualquier distribucion holomorfa de
codimension uno (posiblemente singular) sobre una variedad de Hopf genérica Xy de dimension
n > 3 es integrable y estd inducida por una 1-forma monomial.

4. Foliaciones holomorfas sobre variedades de Hopf excepciona-
les

Estamos interesados en estudiar la existencia de foliaciones holomorfas sobre variedades de
Hopf de tipo excepcional e hiper-excepxional. Sabemos que para una variedad de Hopf Xy,
generada por una contraccion f, tenemos las siguientes relaciones asociadas al haz tangente y
su dual, respectivamente:

Tx, = (WxCH/(f x A A=J(f),

Ty, = WxCH(f x (A7),

: - _ A3 _ N A Y B |
De esto se sigue que el fibrado canénico Kx, = A T*f = det ((A ) ) = T = e
Ademas, dado que Kx, = W x C/(f x py g tugty se tiene Kx, = Lufluz—lugl.
Nuestro objetivo es determinar para qué valores de a € C* se cumple

dim (HU(Xf, Qk, ® La)> >0,
lo cual, por el Teorema 3| es quivalente a determinar cudndo dim (Ker(Py)) > 0, donde
Py =bld— f*: H (W, Q) — H'(W,Qyy),

siendo b = pypopsa.
Para demostrar esto, basta con encontrar una seccién holomorfa w € H%(W, Q};,) no nula tal

que Py(w) = 0.
3

Sea w € HY(W,Q4,), entonces w = Zgidzi; gi € O3(W). Usando el teorema de extensién
i=1
de Hartog, se tiene que g; € O3(C3,0), por lo que g;(2) = Z C' 2. Utilizando la notacién
aEeN3

estdndar de multi-indice: si @ = (g, a9, -+ , ) € Ny 2z = (21, 22, -+ , 2 ), definimos:
la] = a1 +ag+ -+ ap, ol =aglag! - !

[0}

fr— al. a2.-.. a/"’
2% =211 2 z

n
Consideremos el caso excepcional Xy, donde f estd dado por
f(21, 20, 23) = (121, p2z2 + 21, p323).
sin las relaciones usz = ,u‘f,ug; a,8 >0, a+ > 2. Denotando v = v y 15 = v3 = 0, podemos

escribir:

3
Fro=3" | 20 (Chai+ vt ™ )15 (mazm + 2)2 24 5° |
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Por otro lado, tenemos

a-w= E aC?z® | dz;.

3
=1 \ aeN?

(2
Por lo tanto, la evaluacién Pp(w) = 0 implica
3
Rw=> Y [ac;za - (c;m + cguiszl)ﬂgl 193 (aza + zf)%fﬂng] dz;.
i=1 \aeN3

Después de realizar los célculos, se obtiene Py(w) = 0 si, y solo si,

Ci(a—pip®) = 0, (4)
j - « a1, ,00—m,
ci (Z (52 Yo u;’) -0 )
m=1
a2
2 a2 1,3, a2—m _
Ca (n;) (m>VzN1 H3 ™l > 0. (6)

para todo i = 1,2,3 y. a = (a1, as,a3) € N3
Un célculo estricto muestra que Py(w) = 0 si, y solo si, se tienen las siguientes posibilidades,
o bien

w = (VbQZQ + ang)dzl — boz1dzo, ao,by € C,

con b = pps.
o bien

w = C(12V7170’0)x2”*1+ Z C(lql,O,O)qu dx + Z C(2q170’0)xq1 dy,

q12>2v q>v

con b=t g >1,
o bien

1 2v—1 1 2
w= | Clar002™ "+ Y Clyooe™+ | de+ | D Cly oo™ | dy,

q12>2v q1>Vv

2
con b=l g #1.
En consecuencia tenemos los siguientes resultados:

Proposicién 8. Sea X una variedad de Hopf primaria del tipo
f(21, 20, 23) = (121, p2z2 + 21, p323),

sin las relaciones pz = u?ug; o, >0, a+ 5 >2.
Sea Ly el fibrado lineal holomorfo sobre Xy, con b € C*, entonces

h(X,Tx,; ® (Ly-1)) > 0.

Teorema 9. Sea Xy variedad de Hopf de tipo excepcional de dim(Xy) = 3, y F una foliacion
de codimension uno sobre Xy dado por un morfismo
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Entonces, si
f(21, 20, 23) = (H121, pro22 + 27, 1323),

sin las relaciones ps = ,u?ug; a,>20, a4+ 5> 2,
F estd dado por: o bien

w = (Vbazy + agzl)dz — bazidze, ag,ba € C;  con b= ujpa,

o bien

w = C(IQV_LO,O):BQ”_I—{— Z C(lth?O)l“h dx + Z C(2q17070)a:m dy,

q12>2v q1>v

conb=p{ g >1,
o bien

W= Clur00®™ "+ D Clpooa™+ | de+ | D Chlooa™ | dy

Qq>2v a>v

con b= plt g £1.

5. Conclusién

En este trabajo, hemos abordado el problema de la existencia de foliaciones holomorfas en
variedades de Hopf de dimensién 3, con un énfasis particular en aquellas de tipo excepcional. He-
mos revisado los avances previos en la clasificacion de foliaciones holomorfas no singulares sobre
superficies de Hopf y sobre variedades diagonales de dimensién superior, para luego centrarnos
en los casos atn no resueltos para variedades excepcionales.

Hemos mostrado que existe foliaciones holomorfas en un caso particular de variedades de Hopf
de tipo excepcional en dimension tres. Sin embargo, estos resultados no agotan el problema, ya
que quedan aun varios casos abiertos que requieren un estudio mas detallado. En particular,
futuros trabajos deberan abordar la clasificacion completa de las foliaciones en estos tipos de
variedades, asi como explorar la relacién entre las propiedades geométricas y dindmicas de las
foliaciones y las estructuras complejas subyacentes en las variedades de Hopf.

PESQUIMAT 27(2): [77]-00] 89



Andrés Beltran, Arturo Ferndndez Pérez y Hernan Neciosup

Referencias bibliograficas

1]

2]

Corréa, M. and Fernandez-Pérez, A. & Ferreira, Antonio M. (2016). Classification of holo-
morphic foliations on Hopf manifolds. Mathematische Annalen 365(1),579-593.

Corréa, M. and Ferreira, A. M. & Verbitsky, M. (2021). Classification of holomorphic Pfaff
systems on Hopf manifolds. Furopean Journal of Mathematics 7(2),729-740.

Hopf, H. (1948). Zur Topologie der komplexen Mannigfaltigkeiten. Studies and Essays Pre-
sented to R. Courant on his 60th Birthday, January 8, 1948.

Kodaira, K. (1968). On the structure of compact complex analytic surfaces, III, American
Journal of Mathematics 90(1), 55-83.

Kodaira, K. (1968). On the structure of compact complex analytic surfaces, IV, American
Journal of Mathematics 90(4), 1048-1066.

Mall, D. (1998). On holomorphic and transversely holomorphic foliations on Hopf surfaces.
J. Reine Angew. Math., 501, 41-69.

Masahide, K. (1979). Some remarks on subvarieties of Hopf manifolds. Tokyo Journal of
Mathematics 2(1), 47-61.

Reich, L. (1969). Das Typenproblem bei formal-biholomorphen Abbildungen mit anziehen-
dem Fixpunkt. Mathematische Annalen, 179(3), 227-250.

Reich, L. (1969). Normalformen biholomorpher Abbildungen mit anziehendem Fixpunkt.
Mathematische Annalen, 180(3),235-255.

90

PESQUIMAT 27(2): [77-00]



	Introducción
	Formas normales de aplicaciones biholomorfas con un punto fijo atractor
	Variedades de Hopf Diagonales en Cn
	Variedades de Hopf excepcionales en C3
	Variedades de Hopf hiper-excepcionales en C3

	Foliaciones holomorfas sobre variedades de Hopf
	Foliaciones holomorfas
	Foliaciones holomorfas sobre variedades de Hopf


	Foliaciones holomorfas sobre variedades de Hopf excepcionales
	Conclusión

