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OPERADOR DE DUALIDAD Y ECUACION NO-LINEAL
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RESUMEN.- Sea T >0y Q  R" un subconjunio acotado con frontera

regular T = 0CQ). En el presente trabajo demostramos que el problema de

valor inicial

p(x)u, AM(lu(I)IP)Au =f en Qx(0,7)
(") Su(x, =90 en I'x{0,7)
u(x, M =uy ; w'(x,0)=14 en 2

donde H r denota la norma en el espacio [P(Q) ¥ M es una funcion no-
negativa de clase 1, fiene una unica solucion local, bajo adecuadas condi-

ciones sobre p, M, f,uy, 4.

PALABRAS CLAVE.- Ecuaciones Diferenciales parciales no lineales. Feua-
cidn abstracta de Kirchhoff - Carrier.

DUALITY OPERATOR AND ABSTRACT NONLINEAR
EQUATION OF KIRCHHOFF-CARRIER

ABSTRACT.- Let T >0 and Q — R" be a bounded subset with regular
boundary T" = 0L). We prove that the initial value problem:

p(x)u, - M(Iu (t)lp) Au=f on Qx(0,7)

(*y 4u(x,1)=0 on T'x{0,7T)
w(x,0y=uy ; u'(x,0)=1 on £

where I . l p denofes the [P () norm and M is a non-negative function under
adequate conditions on p, M, ', us, vy

KEYWOQRDS.~ Nonlinear partial differential equations. Abstract equation of
Kirchhoff - Carrier.
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1. Introduecion

Sean (V, a(u, v)), (H, b(u, v)), espacios de Hilbert, V' < H la inmersion de V en H es densa y
compacta. Sea también 4 el operador definido por la terna {V , H, alu, v)}. Entonces 4 es un

operador no-acotado, auto-adjunto y positivo de I, con espectro discreto. Asimismo paratodo o € R, el

operador A% est4 bien definido. En este contexto 7 = D(4Y 2y,
Elsiguiente modelo abstracto

u”+M(lA“u|2)/1ﬁu:f (1D
u(0) =uy ; w(0)=u

considera como casos particulares los siguientes problemas

Sea ) un abierto R” con frontera regular T'; O el cilindro () x ]G, T [, 0 < T < oo con frontera

lateral ¥ =T % ]G, T ] . Laecuacion diferencial parcial no-lineal

r

» +(1 + [Qtvui"‘ dx) (-Aw)=f() en Q

qsu=0 en % (1.2)
w(0) =uy 3 u(0) = en Q

v

es un modelo generalizado de la ecuacion de Kirchoff [7], planteada para estudiar las vibraciones de
pequefia amplitud, de una cuerda fija en sus extremos y cuando la dependencia de Ia tension no puede
dejarse de lado en el modelo.

Asimismo la ecuacion

fu,, + (1 + Llulz dx] (~Au) = £(£) en O

su=0 en & (1.3
w0y =19y 5 1, {(0) =y en 02

Es una generalizacion de un problema estudiado por Carrier en [2].
En [14] Pohozaev trata el sistema

2
u" + ("‘})m (1 + jﬂlvmul dx] Amu = f e€n Q
Vol = ¥ U= e m}’m__lum(} en T (1.4)
u(0)=uy ; w(0)=u en Q




Obsérvese que si ¥ = HY(Q), H = [*(Q), A=A, & =1/2, f =1, estamos en la ecuacién de
Kirchoff (1.2); si e =0, =1, es el modelo de Carrier (1.3); si V = HJ(Q), H = I? (),

A=-A;a=mf2, f=m, es el modelo de Pohozaev. En los casos sefialados M (s) =1 + s2.

Con relacion a esta formulacidn se plantea entre otros problemas el estudio de Ia ccuacion (1.3) en el
caso que la funcién no-lineal M sea no-negativa (caso degenerado). La existencia y unicidad de

soluciones locales para el caso degenerado de la ecuacion de Kirchhoff @ =1/2 y £ =1, son obte-
nidas por ejemplo en Ebihara - Medeiros - Milla [5}, asumiendo que M e ¢! y que IM '{s)sl <a M(s),
donde la constante @ es positiva. En [4] Crippa trata un caso bastante general suponiendo que la
funcion M e C! ([0, oo)) MOY=0y ¥V5>0, f—;—%— M (s) > 0 demostrando que existe una linica
solucion local débil al problema de Cauchy asociado a (1.3).

En relacion al modelo de Kirchoff - Carrier (1.3), se ticne las referencias [3} y [6], y donde 1a

funcién no-lineal M es de clase ! y estrictamente positiva. En [3], se obtiene soluciones globales con
datos analiticos “suficientemente pequefios”. En [6] se obtiene solucién local, pero en una clase

mayor de datos iniciales. Para el caso degenerado se tiene la referencia [5] donde M es de clase
y verifica cierta condicién de crecimiento polimonial.
Una generalizacion del modelo (1.4) consiste en el sistema

K w0y + M{|Bu@f?) 4u(t) = £ () (1.5)

donde K, B son operadores que conmutan con el operador 4 y cumplen ciertos requisitos técnicos,
referencia [7].

Otra manera de tratar unificadamente los sistemas (1.2), (1.3) y (1.4), es considerar el modelo

w'(0) + M({A”u(t)lz , |Aﬁu(z)i2) A ul) = £ () (1.6)

donde la funcién no-lineal M (s, r) es no - negativay de clase C! en las dos variables. Se demuestra

la existencia de solucion para el caso a =1f2, f=0;y =1 y en Izaguirre [6], sc demuestra la
existencia de solucién para un caso mas general.

El modelo abstracto (1), sin embargo, no incluye el tratamiento de la ecuacidn

(%) 1, +(1 + J'Qlulp dx) (-Aw)= F(t) en O

#=0 en ¥ (17)
(M =uy ; u, (O =u en Q

1< p<ow; p=2. Enelpresente trabajo tratamos el problema de determinar solucién local y upici-
dad de (5), modelo abstracto que incluye el problema (1.7),



2. Preliminares.- Sea (7, a(u, v)) un espacio de Hilbert real; la forma bilineal b: V' x ¥V -» R es

simétrica, compacta, continua, estrictamente monétonay sea Hy = (¥, b(u, v)), entonces H, esun
espacio pre-Hilbert y podemos considerar su completacion H que es un espacio de Hilbert, con pro-
ducto interno denotado por b(u, v). Luego V¥ < H « V'* con inmersiones densas y continuas. La
inmersion de ¥ en H es compacta,

Consideramos entonces el operador §: D(S) — H, tal que

DS)={ueV; Sue H} 2.1
(S, v)=a(u,v) {2.2)

Entonces S es un operador lineal, simétrico, no-acotado y estrictamente mondtono desde que
a(u, Su) = b(Su, Su) 2.3)

Floperador inverse s71: 7 — p¢§), es lineal, continuo, simétrico y compacto.
p {5), ¥ p

Formalmente se tiene que §7' = 47'B.

Por la teoria de los operadores compactos simétricos, tenemos que existe una base ortogonal y nume-

rable {w;);>) de ¥ y una sucesion creciente de ntimeros positivos (4; )z tales que:
k1k b p q

ijb(wj,v)za(wj,v) YvelV , j=12,... (2.4)

b(stWi)=5{1' ;-a(wj,wj):)!,j ;o J=12, 0 (2.9)

Swj :E,j W s 7=1,2, . (2.6)

EJZZb(M, Wj) Wj i VueV (27}
j=1

De la teoria especiral para & € R, podemos definir la potencia §%  con dominio

D(S%)=3u; Y A |b(u, w)ff <o

R

S% = iﬂf Bu, w))w, ¥ uD(s%)

v

Definimos eponces:

by (u,v) = b(S%u, $%) wu,ve D(SY) (2.8)

[ul = b, w0y e D(S®) (2.9)



se tiene que (D(S%), b, (u, v)) es un espacio de Hilbert y 81 « < f, la inmersidn de

D(S#)c D(S%) es compacta.
3. Problema Lineal. (Solucidén global)., Sea T'>0 ¥y

Weci([O,TD,{/f(t)zmﬂ >0 ‘V’SE[G,T]; G.1

wel(0,T) ; IWIL‘”{O,T) < M. (3.2

Nos planteamos resolver el problema siguiente:

Bu vy () Au=f (3.3)
u(0) = ug 5 w'(0) = 1 (3.4)

Formalmente aplicando 4~! en la ecuacién (3.3)
S+ @O u®y=8S" B Fy=S"nn (3.5)

ahora aplicando en (3.5) g«*1 y considerando el producto interno en 12 (0, 7: p(s*)) obfenemos

r T
j [B, (@), v) + Y (©) by (Su(t), v)] dt = J'ba(h(:), Wdive 20, T; DIS*)  (3.6)
¢] 1]

es en este sentido que entenderemos nuestra solucién al problema (3.3) y (3.4).

Teorema 1, Sea we R y v que verifica las condiciones (3.1) y (3.2).

uy € D(S*H) (3.7
u, € D(SPe+D2y (3.8)
B! f=he I}0, T; D(SPe+/2y) (3.9)

Entonces existe una Gnica solucion u del problema (3.3) v (3.4) tal que:

we L°(0, T; D(S*™Y) (3.10)
u' e [7(0, T; D(SPe+/2yy (3.11)
u"e L0, T; D(S%Y) (3.12)
Bu' +y () Au=h en I*(0,7T;D(S)) (3.13)

La solucion satisface el siguiente estimado de energia:

E@ =lsew@f +]52 2 uq| < D, exp(Dy) (3.14)
donde



Cy =524 1y 52| + |0 [
oN [

Dy =— 1 D = :
0 Ci ECE

(0.7.D(5%+ /%y

Demestracion. Sea V,, =[w;, wy, e, wm] < V. Luego ¥V, es un subespacio de ¥ de dimen-

sién finita m, € invariante bajo la accidén del operador §% o e R.

Sea entonces
ne
um(z‘)xZgjm(f)wi eV, (3.15)
f=l

donde las funciones g, , son determinadas por la solucion del siguiente sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias lineales:

bluy (1), w;) + 1 (1) a (u, (1), w;) = b(A(1), w;) Vi=L2...m (316)
Uy (0) = Uom > u;n (O) = Uy

Por la seleccion de la base especial, ¢l sistema es equivalente con ¢l sistema lineal de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

Eim®)+ WO Y Ty 84 () =B, w)) = hy(0)
k=1
<gjm(0)xb(u0,wj)maj 317
£ (0) = b, w)) = b,
J=1,2, . LM

El sisterna de ecuaciones diferenciales linsales (3.17), admite una émica solucion en un intervalo [0, 7,, ),
de donde obtenemos la existencia de las soluciones aproximadas », para m 2 1. Seguidamente debe-

mos obtener estimados a priori para la sucesion {um} de modo que podamos prolongarlas a un inter-

valo uniforme de existencia.

Estimado a Priori 1. Por linealidad la ecuacion en (3.16) se verifica para todo v ¢ V,,. Entonces

haciendo y = 2525”2”;” (¢}, obtenemos:

26l (1), $7 Ul (1) + 2 (1) alu,, (), 8% ul, (0)) = 26 (h(2), S22l (1)) (3.18)
desde que

5 _
26’ (1), 8% 2 (1)) = 2a (S Ul (8), Sl () = 5} ISQ" D2y (t)l (3.19)

2y (N)a(u, (1), 2 2ul, (1) = 2w (1) a(S* M, (), S ul () =

d or+i 2 r ar+1 2 (320)
:;;w(s)ls U]~y O], )



2 )
2b(h(t), 82 2l (0) = 2a (S V2 h(r), 8@V (1)) < |52 D2 (p) )S{Za*‘)/z w, (r)l2 (321

reemplazando en (3.19)

-g; {{S<2“+'>/2u;,(x)|2 s w (D) 18““%(:)[2} <|sCeriz ol sy o & 5=, of 322)
Ahora integrando en esta desigualdad:
|52y off + mp 5@, o <[5 02y (6 + piols= 0 <

14 f
2 2 2 z
<|s@e 2 ©f 4w @5t u,@f + s h)] a4 [lsCe V2 s)f a4 G-29)
. 0 0
I 5 {
+ M, 'ﬂsa“um(s)l ds <Cy+Cy jz-(s)azs
4 0

Aplicando el lema de Gronwall obtenemos:

2 2
S(2a+1)/2u;n(t)! + lSaHum (r)l < mg(}_ exp {CZ f/CI} = Dy exp {Dl f} (3.24)
1
luego
(u,,) esacotadaen [°(0,T: D(S*") (3.25)
(uy,) es acotada en [°(0, T; D(S@*+V/2y, (3.26)

Estimado a Prori 2. Reemplazando w; por $“w; enlaecuacion aproximada y multiplicandola por

w;, obtenemos

Zb(u;;(t), S%w) w, - (1) Za(um(r), S ) wy = Y b(A(), $%w))w,  (3.27)
F=1 i=t It

Tuego
N b (), 8 w)) = D b(STup (1), wy) w, = 85w () = (3.28)
J=1 i=1
== (0) D alu, (), S w)w; + Y b(h(t), S%w,)w, =
/=1 j=i

= (1) zm:b(Sum (1), S%w yw; + Zb(k(r), S ywy =

j=1 j=1
=~y (1) Zb(sa“um yw)w, + Zb(S“h(t), W)W, =
i=1 J=t

= =y (1) PoS% (1) + Poh(0) = —w (8) 8% * Yu () + Ph(1)



Por lo tanto
(up,) es acotada en [*(0, T; D(S*)) (329
Convergencia de las Soluciones Aproximadas

Para tratar la convergencia de las soluciones aproximadas utilizamos el siguiente

Lema 1. Sean X, ¥, Z espacios de Banach talesque X <« ¥ < Z, con inmersiones continuas y la

inmersion X < Y es compacta. Sea
W= {u eIFO,T; X):u' e [1(0.T: Z)}

donde u' denota la derivada generalizada de u:[0, T} - X sobre (0, 7).
8i p=w,g>1entonces ¥ ¢ C ([(}, T] ; Z) es compacta, {(3.30)
Si 1< p<ow,qg=1entonces W < IF(0,T;Y) es compacta. (3.31)
Demostracion. (Ver J. Simon [18]).

Por los estimados 1 y 2, tenemos que:

(u,,) es acotada en [°(0, T; D(S**1Y) (3.32)
(u!,) es acotadaen [°(0, T; D(SP D2y (3.33)
(u2) es acotadaen [2(0, T: D(S%)) (3.34)

Entonces, existe una subsucesion de (u,,) que continuamos denotando de la misma forma tal que:

u, —> u débil-*en [°(0, T D(S“”)) | (3.35)
uy, —» u" débilen I? (0,T; D(S%) (3.36)
Entonces:
T 7
_[[ba @"(0), V) + ¥ () by (Su(D), V)] () dr = .[ba(k(z),v) o) dt; (3.37)
0 0

Y@eDWO,),Vvel, ,m21
Por argumentos de densidad

T T

j [ ("), V) + y (1) b, (S (1), V()] dit = jba (h(@),v@) dt; (3.38)
0 l

Vve [7(0,T; D(S*))

lo que demuestra la primera parte del Teorema 1.



Para demostrar que la solucidn u verifica el estimado de energia (3.14), tendremos en cuenta que por
¢l Lema 1, se tiene las siguientes convergencias:

u, — u fusrte C°([0, T]; D(SP#+D/2)) (3.39)
w, - fuerte C°([0, T]; DSU*+V/4) (3.40)
A continuacion demostramos gue:
u, (£} > u(t) débilen D(STHy veelo,7) (3.41)
ul, (1) = ' (1) débilen D(SP2D2y v iefo, 7] (3.42)
En efecto, sea v eV, ; k = m. Tencmos
(S““um (t), S““v) _ (S(zan),!zum ®), S(4a+3);4v} — (S(zan}/zu([}, 5(4“3)/41»‘) = (3.43)
= (S%* (), 571y
desde gue por (3.41)
1(5(2%1},’2% ) - S(2a+l}/2u(i), S(4a+3){4vl Sls(zaﬂ)/zum (t)— S(za-u}/zu([)ns(rm+3}/4V i m2R L0 (3.44)
m;evamente por argumentos de densidad, la convergenciaen (3.44) se verfica paratodo v e D(§%" I ).

Esto demuestra (3.41).

Analogamente:

(5:{2&-?1}/2;‘:“ (t), A{2a+l}/2v) - (S(4a+l)/4u;n (r)’ S{4a+3}fév) - (S{ﬁia«)—i}féur(!), S(4a+3)/4v) — (3‘45)
- (S(2a+l)!2u!(t)’ S(Zﬂ"?‘l)jzv)
Luego por el Estimado 1 y (3.41), (3.42), obtenemos

S(zaﬂ)/‘zuf(t)‘z +lS"‘“u(r)‘2 < lim {13(2”])”2:{;@(1)12 +1S“+]um(t)lz}.<.l)@ep‘r (3.46)

m -y @

Unicidad. Sean u, z dos soluciones de (3.3)y ¥ =u — 2. Entonces

yeI”(0,T; DSt (3.47)
¥ e L0, T; D(SPoi2y) (3.48)
y" e L0, T; D(S*Y) (3.49)
y@=0; y(M)=0 (3.50)
y satisface la ecuacion
By +w() dy=0 en I2(0,T; D(S*) (3.51)

Componiendo con w = 2y'(¢) e D(S%) enesta ecuacion, obtenemos



i3t

a {IS “yof + st y(t)lz} ~p () [ 2 o < gy @02y (3.52)

integrando de 0 a t y teniendo en cuenta que y(0) = () =0
2 2 !
7(t) = 'Sw y’(t}’ + my IS(ZEHI)/z y(tf)f ¢ j‘r}' (9 ds {3.53)
)

y por el lema de Gronwall §% 3/(r) = Saamﬁy(t) =0 Vie|0,T]; luego u =z

4. Problema No-Lineal (Solucién local). En esta parte demostraremos la existencia de solucion
local del problema no-lineal:

Bi" + M(|u(}, ) du = f 4.1
u{0) =y ; u'(0) =y (4.2)
donde:

W es un espacio de Banach, real, reflexivo, tal que su correspondiente espacio dual #* es estricta-
mente convexo. (4.3)

D(§PeZy (4.4)

Entonces de (4.4) y de la teorfa de los operadores maximo mondtonos, obtenemos las siguientes
propiedades del operador de dualidad sobre .

Laaplicacion de dualidad J: " ~» W * es simple valuada, demicontinua, maximo monotona, acotada,
goercitivay

| Julgre = | u [W

Lanorma u —> |u[,, es G-diferenciable sobre # ~{0} ysi y () =|u], , entonces

pi(u) = Ju

Vuxl
l” IW
Hipdétesis sobre la Funcién M
H-1 MecC! ([O Tl R*’), donde T es un namero real positivo.
H-2 M@©)=0;3¢>0, talque M(s)>0 Vse(0,¢).

H-3 M'(s)z0 Vsel0,T]



Definicién de Constantes. A continuacion definimos diversas constantes que aparecen en esta
parte del trabajo.

Para datos iniciales 0 # ug, 1y, f convenientes, consideramos:

C-1 0 <my = M(I—u?—iﬁJ
2
2 2
C.2 Cy = ls(ZaM)/Zuil + M(luo lW)|Sa+E u{)l + |fli3{{) £ D(AC= 2y
C-3 C, = min{l, m;}
C
Dy =2
C-4 9 C,
C-5 0<K?=2D, <1
C-6 !VIW <d, lS€2a+-§}/2v| Ve D(S(Za#}ﬁ)
C-7 My = Sup{M'(s)[s [0, d, K]}
C-8 Cy= Max{l, My}
C
Dy =%
C-9 1 G,
C-10 Ivlw < d, (S(?.aﬂ)/z VI Yve D(S(.2a+1)/2).
l”ﬂlw
- 0 < TH = el
C-11 < 20,
. 1
Cc-12 Ty = mln{T, T, —D—f}

Consideremos ¢l siguiente conjunto:

ve [0, Ty: D(S* ) [V e 170, Ty; DISX 2y, v e 12(0, Ty; D(S*))

= 2a+1)/2 g 1ol o w2
p(O) =y £0 |s@= 02yl e vof <k? vie[o, 7]

Lema2 SiveG yw()= M(lv(f)lw), entonces
0 < my Sy (f) vtel0, 7% (4.5)
v’ (O] < Mody = M,  Viel0,T#] (4.6)

Demostracion. Sea v ¢ (7, entonces

i i

“v(f)lW - iv(())lwi v () —v(O)),, = jv'(s)ds < ﬂv’(s)]w ds <d, Kt
¢ w O

11
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De esta desigualdad obtenemos
ol —dy Kt = @), —dy K £ < v,

Luego

0<Lu{£W = |uoly, ”Iu(;_lW < wly - KT* < |ul, -y Ke<p@l, veeo, 7]

Por fa hipdtesis H-2

wit) = M({v(t)h,,) > M(lu"zl”’ J =my >0

Io que demuestra (4.5).

Debemos ahora obtener estimados para w'(r). Tenemos por la regla de la cadena, que

v =M (b)) <|_v°%% v:(z)>
W xiy

Entonces

[ Ol

I"’(f)l l"'(f)lW SMO|v'(z‘)jW < ModziA(za+l)/2v'(t)l < Mydy = M,
w

') <M (v )|

lo que demuestra ¢l Lema 2,

Teorema 2. Sean

veG 4.7
0+ uy € D(S**H (4.8)
u & D(§Ce+I2y (4.9
feI*(0,T,; D(SGarhizy) (4.10)

Entonces, existe una inica solucién u & & del problema:
Bu' + M(p(ly, ) 4u=f  en {0, Ty; D(S*)) (4.11)
#(0) = uy 5 4'(0) = (4.12)

Demostracion: Procediende como e¢n la demostracidén del Teorema 1, haciendo

=1, vtHhH=M (iv(f)!W ) y utilizando el Lema 1, se obtiene que para todo v & G, existe una Gnica

funcion u, tal que:



we I°(0, Ty DS (4.13)

W e [°(0, Ty; DSy (4.14)
W e 120, Ty; D(S®)) | (4.15)
Bu' +w(t) Au=f en I[°(0,T;D(S*) (4.16)

y adems satisface el siguiente estimado de energia:

| g r/2 u’(:)f + [S*’”u(f)F < Dy exp(Dy )  K* (4.17)

Luego u e G.

Teorema 3, Sean u,, », f datos iniciales que satisfacen las condiciones del Teorema 2. Entonces

existe una tinica solucidn u ¢ G del problema (4.11)y (4.12).

Demostracion, La idea es resolver una sucesion de problemas de la forma

Bzj, + M(izpﬂ (f)iw) Az, = f en I(0,Ty: D(S*)) (4.18)
z,(0)=uy; z,(0) =9 4.19)
p=z2
donde:
z, es latinica solucion del problema
B2y + M(Jugl, ) dzp= f en (0, Ty; D(S?)) (4.20)
Zo () =up ;s 23 () =1 4.21)

. Desde el Teorema 2, podemos definir una funcién S: G — G talque Sz,_; = z,, p 23 donde

2, ¢s ladnica solucién del problema (4.18).

La dificultad principal es demostrar la convergencia
M|y 1)), ) 4z, =250 M(|20)y ) A2 deébilen 120,17, D(s7y (4.22)

En primer lugar probaremos que
M (|zpal,, ) =2 M) en ([0, %)) (423)

En efecto;
desde que la sucesion (2,),22 © G, obtenemos que existe una funcion z e I7(0, Ty; D(S*™h) tal
que:

z, >z débil* en (0, T,; DSy (4.24)

Zp =z débil en [2(0,7,: D(S™Y (4.25)

13
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De (4.25) y como B es compacto
Bz}, — Bz" débilen 7 (0, Ty; D(S%)) (4.26)
ademds por ¢l Lema 2
2y 2%z en C([0, 1) DT V) = oo, R, w)inel0,1/2)  (d.27)

Ahora por la hipdtesis H-1, sobre la funcion M
M(s)~M(sy) =M (0) (5, ~ 5,)
VSI,SZ, 66[51,32]

Entonces

IM(IZp—I(f)IW) —M(fz(t)!w )[ <

(4.28)
<z, A0l )| < Clzpa 0 - 2], —222 0

donde () = ﬁizpml(f)'w +(1-Pz®), sdy K por

Porotro lado:

T
j}(M P r(f)f AZp(t)*M(‘z(t)IW)Az(t),v(r))J dt
0

T

= f( (2510, )A"‘“zp(r)-—M(iz(r)IW)A“”z(t),A“v(:)) dt
¢
T

11N

( (lzp-10,, ) 4% 2,0 = Mz, (z){W)A“”z(z),A%(r)){du

+ (M(Izp—l(t}lW)Aa”z(t)‘M(iz(f)lW)A““z(t}, Aav(t))’ dr < (4.29)

A

Mfzpr 0, )i |( A5z (1) - 47 2 (1), A v(:)){ dr +

+ [Pr(fz, @), ) - M (20l |+t 2| a=v (o] @ <

(A'“’z () - 4% 2(0), A“v(t))j dt+

+C

(=3 .._SChg,. ~3

[ (Jzp-1 0, ) = bl ) e 2225 0

lo que demuestra (4.23). Luego



B+ M(|2(0ly ) 4z=f en 12(0,T; D(5%))
Procediendo como en la demostracion del Teorema 1, se prueba que:

z,(8) > z(¢) débilen p(s**y Viel0,1;]

z, () ~» 21} débil en p(sP4+D2y vre[o, 7]

Entonces

SCa+Df2 Zf(t)r N iS‘”“z(t)‘z < dim {IS{ZaH)jZ 2;(012 +!S“*‘zp(t}12} < &2

li
p—+0€)
Porlotanto z € (.

Unicidad.

(4.30)

(431)
(4.32)

(4.33)

Sean u, z dos soluciones del problema (4.11) y (4.12) y ¥ == — z. Entonces se verifica que:

y € I*(0, Tp; D(S™*))

¥ & L7(0, Ty; D(S™ 7))
¥ e L7(0,Ty; DY)
»(0) = y'(0)=0

y satisface la ecuacidén
By" + M({|u(n), ) 4y = (M (=0 ) - M (Ju Ol )) Az en [2(0,Ty; D(SY)

Componiendo con w(f) =2)'(f) enesta ecuacion vy teniendo en cuenta que

lM(lz(t)lW) - M(]u(t)IW)I <Clz(t) - u(®), =Cly@),
obtenemos

_{_3’; {l R (f)Iz e 5@, (r)iz} P

<Clyol s zollsy @] + v o]y <
< CIs(zai'])/zy(r)llsayf(r)! + ClS(Za“)ﬁy(!}lz <

< clsy o]+ cls@er 2y

(4.34)
(4.35)

(4.36)
(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

donde C representa diversas constantes que no dependen de ¢, Integrando de 0 a f y teniendo en

cuenta que y{0) = y(0) = 0 obtenemos

15



10 =I5 @f +mols®e 2yl < [ (441)
0

y por el lema de Gronwall $%y/(1) = S@*D2 y(h=0 vre [0, ] luego u =z,
5. Aplicaciones
1. Consideremos las siguientes hipdiesis.

HLD (V,(u,v)), es unespacio de Hilbert real, separable.
(H 2) Las formas bilineales a,b: ¥V x ¥ — R son acotadas y simétricas. Asimismo a(u, v) es

fuertemente mondtona, v b(x, v) es compacta y estrictamente positiva.

Se tiene el siguiente teorema.

Teorema. Supongamos se cumplen las hipétesis H 1, H 2. Entonces

existe un sistema ortogonal completo {Wj} =1 de autovalores en V con respecto al producto escalar

(u,v) = a(u,v), y una familia de autovectores {ij}jgl de multiplicidad finita para cada 4, , tales

que:
a(w;,v)=A4,b(w;,v) VveV (5.1)
o0
u=Zb(u, wilw, Vuel (5.3)
j=t
O<A SA Sy A —22 5 0 (5.4)

1. Sea O — R" un abierto regular. Consideremos:

V= Hy(Q), W =1P(Q), H=1(Q)

2n

laps ,sinz23, ylap<cowe,sin=1,2

n........
M@)=a+bs?,g21,a20,b>0

pel”(Q);0< p(x)< oy, ctp de Q.
En este caso, un calculo directo demuestra que el operador de dualidad J: W —» W' esta definido por

J(u)m|u|iwp|u|p—2u;i<p<oo



Entonces existe una tnica solucion local del problema

2
2163 % + [a + b( Iﬂ[u(x, t)ip)‘?/p) A= f o O 5.5)
Sy =0 en I
u(0) =uy 3 w({)=1 en 0

L

2. Sea M (s) = N(s*)y J:W —> W * eloperador de dualidad sobre V. Consideremos el problema:

B’ + N|ul, ) au =7 (5.6)
u(0)=uy ; '(0)=mn

en este caso si @(u) = Iu [;, , entonces @' (u) = 2J(u), V u e W, lo que facilita los calculos desde

que no requiere que u % 0.

En el caso particular que # sea un espacio de Hilbert ¢'(u) = 2Ju, donde Jes el operador de Riesz,

(Ju,v)W*XW ={u, Viy; YVu,vely.

Como casos particulares de Ja aplicacion 2, para W =V = D( AV 2y, tenemos el problema abstracto
de Kirchhoff:

Bu' + N(|ull) du= ¢ 67
u(0y=1uy ; u'(0)=u,

formulado por Lions, L.1L. en [9]. Si W = H, se tiene el problema de Carrier abstracto:

Bu' + N(|ul},) 4u=r1 (5.8)
u(0) = uy 5 1’ (0) = 14

Una adecuada generalizacion de las aplicaciones (5.6), (5.7) es considerar ¥ = D(4%) para obtener:

Bu" + N{|ul} ) du=f (5.9)
u(Q) =uy ;u'(0) =1

conocido como el modelo abstracto de Kirchhoff - Carrier.
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