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RESUMEN.- El objetivo de este articulo es probar la existencia de solucion
de un modelo matemdtico de difusidn de un contaminante usando la Teorin
de Semigrupos no lineales, via operadores afines. Se estudia también un
modelc realistico, por defecto de saturacidn,
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1. Imtroduccion

Estudiamos la existencta de solucion del siguiente modelo matematico de contaminacion

w(x, 1) = ku (x, 1) — ou(x, 1), (x,0) e (b, byxR", (I.h)

con condiciones de frontera

ku (=b,t)y=-v , t>0, (1.2)
ku, (b, ty=-v, , t>10 (1.3)

y condicion inicial
ulx, 0) =uy(x), xe (b, b), (1.4)
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donde u(x,t) es la densidad numérica en x y en el tiempo ¢ de una especie dada de particulas
contaminantes que se difunde en un medio homogéneo en la regién R={x,—b <x <b}, donde
b > 0 es una constante positiva.

Las constantes &, o, v, y v, son positivas, -ou representa el fendmeno captura en el medio

huésped y u, es la densidad inicial, no negativa.

Abordamos ¢l problema usando la Teoria de Semigrupos no lineales, via operadores afines.
Es posible, en las mismas ideas, estudiar un modelo realistico, por efectos de saturacion;

V= kg ~ 0y, xe(-b,b),1>0 (1.5)
Vv, == 0,V +§[y(b,.)~v],t>0 (1.6)
Kyl ==w kil , == aly@. ) -v], 150 (1.7
y©0)=yo, xe(-b,b), v(0)=w, (1.8)

donde v(f) esla densidad numérica de la particula contaminante en el plano objetivo en el tiempo ¢.
Las constantes o, , & y 6 son todas positivas. La ecuacion (1.6) es una ecuacién de balance para la

particula contaminante en ¢l plano objetivo, —o,8, representa el fendmeno de decaimiento, y

h[ y(b, 1) — v(t)] proporciona el nimero de particulas contaminantes que alcanza el plano objetivo
por unidad de tiempo. Citamos en este enfoque a Fang W. [3].

Con respecto a la Teoria de Semigrupos lineales y no lineales podemos citar a Kato [4], Barbu [1]y
Brezis [2].

2. Notaciones y Preliminares

En esta seccién enunciamos algunos resultados que usaremos en lo que sigue del articulo,

Definicion 2.1 Sean X un espacio de Banach 'y Dy o X un subespacio de X, D; <« X serd un

subconjunto afin asociado con Dy si satisface:

al YA, eD vale fi- fyel)
by VfeD,geDy vale f+gel,

Definicion 2.2 Sean L:D{(LY< X — X un operador lineal y A: D{AYc X — X un opera-
dor {usualmente no lineal), A es un operador afin asociado a L si satisface:

a)  D(A) es un subconjunto afin asociado a D(L)
B) VieD(A) ygeD) vale A(f +g)=Af + Lg.

Definicion 2.3 Sea X un R—espacio de Banach. Dado un operador A:D(4d)yc X —= X (en
general no lineal). El problema de Cauchy Abstracto (P.C.A.) para 4 sobre [0, 1] es



u, ()= Aluin], teR”
2(0) = uy € X @D

Usamos la siguiente notacion:

w:R" > DAHcX
P u(t)=ul,h

y u, s laderivada fuerte, con 3 4, (0%), #(17).

Teorema 2.1 Sean L& G (1,0, X) (ie L es el generador infinitesimal de un Semigrupo Lineal
de clase Co:{z(0},,, tal que Iz slall, vee X y ¢20.) v 4 un operador afin asociado a

L, entonces en cualquier intervalo [0,1,], el PC.A. (2.1) tiene la tmica solucidn fuerte:
¥
u(ty =Ty =1y + L}z(s}fiuods, ty € D(A4)
donde {T (t)},z{} es el semigrupo generado por A.

4
Corolario 2.1 Sea u:{0, +0} — X 1al que () = T(Hug =ug + J‘OZ(S) Augds entonces u es la

iinica solucion fuerte en cualquier intervalo [0, t,| del PC.A. (2.1), siempre que Le G(1, @, X)
(i.e. L es el generador infinitesimal de un Semigrupo Lineal de clase C{):{z(f)};zo tal que

]Iz(t)x[l <e“lall, vxe X y 120.) y A sea un operador afin asociado a L.
Teorema 2.2 (Inverso) Sea T:D(T) < X ~» ¥ un operador lineal, cerrado, tal que 3771
Entonces T™' es cerrado (obviamente lineal).

Teorema 2.3 Sean 1;:D(f;)c X — Y, i=1,2, operadores lineales con Ty cerrado y T,

acotado con D(Ty)=X. Entonces 1, +1,: D([)) ¢ X » Y es cerrado.

3. Principales resultados
Denotemos por X al espacio ! (=b, b), ¥

LDy X - X
f e Lf =kf"~0f ctp xe(~b,b)
donde el conjunto
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D(Ly= { f e X, talque, f, /' son absolutamente continuas{a.c.) en [mb, b],
f(-by= f'(by=0}

donde el conjunto
D(A)={feX,f, f sonac.en[-b,b], kf'(-B) = v, if'(6)=~v,}

no es subespacio de X'y 4 es un operador afin asociado al operador lineal L.

Enefecto, 31 & R — {1, 0} tal que k(A/Y (b)) = kASf'(=b) = — Ay, # — ;.

. Si fi y freD(4) entonces f;, f/ som ac. en [~b,b], con kf/(-b)=v, ¥

i(D)y=—wvy, i=1,2. Asitenemos que fi - fre X, /i~ fo ¥y (i~ f2)=A~f5 sonac. en
{—b, b}. También

h= L)) =B - fby ==L :7;‘“} =0
= R @)= i By~ by =—2 - (:}22‘) =0

s fy = fhe D).

. Si feD(A) y geD(L) entonces f+geX,f+g,(f+g)=f"+g sonac en
[-5.8}y

k(f + ) (=b) = k{ F(~b) + &' (~B)} = k%" = v,

K+ gy @) =k{f(B)+ g ()} = kf-;f%- =,
s+ ge D{A).
. Si fe D(A) y g e D(L) entonces
A(f+g)=k(f+g) —o(f+g)=kf"+kg"—of —og=Af +Lg.

Usando el operador A, el problema (1.1} - (1.4) puede ser escrito como el siguiente P.C.A. afin
en X

u, =Au, te R
u(0) =uy € D(A4). G

Lema 3.1 El Operador Lineal L es el generador infinitesimal de un Semigrupo de Clase
Co:{z(D} g tal que



lzofl, <e | A, vfex, vizo.

Prueba: Se usa el Teorema de Hille Yosida (Pazy [5]). Dado ge X y A >~c pretendemos
encontrar f € D{L) tal que verifique:
(A1 -L)y=g. (3.2)

Como (A -L)f=Af - Lf =Af —~(&f"~ofy={(A+0o)f - k", c.t.p. x&(—b,b), entonces
(3.2) es equivalente a resoiver

i _
f”*-(—--;-;-a—)fhf c.t.p. xe(=h,b). (3.3)
Asi tenemos
F(X)=ce™ + ™ - -]:;- j:’senh[r (x— )] g (x") dx’ (3.4)

A+o
donde r = \/ p y las constantes ¢, ¢, son constantes por determinar, usando el hecho que fdebe
pertenecer a D(L).

De (3.4) conseguimos:
- 1 =
f1{x)=ree™ - rege™™ - - j bcosh[r (b — <] f(xdx'
Las condiciones de frontera especificadas en la definicién de D(L) nos permiten establecer:

rc]e“rb - rczerb =

0
rh —rb I b H ! P
i'C;e — f'Cze = -];— IWbCGSh[]’(b — X )Ig(x )dx

De aqui tenemos

0 —re’t

b
% j bcosh[r(b -] g (xHdx e

o
i

A

rb

P

rb coshlr(b - x")] g(xydx'
A
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donde
re T et
A=| Wl r? {e‘?’b - 2rb} = 2r% senh(2rb).
re —re
Es decir
erb

b
P —— Rir(h —x Ny
T vk senh(2rb) .{ﬁbc"" [7(6-x)] 2 ()

emrb

&
T Alrp - ' N gt
% = Dk senh(2rb) Lm [ - )] g(x) dx

Asi (3.4) queda de la siguiente forma:

r{b+x) b
— - B x....m-e-m..—_-._ e 4 !
(- Ly'g @ = £ T — Lbcosh[r(b )] g () dx
emr(b-l-x}

": coshfr(b - x| g(xy dx’

~§~ e ——_ - s
2rk senh(2rb)
- -k3;- rb senh[r(x - x’)] ax'

_cos h[r(b + x)}
" rksenh(2rb)

- .5; J:; senhfr(x — x"}] dx'.

3.5
fbcosh[r(b ~ x| g(x") dx’ &)

Como x & (—b, b} entonces

b b
Lbcosh[r(b ~-x)g(x)ydx' = J‘ bcosh[r(b —-x")] g(x") dx’

b .
+ j cosh[r(b — xH] g(x") dx’.
X
Usando esto en (3.5) tenemos

F(x) {cosh[r(b - x]. becos hlr(p — x)] g (x") dx’

i
 rk sen h(2rb)
+ cos h[r(b — x")] j bcos hlr(b — )] g (x) &'
* (3.6)
- senh{2rb) .rb Senh[r(b - x')] g(x") dx’},

pero
cos h[r(b + x)] . cos h{r(f) ~ x")]~ senh(2rb). senh|r(t — x)]

= cos h|r(b ~ x)]. cos h[r(b + x7]. 3.7



Usando (3.7) y la lincalidad de la desigualdad de la integral en (3.6) tenemos:

1
f(x)= m { cosh[r(b - x)]. J: cos h[r(b + x")] g (="} dx’

+ cos h[r(b + x)] J‘bcc)s hlr(h - x)] g(x" dx’} (3.8)

VegelX vy rm\/}jza>0,(i.e.l>mo‘).

De (3.8) vemos que paratodo A >~ existe (4f ~ L)™' e B(X) = {Operadores acotados de
XenXyyque (A7 - Ly': X, -» X, , donde X, ={ge X, g >0}

De hecho,si ge X, y 1> -0, laecuacion (3.3) tiene una Onica solucién e D(L)n X,
y ademas integrando (3.3) se tiene:

. ' (A +0) -1
J1(by~ f(-b) B fbf(s) ds —u{fbg(s)ds.

Como f e D(L)yn X, entonces
(A+0) 1
——=— Ik =lel-

Laego 17 =75 el e

laz -], =——lielh. g x.. 250

Porotro lado,si ge X' vy A > —o, laecvacién (3.8) nos conduce a

Ll =]t = 17 9| s (A - 2y gh(x), ctp. xe (b, B),

usando esta desigualdad tenemos:

lar - 1 el ~——lleh ~——llh-

A+

luego se obtiene || /1], = n(/u Ly gui = i+gug”1 siempreque g€ X y A>-0. Asi,paracada
A>-o,HAI - Ly e B(X) con H(/U - L)""Iug-}i;. Tenemos entonces que el operador

(Al = Ly es cerrado.
Ahora usando el Teorema (2.2) tenemos que A7 ~ L es cerrado, te. A ~ Le C(X). Se

puede expresar L como L = (A — L)+ AI; usando ¢l Teorema (2.3) y que —A7 + L es cerrado y
Al es acotado, que L es cerrado.
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Por otro lado, D(L) es densoen X, pues D(L) o Cy (~b, b).

Acabamos de probar que L es un operador cerrado con dominio D(L) denso en X'y que

" (Al - L)—EH < “f;; , YA > —o, entonces aplicando el Tecrema de Hille Yosida se tiene el resulta-
do.

Observacién 3.1 Observe que el semigrupo {z(t)} s»q liene decaimiento exponenciol.

Observacion 3.2 Definiendo

o(x) = (’:};)2 v — (x£;§ i v (3.10)
entonces ge DAY y Ap = -(-%ﬂ - O
Observacion 3.3 Definiendo
Wy i=Hy — @ 3.11)

enfonces wy € D{L) y Lwy = Auy — Ap.

Teorema 3.1 (Solucién fuerte) Si u, € D(A4) y ¢ es dado por (3.10), entonces

u(@) = @ + 2O[uy - @] + j.; z(s) [-515-(»*1 vy ) - cr@] ds, 120

es la dnica solucion fuerte del P. C. A. afin (3.1).

Praeba. Usando el Corolario 2.1 y Lema 3.1 pedemos afirmar gue la Gnica solucion fuerte de (3.1)
es:

!
w(t) = 1y + Lz(a‘) Augds, 120, (3.12)

De la observacion 3.2 se tiene Aw, = Lwy + Ap, entonces (3.12) queda expresado:

u(ty=uy + L: z(s){ Lwy + Aga} ds

f ¢ 3.13
= Uy + L z{sy Lwyds + j;) z(s) Apds. @.13)

Por otro lado, desde que L es el generador infinitesimal del Semigrupo de Clase C: {z0},5> tene-

mos que:



i
fo z(s) Lwyds = z(ywy — wy. (3.14)
Usando la observacién (3.1)y (3.14) en (3.13) tenemos:

u(f) = uy + z{wy ~ W + J-;z(s) [f-b-(vi - V) O‘qa} ds

3.15
:(p"f"Z(f}[ug "'"?)}‘i' J:Z(S) ["2"}5‘(91“‘\}2)"6'@} ds. ( )

Entonces (3.15) es una relacion mas explicita que (3.12), pues el efecto de la condicidn de frontera no
homogénea es evidente a través de la ¢.

Problemas por efectos de saturacion.- Como queremos escribir la version abstracta del problema
{1.5) - (1.8), infroducimos el espacio de Banach y = X x R donde la norma que usaremos es:

WA=NAlL +81AaL F=, foex

5 es usado en [|f]| de modo que I fi"1 y 4| /3| representan el nimero total de particulas. Defina-

mos el operador £.
DYy —» g
e & =derl 1)

donde

[&f =k —0ofy en ctp. xe(-b,b)

h h
[&7], = Eﬁ(t’?) -~ {7y “**'5) 5

y el conjunto

DE)y={f=(f.Klex: /iy fi son ac.en[-b,b], f/(-b)=0;
K(h) = —h[A(0) - £ ]}

es un subespacio de X'y £ es un operador lineal. También, definimos el operador A

A DAY o X » X
f’“’”Af:([Af]p[Af]z)

donde
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[Af]l =k —ocf, en ctp. x e (-b,b)
h h
(4], =S )= (3 + D o
v el conjunto
DAY ={f=(f, ) eX: f; ¥ f{ son ac. en[-b,b], K(-b) =,
Hib) =-h[A®) - £]}
no es un subespacio de X'y A es un operador afin asociado al operador lineal L.
De hecho, para f =(f;, f3) € D(A) tenemos que existen AeR —{1,0} rtales que

K(ARY (~b) = kAF(~b) = Av, # —v,.

Si f=(fi, ) ¥y g=(g, &) sonelementos de D(A) entonces A fis & ¥y g son

ac.en [-b,b], con

kfi’(_b) =W
Kby = A £1(B) - £2]
kg (~b) = —v;

ki (b) = —h[g(b) - &]
Asitenemosque f—ge X, fi-& ¥ (fi —g) = f{ — gl sonac.en [-b, b].
También

(f, - &) (-b) = f{(~b) ~ g{ (~b) = w«?-;g» ~ (w-}j-] =0
kCf — &) (B) = k{f(B) — (D)} = k(B) ~ kei(b)
=~h[ fi(6) — f,] + Blgi(B) - 23]

= - H[(f; - g)(B) - (f - 22)]

s f-ge D(L).

s Si(fi.L)Y=FfeD(A) y (g, 8) =g e D(L) entonces
frg=(h+gnfh+8)eX, fi+tg (A+&)=A+g sonac.en[-h, by

k(A + 8 D) =k{AB) + g (B)} = K (B) + kg{ (&)

= Yy

KA + &) (b)Y = k{ () + g1(B)} = k(D) + kgi (&)
= “h[(f: +g) By - (fy + gz)]

LA )= AN+ L)



Usando el operador A, nuestro problema (1.5) - (1.8) puede ser escrito come el P.C.A. afin en
X.

U =AU, >0
UO) = Uy & D(A) (3.16)

donde U(t) = (¥(1), vID ¥ Uy = (5, vg).

Lema 3.2 El operador lineal L es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase

Co: {Z(l‘)},k(} tal que
Wzaofll<e 7l vrex, vizo,

donde o, =min{o, oy}.

Prueba: Se usa el Teorema de Hille Yosida (ver Pazy [5]). Paracada ¢ = (g, g,) ¢ X laecuacion

(A -Lyf=g (.17
nos conduce al sistemna de ecuactones:
;s AtO 1
H- k f *-*——}-;gi enctp. x €(-b,b) (3.18)
h h
~=f )+ (Atoy+—)f =8 (3.19)
) )
Resolviendo la ecuacion (3.18) tenemos
— 1 X ! ta '
F00) = cre™ 4 epe™ - = Lb{senh[v(x - x )]} g {xNdx', (3.20)

donde v= i%ﬂ y las constantes ¢, y ¢, serdn determinadas usando la condicién de que

f=(f, f2)e D(L). (Asumiremos que A + o >0).

De (3.20) tenemos:
7 - 1 X # 4 g
£ = vee™ - veye ™ - Lé{cosh[v(x ~ X )]} g, (x")dx". (3.21)

De 32Dy f=(A. f)e D(L) tenemos que

vh

vee™ ~veye” =0

vh —~vh 1 b . ' '
vee” — vl - o _‘:b{cosh[v(b - X )]} g (xydx'.
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Por otro lado, la ecuacién (3.19) nos da:

] h
12 n [22 +Ef1(b)]’ (3.22)

A+oy+3

donde también asumimos que 4 + o, > 0 (de modo que A + o, +£ > 0). Asi, para 1 > - o, don-
de oy = min{c, o)}, tenemos

vh

vee™™? —ve,e”® =0

vh —~vh 1 b ’ ’ ¥
vee - veye T - - Lb{cosh{v(b -x )]} g (xNdx

~h
k
= e [ (] o+ 1 by~ g, ).
/1“?”0'5’*“2?“[( ») Ji(B) gz]
Usando (3.20) en x = &, obtenemos
vee ™ —veye =0 (3.23)
v+epee” + (—vev)ee™ =a (3.24)
donde
h A+ Tp
Sy v
+ O'b + 5

b
1 :% j_b{cosh[v(b - x’)]} g (xydx'

b
+ -yk—i- J’ub{senh[v(b - x’)]} gy (x")yex’

Vigs
A+ oy

+

La solucién del sistema (3.23) - (3.24) es:

1 evb

C} e & N
2 H(2vb)
1 e—vb

CZ - o,
2 H(2vb)

donde H({') = vsenh (L) + v, cosh({).

Con la sustitucion de los valores de ¢ y ¢, en (3.20) obtenemos

cosh [v(b + x)] 1

—_ r {senh[v(x - x’)]} g (xNdx'.

M = T

También podemos escribir



Silx) = {W;—V—K(v(b ~ x)) J:{cosh[v{b + O]} g (=) &'

H(2vb)

+ —;; cosh[w(b + x)] jbx{v(b + XV gy (x) dx’

ok {cosh[v(b *+ x)]} gz} .

A + Gy
donde K (&) = v, senh({) + veosh({).

Se observa que si 4 = ( entonces v; = 0 y (3.23) ceincide con (3.8).

(3.25)

Las relaciones (3.25} y (3.22) (con f;(b) dadopor (3.25)en x = b) nos dan la expresion explicita de

(;L[ﬁﬁ)*lg paratodo g X v A >—G'9::~mfn{a,crb}.

Esto nos permitird mostrar que (17 - £)™' e B(X) ¥ que mapea X, =X, xR, en D(L)N X, .

Sea g ={(g;, g,) cualquier elemento dado de X, , entonces

f =0 ) =(A - L) g e DLy~ X, ¥ las ecuaciones (3.18) - (3.19) dan

b b
Hi®) - H(-b) - G+ o) | fimdr=- [ gi(xdx
“HAB) - L]+ (A +03)8f, =64,

ie.

W A®) - L]+ QoA = al,
~h[AB) ~ /] + (A +0,)6 f, =8¢y

Sumando las ecuaciones (3.26) y (3.27) tenemos
@+ fill, + A + o) 5 £ =g, + 522
Asi vale
A+ [llal, + 65 ] <lal, + 8g-
Usando la desigualdad (3.28) concluimos

1
;L’*“O'@

R R L] R S

J + o,
Vged, vy A>-0;.

(3.26)
(3.27)

(3.28)

(3.29)
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Ahora consideremos g = (g;, g,) € X. De lasigualdades (3.25) y (3.22) tenemos, respectivamente:

1 1 % : NP,
!fl(x)l < H(2v) {-—I;K(V(b -x)) Ib{cosh[v(b + x )]} |g1(x )| dx

1 X
+ —k—v—{cosh[v(b + x)]} [bK(v(b - x" ’gl (x')] dx’

4 - ¢ {cosh[v(b + x)]}lgzl}

+O‘b

L S PR
el g el 5 el
ie.
1A < LAl - 07 G ) ), (3.30)
1A s far-otal,, (3.31)
donde (g1}, [y =G e ¥, » ([ -076] [ - 076, )= - 076 e x,.

Usando las desigualdades (3.30), (3.31) y (3.29) tenemos

1AL =lAl, + 517]
=[[14ll, + 8151
<|[ar - o6 +sfar- oG]}

=t - oyd

1
< G
;LHTOII I

=Tzl + oleal]

A,'fﬂ"a

=l ole]

R

A+ oy

ie.

s - 2y gl = ) < el (332

/"L""O"{)

para ge X y A>-—0oyg.

Ademas, como (1] - ,f:)‘"‘ e B(X)c C(X) para A > -0y, tenemos que LeC(X). En efecto,
usando el Teoerma (2.2) tenemos que A7 — £ € C(X). Desdeque L =~ (Al — L) + A yusando ¢l



Teorema (2.3) con —A/ + £ cerrado y A7 acotado, concluimos que £ es cerrado. Por otro lado,

definiendo el conjunto €3,

Q={f = K e X, fie ([, b]), A-5) = O i (5) =~ B A) - £,
entonces Q < D{L).

Definimos paracada f, e R
@ ={fie X = L(-b,8): f; « C*([-b, B]). £(-8)=0; k{(®) = - h[£1®) - £3]}

entonces ), es denso en X. De donde (3 es denso en £, asi D(L) es denso en A

Acabamos de probar entonces que £ es un operador cerrado con dominio D(L) densoen X y

"{M - L) “ < » VA > -0y, Aplicando ¢l Teorema de Hille Yosida se tiene el resultado.

f{, +o?
Observacioén 3.4 Observe que el semigrupo {Z ()}, tiene decaimiento exponencial,

Observacién 3.5 Defina y = (p,, p,) donde

(wa)2v+ ho (x+b)
Akb ' k+ bk 4b

o{x) = 7, peER (3.33)

entonces w e D(A) y Ay =([AW];»[AW];;)= donde:

1 Ik
1Y) AL I I
Avhi=sn* 5 o
k
[Av], = “(gk o +0,) ¢y
Observacion 3.6 Si se define
Wo =Uy —y (3.34)

entonces Wy € (L) y LW, =AUy ~ Ay
A continuacion enunciamos un teorema, en forma anéloga al teorema 3.1
Teorema 3.2 (Solucion fuerte) Si U, & D(A) y v es dado por (3.33), entonces

U@y =y + 2 [Uy ~p] + J:Z(S)Aw ds

es la unica solucion fuerte en [0, +oo) del PC.A. afin (3.16), donde Ay estd calculado en la

observacion 3.5.

33
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Prueba: Usando el Corolario 2.1 y el Lema 3.1 podemos afirmar que la tnica solucién fuerte de
(3.16)es:

U =Uy + EZ(s)AL{Gds, t20. (3.35)

De la observacion 3.6 se tiene AUy = LWV, + Ay, entonces (3.35) queda expresado

U = Uy + LIZ(S){;C}/\{] + Ay tds

=Uy + EZ(S)EV\{,dS + -[:Z(S)Ay/ds. (3:36)

Por otro lado, desde que £ es el generador infinitesimal del semigrupo de clase Ca :{Z(},, tene-

mos que

L{Z(s) LWy ds = Z(EYWy =Wy (3.37)

Usando la observacion 3.5y la igualdad (3.37) tenemos:

U =Uy + ZO Wy - W, + LtZ(S).AWdS

3.38
=y + Z(O) [Uy —w]+ LIZ(S)AWdS. (39

Entonces (3.38) con Ay como se indica en la observacidn 3.5, es una relacion mas explicita que
(3.35). En (3.38), por medio de la ¥, se nota el efecto de la condicion de frontera.
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