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PRUEBAS DE HIPOTESIS EN £EL. MODELO ESTRUCTURAL DE
CALIBRACION COMPARATIVA
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RESUMEN.- En el presente trabajo estudiamos inferencia estadistica en el
maodele de calibracion comparativa que fue considerado inicialmente por
Barrert [1], especificamente mostraremos la wtilidad de las pruebas de hipd-
tesis en el modelo estructural de calibracion comparativa.

Utilizando el modelo presentado por Theobald y Mallison [14] proponemos
una prueba asintdtica usando la estadistica de Wald, para probar hipdtesis
de interés, para lo cual, mostramos los estimadores de mdxima verosimilitud
v los resultados obtenidos sobre la matriz observaday esperada de Fisher .

Presentamos una ilustracién de la metodologia propuesta  utilizando un
conjunto de datos tomados de Ia literatura estadistica.
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de informacicn de Fisher Estadistica de Wald.  Mdxima verosimilitud,

HYPOTHESIS TESTING ON STRUCTURAL COMPARATIVE
CALIBRATION MODEL

ABSTRACT.- In this work study statistic inference or comparative calibration
model introduced for Barnett [1]. Consider hypothesis testing in structural
comparative calibration model presented in Theobald and Mallison [4].

We study hypothesis testing using the model presented for Theobald and
Mallison [14]. Estimates of maximum likelihood are considered and
asympftotic test is proposed bayed in the Wald statistic.  Fisher information
matrix is presented.

An illustration of the methodology is presented with a data set taken from
the literature
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1. Introduccion

Elobjetivo de este trabajo ¢s estudiar inferencia estadistica en el modelo de calibracién comparativa.
El interés de este modelo cs comparar métodos o instrumentos de medicion de una cantidad desconocida
x en un grupo de »n unidades experimentales o muestrales, suponiendo que las mediciones de los
instrumentos estin distribuidos de acuerdo a una distribucién normal multivariante.

En la seccidn 2 presentamos el modelo de calibracion comparativa considerando p instrumentos de
medicion basado en el modelo propuesto por Barnett [1] y Williams [16], luego consideramos tres
métodos de mediciém y mostramos el modelo estructural de regresién y el modelo estructural de
calibracion comparativa propuesto por Theobald y Mallison {14], utilizamos este modelo para obtener
la matriz observada y esperada de Fisher, fas cuales son presentadas en la seccidn 3 y 4 respectivamente.
La estadistica de Wald es propuesta para probar hipétesis de interés, esto es presentado en la
seccidn 5. En la seccidn 6 mostramos una ilustracién de la metodologia propuesta con un conjunto de
datos presentados en la literatura. La seccién 7 estd dedicada a nuestras conclusiones y algunas
consideraciones para estudios posteriores.

2. Modelos de Calibracion Comparativa

En esta seccion presentamos el modelo de calibracion comparativa considerando p instrumentos de
medicién, luego mostramos el modelo estructural de regresion de calibracion, Barnett [1] y el modelo
estructural de calibracidn comparativa propuesto por Theobald y Mallison {3} para tres instrumentos
de medicion.

2.1 Ei Modélo de Calibracion Comparativa

Supongamos que tenemos p instrumentos o métodos de medicioén para medir una caracteristica x en
. . . .
un grupo de n unidades experimentales o muestrales. Consideremos

x; ¢ el verdadero valor de la caracteristica de interés en la unidad /.
¥y © medida dada por el instrumento 7 para la caracteristica de la unidad j-ésima,
i=lh.,p, j=1,.,1

El modelo de calibracion comparativa frecuentemente utilizado en la literatura (ver Barnett {1}y
Williams [16]) para este tipo de situacion es definido por la relacion linear

h

FE0 +ﬁ;xj dey

(h

donde e; y x; son indpendientes, e; ~ N(0, crf) Y x; ~ Ny, ai‘) i=1,..,p, j=1.,8

Los pardmetros & ; ..., @, son asociados a los sesgos aditivos y /3y, .... £, alos sesgos multiplicativos
de las medidas obtenidas de los instrumentos,

Como es constderado en la lteratura, vea por ¢jemplo, Barnett {1}, vamos a suponer que o =0 y
B, =1, esto es, el primer instrumento es considerado como el instrumento de referencia. Sobre el

modelo estructural normal con p = 3, Barnett [1] consigue estimadores de maxima verosimilitud
explicita para los parametros del modelo.



2.2. El Medelo Estructural de Regresion de Calibracion

El modelo definido en (1) por
Y, =a+bx +e =a+Br, J=1..,n, @)
donde
r T 7 r T
ij(I’IJ.,YQJ.,Y;j) ,ejm(elj,ez_,,e3j) ,rjm(.xj,ej ) ca=(a,0,a) ,

b={f.55) , B=[b1,] ¢ I, esla matriz identidad de dimension 3x 1, j=1,.., 7.
El modelo estructural normal de calibracion comparativa es obtenido suponiendo que

r,~ N, (.. ), &)
donde 1, = (4., 0,0,0) y Q= Diag(gl, o:,07). Eneste caso,

2

ol 0]
Y Var(r) = Q= * 5,
E(rj) n.y J) (03 D(Q’)J
donde D (@) = Diag(o},ol,0l), o(o],0;,02) y 0, es un vector nulo de dimension

3x1l, j=1,..na.

De (2), (3} y por las propicdades de la distribucion normal tenemos que

Yj ~ N}}(tu: Z),

donde E(Y,)=a+ by, = u=pu(0)yVar(¥,)=D(@) + o2bb” = £ = £(0), con

2

2 7
b= (u,,a,a,a, B, p,o;.0] 362270“3;2) -

Bajo las condiciones del modelo de calibracion definido en (2), @ no es identificable (ver Bolfarine y

Galea [2]), esto es, existen 8, y €, tal que F(y; 8,) = F(y; 6,,), paratodo y, donde Fes la

distribucionde ¥, j =1, ..., n. Por¢jemplo,si
6, =(1,1,1,1,L1,1L,1,1, 1,0 =1,
8, =(2,-2,-2,-2,2,2,2,025,1, 1,0,

entonces
E,(¥))=E, (¥)=(2,2,2)
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2 1 1
Var, (¥ ) =Var, (¥)=]1 2 1|
1 2

[y

La falta de identificabilidad implica la ausencia de estimadores consistentes, lo que tiene serias
implicaciones en la teoria asintdtica de estimacion y pruebas de hip6tesis. Sin embargo, el hecho de

que @ sea identificable no implica gue existe un estimador consistente para #. Un ejemplo interesante

puede ser visto en Grabielsen [7].
Para solucionar el problema de identificabilidad es necesario colocar restricciones sobre el pardmetro

6. En este caso, Barnett [1] asume que existe un método de medicion, que él [lama instrumento de

referencia, que mide x sin sesgo. Especificamente, suponiendo que el instrumento de referencia sea
¢l primero, Barnett [1] asume que

=0y f=1 4
Asi el modelo definido en (2) puede ser escrito por

Y, =a+bx +e =a-+Br, (5)

donde @ = (0, "), b=(1, B°Y ,cona=(a,, .Y v B=(8,B)"

Sobre la condicion de identificabilidad dada en (4), el vector de parametros tiene la forma de

9 :(ﬂx’ aT?ﬂT? 0’59 @T)T'
2.2.1. Confiabilidad

El problema de comparar instrumentos o métodos de medicion puede ser estudiado haciendo inferencias
sobre los sesgos @,,,, 5, v f, de los instrumentos 2 y 3 comparandolos con el instrumento de

referencia.

Definicién 2.1: La confiabilidad del i-ésimo instrumento, denotado por p,, se define por:

ﬂizo-xz ;
P Foieer TP )

El coeficiente p, es una medida similar al coeficiente de determinacion usado en regresion lineal y
puede ser interpretado come la proporcién de la variacidn observada «explicada» por el i-ésimo

método de medicidny 0< p, <1, /=123,
Una hipétesis inicial de interés, usando el modelo (5) podria ser:

H:a =a=0, g, ==, p=p=pn.

Esto es, estamos interesados en probar que los instrumentos miden la caracteristica x sin sesgo y
con igual confiabilidad.



Otra hipdtesis que puede ser probada es:
Hy oy =0;=0, 6, = f =1.

Aqui queremos probar si los instrumentos miden x sin sesgo.

Para probar si los instrumentos son igualmente confiables, la hipdtesis es
Hy i po=p, = ps.
2.3. EL MODELQO ESTRUCTURAL DE CALIBRACION COMPARATIVA

Theobald y Mallison [14] usan una reparametrizacién del modelo (5), en términos de analisis de
factores. Especificamente sea

x, = +0.F, Jj=L..,n h
donde F, ~ N(0,1). Reemplazando (7) en (5) tenemos que

Y, =a+b(u +0,F)+e,
=a+ by, +obF, +e,
_

R
J i
=u+AF +e, (8
=+ Ly,

donde ¥, = (¥, .. 1) . ¢, = (¢, ...e,). v, =(F,,e}), p=a+bu, Ai=ob,
L=[b,Llecona=0,a,,a)y b=0,5,8), j=1,.,n

Asumiendo normalidad Y, ~ N;(u, L), donde g=a+bu vy L=+ D(p), con
D(p) = Diag (), ¢ =(0y,0;,03) .

Sea el parametro de interés @ = (u”, A7, @")", entonces los estimadores de méaxima verosimilidad

(EMV)de g, A y ¢ son dados por ﬁzf’m,ﬂﬂ,:(ﬂ;,/@,/@)r, ¢ = (6], 37,37 con

s S§2S§3
b= s

A VR —
, O, =8, 4", i=1,2,3. Donde ¥ es lamedia

~ ASEE s
s ﬂ’2""'/'L!"g.mﬂ2’3mﬂ’l

23 i3

muestral de los ¥, y S, son los elementos de la matriz de covarianza muestral. Note que el estimador

de o puede asumir valores negativos, la solucién de este problema se realiza utilizando el estimador
basado en la verosimilitud irrestricta propuesto por Carter [3].

Observacion

Sobre el modelo de calibracién comparativa y ¢l modele presentado por Theobald y Mallison [15], las
definiciones de confiabilidad del i-ésimo instrumento son dadas por
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12
p_ [ S S
S L

Ademas las hipétesis de interés H,,, H, y H,, definidas en la seccion (2) son equivalentes a

Hytpw=u =1y, A=k=24k, p=p=p,
Hotpy = 1y = 1y, /’Lz:’lzz/ls y
Hy:po=py=py,

respectivamente.

Sobre el modelo presentado por Theobald y Mallison [14], los estimadores de maxima verosimilitud

de p,, p, ¥ p, sondados por

»

2
p = et §=1,2, 3.
A TS

i i
3. La Matriz de Informacion Observada de Fisher

En esta seccion vamos a presentar la matriz de informacion observada de Fischer en el modelo de
calibracién propuesto por Theobald y Mallison [14], que es una reparametrizacion del modelo propuesto

por Barnett [1].
La matriz de informacién observada nos servira para obtener la matriz de informacidn esperada.

Sea el vector de parametro @ = (u”, A7, ¢ ) para el modelo estructural. De (8) la funcién de log-

verosimilitud para ¢l modelo es de la forma
J=l
donde

B

I 1
1,(0) = -%iog (27) m—z—iog|2l —Elgz;

=D p)~c'M y

con [T =@ - " T, - ), [¥=c|Dip)
c=1+ AT DDA, M =D p) A D), j=1,..n

La matriz de derivadas de segundo orden son respecto a # es dada en forma triangular por

L, L

L
615(0) gt A Hip
@) =-L=——0ir s =~ L, Ly (10)
Simetria Ly

donde # es ¢l estimador de méxima verosimilitud de &, Los elementos de la matriz son presentados
en Solano [13].
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4, La Matriz de Informacién Esperada de Fischer
En esta seccion presentamos la matriz de informacion esperada de Fisher, que es muy importante
para tratar hipétesis de interés, por ejemplo, si estamos inferesados en probar si los tres instrumentos
miden la caracteristicas x sin sesgo y con igual confiabilidad, o probar si los isntrumentos miden x sin

sesgo o si los instrumentos son igualmente confiables,

La matriz de informacién esperada que denotamos por .J. (8), es definido por

&L z 8,
Jo(@) = B ~—— | = ¥ E| —=|.
r @) ( 52969*'} ; {ae}ae*’J

Teorema 4.1: Sobre el modelo de calibracidn estructural definido en (8). La matriz de informacion
esperada es dada por, (ver Solano {133).

Ju 0 0
Je@)y=1 0 J, Tyl
0 ']W- st
donde
et
me—zlz“‘ ,
-

Jp= == D)+ e 2e 1) M),

7=l

Jo= -3 (e D) D (@) - ¢ MD™ (9) D(A)}

J=l

ngl = (‘jﬁ,gj)r y

Jop = —i{%@ - ¢ D*(A) D7 (@) + %D(l) D™ (@) MD™ () D(&)}.

i=l

8. Prueba de Hipdétesis

Utilizaremos el estadistico de Wald para probar las bipétesis H, , I, y H,,, en la version del

modelo estructural propuesto por Theobald y Mallison [14]. Para algunas propiedades de esta prueba
se puede ver Cox y Hinkley [5].

Sea 6, = (i, A", p')', donde p = (p,, p,, p;)’ (quees funcionde 2 y ). Entonces por
el principio de invarianza del EMV, el EMV de 6, es dado por 0. = (i, AT, pTY, donde

i, Ay p son definidos en la seccién (2).
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Teorema 5.1: Sobre el modelo de calibracion definido en {8), tenemos que

a) @, es un estimador consistente de &, y

b Jn(b.-6) —E N,(0,Q(E),

donde
Q8 =G/ GT (a1
I, 0 0
con G={0 I, 0y G=2D"WD)[L-D(p)] vy G,=-D)D*p). La
0 G G,

prueba de este teorema puede verse en Solano [13].

Corolario 5.1: Bajo el modelo de calibracién definido en (8)
Jn(p = p) =2 N0, 070 0,

donde O = (0, G,, G,), con G, v G, definidos en el Teorema 5.1.
Para probar si los instrumentos miden fa caracteristica sin sesgo y con Ia misma confiabilidad, la
hipédtesis podria ser

Hyiwy=pm=1, h=~4=4, p=p =p,.

Note que H, puede ser escrita como H, : C6, = g,
donde

es una matriz de 6 x 9 de rango 6, con
C - i -1 @
tTlo 1 -1 (12)

con g, = 0 vector nulo de dimensién 6.

Luego el estadistico de Wald, (ver Sen [11]), para probar f,, es dado por

Wy = n(Ch, ~ g (COOICTY(CH, - g,),



que converge en distribucién a Z{Z()) bajo H,,, f)(&) es una matriz dada en (11) evaluada en el

EMV de 6, 6, .
Por lo tanto H,,, e¢s rechazada a un nivel de significancia de ¢ si
W, > x2(6),

donde y’ (6) es cl punto critico de la distribucién ,t'(?'ﬁ) correspondiente a un nivel de significacion

de o .

Para probar si los instrumentos miden sin sesgo, tenemos que probar la hipétesis

Hyp =1 =p, A =2 =2 También, en este casc H,, puede ser escrita como

H,, : C8, = g, , donde, ahora,
Co cC, 0 0
Lo C o

es una matriz 4 x 9 de rango 4 con C; comoen (12) y g, = 0 es un vector nulo de dimension 4,

Asi, el estadistico de Wald paraprobar H ,, denotada por W, , es dado por
W, = n(CE,) (COB.)CTY(CA),
que converge en distribucion a }5?4) bajo H,,.
Por lo tanto, f,, es rechazada a un nivel de significancia ¢ si
We > %o (4),

donde y_ (4) es el punto critico de la distribucion Z{zd} correspondiente a un nive! de significacion

o .

Finalmente, para probar si los instrumentos son igualmente confiables, la hipdtesis de interés es

Hy:p,=p,=p, 0 Hy: Cp =0, con C, comoen(12). Asiel estadistico de Wald, denotado

por W, , es obtenido del corolario 5.1 y es dade por
W, = n(C,o) (COJF (@) Q'CY (Cp),

que converge en distribucion a ;gé} bajo H;.
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Por lo tanto, se rechaza H; a un nivel de significancia ¢ si

Wy > Zi (2),

donde y2(2) es el punto eritico de la distribucién Zé) correspondiente a un nivel de significacion
.

6. Aplicacidn

El conjunto de datos fue obtenido por investigadores de la Escuela Paulista de Medicina v se refiere
a un estudio para evaluar la calidad de tres métodos de medicién usados para estimar el volumen del
testiculo humano. Los investigadores obtuvieron una muestra de 42 adolescentes entre 11 v 17 afios
delmismo hospital. Los tres métodos fueron operados sobre la mismas condiciones, o sea, todos los
pacientes en la posicidn vertical, el mismo operador para los tres métodos y la medicién del testiculo
derecho.

Estos métodos fueron los siguientes:

Método 1: método ya existente en el mercado y de alta precision, que consiste de un sistema de

ultra-sonido para obtener las dimensiones del testiculo: largo (£,), ancho (C,) y profundidad (P)y a

partir de ahi calcular el volumen (V) a través de la férmula V, = % * Lo*C x P

Método 2: método grafico el cual consiste de 6 anillos elipticos que representan volimenes de 2 ml,
S5ml, 10mly 20 mly a través de esos anillos se estima en forma visual el volumen del testiculo. En
el caso de estar entre dos anillos, por gjemplo entre 10 mly 15 ml, el volumen estimado pasa a ser la
medida aritmética entre estos dos, o sea 12,5 mlL

Método 3: Este método obtiene el ancho (C,) y ellargo (L) deltesticulo a través de un calibrador

especifico y el volumen es calculado por la formula ¥, = % * Lo*C}.
Sea Y, la medida del volumen del testiculo en ml dada por el método i para el paciente j, con

i=1,2,3y j=1,..,42. Elconjunto de observaciones {Y. } es presentado en Solano {13].

¥
Por ser un método conocido y cominmente utilizado, adoptaremos el método uno, como el de referencia.

Asi de acuerdo como se explic en la seccion 2, asumimos que &, =0y f =1

De acuerdo con la seccion 2, calculamos los estimadores de maxima verosimilitud para el conjunto de
datos,

4 =10,081, 1, =9,012 4 =9,562

Jo=4737, 1, =4,154 A = 4,495
¢ =1149, ¢ =1149 ¢ =1526

p, =095, p,=0,923 p, =0,930.



La obtencién de lamatriz de Fischer es de mucha utilidad para obtener la distribucion asintética de los
estimadores. Por lo tanto de acuerdo con el Teorema 4.1, la matriz de informacién esperada de
Fisher es dada por

J. 0 0
J (é)m 0 Am ‘A,w s
0 #A o
0,498 ~0,258 0,266 0,495 0,247 -0,254
. =|~0,258 —0,509 -0,185 |, J., =1-0,247 0,502 -0,177 |,
0,266 ~0,185 0,465 ~0,254 -0,177 0,459
0,045 -0,016 ~0,017 0,045 0,023 -0,024
Js =|-0,023 0,032 0,012, J,=|-0,016 0,032 -0,012 |,
L -0,024 —0,012 0,030 ~0,017 —0,012 0,030
0,124 0,033 0,035
Jy=| 0,033 0130 0,017].
0,035 0,017 0,108

La inversa de la matriz de Informacion Esperada de Fisher es

23,588 19,678 21,293 0 0 0 0 0 0
19,678 18,708 18,672 0 0 ¢ 0 0 0
21,293 18,672 21,731 0 0 0 0 0 0

0 0 0 12,450 9,810 10,610 0,772 0,242 0,325

J7 = 0 0 0 9,810 10,143 9,328 0,276 -0,521 0,076 |,

0 0 0 10,610 9,328 10,702 0,343 0,071 -0,660

0 0 0 -0,772 0,276 0,343 9,957 2,286 3,082

0 0 0 0,242 0,521 0,071 -2,289 8,543 0,635

0 0 0 0,325 0,660 0,660 -3,082 -0,635 10,589

Para probar si los tres instrumentos miden la caracteristica sin sesgo y con la misma confiabilidad, la
hipdtesis es:

Hytp ==, A==4, p=p =p.

Para realizar esa prueba de hipdtesis, fue calculada la matriz O (6.) que es lamatrizdadaen (11)y

evaluada en el EMV de 6, , 0.,
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23,588 19,678 21,293 0 0 0 0 0 0
19,678 18,708 18,672 0 0 0 0 0 0
21,293 18,672 21,731 0 0 0 0 0 0
0 0 0 12,450 9,810 10,610 0,276 0,324 0,293
Q@Y= o0 0 0 9,810 10,143 9,328 0,182 0,373 0,267,
0 0 0 10,610 9,328 1L702 0,195 0,316 0,367
0 0 0 0,276 0,182 0,195 0,022 0,001 0,000
0 0 0 0,324 0,373 0,316 0,001 0,035 0,008
0 0 0 0,293 0,267 0,367 0,000 0,008 0,031

6. = (10,081 9,012 9,562 4,737 4,154 4,495 0,951 0,923 0,930)",

Usando estos resultados y la estadistica de Wald, podemos probar la hipStesis que acabamos de
mencionar. Para n = 42, tenemos que W, = 30,997, comparando con y°() =12,59, se rechaza

la hipotesis nula, con un nivel de significancia del 5%, y concluimos que los instrumentos miden con
sesgo el volumen del testiculo derecho y/o no son igualmente confiables.

Para obtener informacidn respecto al rechazo de la hipotesis H, , vamos a probar en forma separada

si los instrumentos miden con sesgo v si tienen la misma confiabilidad.

Para probar si los tres instrumentos miden la caracteristica sin sesgo la hip6tesis es,

Hyph=th=i, A=h=24
Usando los resulfados de Q(ﬂ*) y la estadistica de Wald, podemos probar la hipétesis. Luego para

n =42, tenemos que W, = 31,215, comparando con ;g(za) = 9,49, se rechaza la hiptesis nula,

a un nivel de significancia del 5%, esto es, los métodos miden con sesgo el volumen del testiculo
derecho. No podemos decir que el método 7 nos da la medida exacta del volumen del testiculo
derecho.

Para probar si los fres instrumentos son igualmente confiables, la hipétesis es,
Hy:po=p, = ps.

Usando estos resultados y la estadistica de Wald, tenemos que W, = 0,655, comparando con

,3{22) = 5,99, no se rechaza la hipétesis nula, a un nivel de significancia del 5%, esto es, los métodos

son igualmente confiables.

e los resultados presentados anteriormente, concluimos que los dos métodos propuestos son tan
buenos como el método de ultra-sonido, o sea son igualmente confiables para la medicién del volumen
del testiculo derecho. El uso de diferentes tamafios de los anillos para el método grafico permite una
rapida comparacion visual para los testiculos. El tiempo de manipulacion es reducido comparado con
fos otros métodos de medicién, decreciendo la natural turbacion de los adolescentes.



7. Discusion y Comentarios

En el presente trabajo estudiamos pruebas de hipétesis estadistica sobre el modelo estructural de
calibracién comparativa, propuesto por Theobald y Mallison [14] considerando tres métodos o
instrumentos de medicidon. Los estimadores de maxima verosimilitud son mostrados, asimismo los
resultados de la matriz de informacién observada y esperada de Fisher y una prueba asintética es
propuesta utilizando el estadistico de Wald.

De los resultados de la aplicacién concluimos que los dos instrumentos de medicion propuestos
(método 1 y 2) son tan buenos como el método de ultra-sonido, esto es, son igualmente confiables
para la medicion del volumen del testiculo derecho, a un nivel de significancia del 5%.

Cuando consideramos tres métodos de medicion EMV pueden ser obtenidos en forma explicita. Para
més de tres instrumentos no existen expresiones explicitas para los estimadores de maxima verosimilitud
de los pardmetros, por o tanto es necesario utilizar algin método numérico para obtenerlos. Bolfarine
y Galea-Rojas [2] utilizaron el algoritmo EM para encontrar sstos estimadores.
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