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CONTROLE EXATO PARA UM OPERADOR DO TIPO A*F
Ricardo Fuentes Apolaya !
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RESUMO
Neste trabalho estudamos um problema de Controlabilidade Exata para
uma equacgao do tipo

w4+ APu=0

em um dominio nao cilindrico.
PALAVRAS CHAVES :
Equagio da energia. Desigualdade direta e inversa. Solu¢do ultrafraca. Con-

trolabilidade exata.

1. Introducao e Preliminares

Seja €2 um dominio limitado de R™ com fronteira de classe C* e suponhamos

que {2 contém a origem de R". Consideramos a fungéo continua k : [0, +oo[ — R
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verificando:

ke WhE (0, +o00)

Loce

0 < kg -31}\!] k{t), ky t:l)lg k(t) < +oo

(1.1)
sup K(W)] =7< . M=sup{|lz]],z € Q}
(20 :
Ly = [P ()| dt, L= [g°[k"(t)]dt
Estudamos a controlabilidade exata na fronteira para o prablema:
Lw=0 em @
%} =0, 7=0,1,...,2(p—~1) sobre ¥
(1.2)
%?,y—'i‘ =g sobre X

n_:([)) == u.‘”, U"(U} =w! emi?

onde
Luw = w" + b()Aw + a"z: (au(y, t)%‘j‘) +
b, (y, ()%:‘:’ + J,g;”f .
O problema de controlabilidade exata na fronteira do sistema (1.2) formula-se da
forma seguinte:
Dado 7' > 0, para cada {w’, w'} em um espago adequado, queremos determi-
nar um controle na fronteira, denotado por g, de modo que a solugdo w do sistema

(1.2) satisfaz a condigao final:

w(T)=w'(T)=0 em .
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O estudo do problema de controlabilidade exata do sistema (1.1) serd feito
aplicando o método HUM o qual foi introduzido por J.L. Lions. Isto é possivel
pois o sistema (1.1) tem unicidade, reversibilidade e unicidade de sohig:c')es_.

Diversos autores estudaram o problema de controlabilidade exata na fronteira
de equagdes em derivadas parciais, dentre eles podemos mencionar: R. Fuentes
(4], L.A. Medeiros e R. Fuentes [5], J.A. Soriano (12], J.P. Filho [2], J.P. Puel [9],
C. Fabre (3], M.M. Cavalcante (1], M. Milla Miranda e L.A. Medeiros [8] e M.
Milla Miranda [7], as idéias deste iltimo trabalho nos permite anal.ism de forma
apropriada o problema de controlabilidade exata, do sistema (1.1).

Se z° € R™ fixo qualquer. Definimos

mz)=z-120=(z,—zf) =(m)1 <€<n

R(2°) = max, g |Im(z)}].

Por convengao cada indice repetido indica uma soma. Por exemplo

i P L -
Z aIi a-l, aIJ - BI" ™ aﬂ':’ '

Denotamos por Ay o primeiro valor préprio do problema:

Azpw=—-f\§/_\.w em {2

w € HE(Q)
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Piidd
O valor préprio Ag é caracterizado por AX(p) = min A%

— entao
wetid(Q)-{0) |VPw|?

1
[Vu| < A—|A"w|, Vwe Hi(Q).
0
Analogamente, seja jio 0 primeiro valor préprio do problema:

A’w=plw em £

w € HX(Q).

|Auwf?

O valor proprio é caracterizado por pg =  min it
weHA(Q)-{0} |w|

entao
1
Jw] < ;;}/_\w}, Vw e H Q).

Seja L o operador adjunte de L definido por:

L'z= 2"+ b(t)A%z + 5%. (a;j(y,t)gaj;) 7

oz’ 1] dz
b,a—y' +CZ +d.a + fz.

Lembrando, também o operador
—A: Hy ()N H*(Q) — L*(Q) é uma isometria

resulta que, em HJ ()N H2(£2), a norma usual é equivalente & norma definida por
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1A 2.

Portanto, o operador inverso (~A) " : L3 Q) — HJ() N HA(E) é também
isometria. - Dado que © é de classe C*| em forma similar que para o oper-
ador —A, fazendo uso de resultados de regularidade (ver [11]), resulta que em

HiT(82) N H*(82), a norma definida por [APulp2(q) é equivalente & norma usnal.

2. Resultado Principal e Aplicagao de H.U.M.

Com as notagoes e hipdteses consideradas no presente contexto temos o resultado
central deste trabalho.

Teorema 2.1. Para T' > Tj e cada par de dados iniciais {w’ w'} € L*() x
H () existe um controle g € L*(Z) tal que a solu¢ao ultrafraca ou definida

por transposicao do problema (1.2) verifica:

Demonstragao: Dado {¢°, ¢'} € D x D definimos o problema misto homogéneo
seguinte:

Lw=0 em @

%}?:O sobre ¥, 1=0,1,....2(p—-1) (2.1)

1

pe=¢" ¢(0)=¢' em 0
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A tinica solugao fraca ¢ = ¢ (2, t) de (2.1) satisfaz AP € L*(T), conferir segiio 4.

Usando a solugao ¢ = ¢ (x,t) de (2.1), consideramos o segninte problema

retardado:

Ly=0 em @Q

et

v =0 sobre L, i=0,1,...,2(p—1)

J2p-1
%‘TF‘T : Ap em Y

P(T)=0, Y'(IN=0 em €.
O Teorema 5.1 da secdo 5, garante que existe uma tinica solugao ultrafraca

¢ = ¥(x.t) tal que

¥ € C([0,T); LA() N CH{[0, T); H *P(52)).

O Operador A

Pelas consideragio anteriores, podemos definir o operador

A:DxD— H- () x LX)

A% '} = {¥'(0) — X510 22(0), —(0)}



Dado que 9 € solugéo ultrafraca, temos que

0 =< ¢/(0) — Fu5L(0), ¥° > —(¥(0). ')

= [ b(t)|APpl? dT

equivale:

<M1 (e, 0') >= [ bie)iarel ds. (23)

Em D x D temos a forma quadratica:

1{e® @' HIE = /Eb(t)lA”go]?dE.

Pelas desigualdades direta e inversa, resulta que || ||r é norma equivalente &

norma usual em Hg?(€2) x L2(£2), concluimos que:
F=D)xD{)""" = H?(Q) x LA(Q).

Podemos estender A : F — F, sendo coercivo por (2.3) resulta ser um isomorfismo

entre F' e F'.

k' 0
Portanto, dado {w’ - 24@ Ow

k(0) ytgyf?:—wo} € F', existe um iinico {¢% ¢!} € F

tal que:

AMe® 9’} = {wl - 25(—0l By —we} :

k(0) ¥ By, ’
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Donde por nnicidade w = 4 é solugio de nosso problema verificando w(0) = !

w'(0) = w'.

3. O Problema Homogéneo

Definammos algumas notagoes a usar neste trabalho: No espaco L*(£2) denotemos
com (-, -) e| - |oproduto interno e norma. Analogamente denotamos (( -, - )) ¢
Il - 1| o produto interno e norma do espago HS"[SE']. (p € Z%). Os espagos L3(9),
HP (), H%(Q), H™*(Q) serdo denotados por L2, HYF H% e H . A dualidade
entre o espaco Ve seu dual V7’ é denotada por < - - >,

Definamos o operador

: 0 d a .
Rz=2" +bA¥:+ —a,mzp +b=2' + ' +d,—z+ fz
! j Ay, {U Ja.‘./) } dy, ( dy. +J

onde os coeficientes do operador verificamn:

e be WH([0, 4o0) tal que b(t) > 0 para todo t > 0, e
0 < b® = inf{b(t);t = 0},b" = sup{b(t);t > 0} < +oo.
e a, € CYQ) tal que a;; =ay e al, € L=(Q) ¢,7=1,2,...,n

o bi,c,di, f € WHHe(0,T; L*(R)), &b € L2(Q).
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Queremos achar a solugdo do seguinte problema:

2p—1
zza—rd;z: =38;?;;~Tz=0 sobre ¥ (3.1)

sendo

{2° 2", h} € H3F % L? x L'(0,T; L?).

Observagao 3.1:
d .
(i) -&—t(byz, APz) = b'|APz|2 + 20(APz, APZ') se 2,2' € HEP, be W2+,

(ii) Aplicando a férmula de Green, obtemos

a 1/ 0 . 1
(6.5;@, so) =g (B‘i‘:biﬂo:ﬁo) s se p € Hy(Q).

Teorema 3.1. Se {z% 2z h} € HZ" 0 H* x HJ? x WU1(0,T; L?), entdo existe

uma nica solucgdo forte z do Problema (3.1) na classe:
2 € C(0,T); HE 0 H) . C'([0, T); HZ)

e satisfaz:

Rz=h em LY0,T;L%.
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A demonstragido do Teorema 3.1 se faz aplicando o Método de Galerkin, e a
Observagao 3.1. Este resultado nos leva ao seguinte resultado.
Teorema 3.2. Se {z% z' h} € H)" x L* x L'(0,T; L?), entao

(i) Existe uma inica solucao fraca z do Problema (3.1), na classe:
z € C([0,T); H¥) n C([0, T); L?).

(ii) A aplicagdo linear:

HZ x L?* x L}(0,T; L?) — C([0,T}; HP) nCY([0, T}; L?)

{z% 2" h} v 2

é continua, sendo z solugao fraca do Problema (3.1).

(iii}) A solugdo z do Problema (3.1) satisfaz:

E(t) = E(0) = } [§b'(s)|A%(s)2ds — fi (& [ausz2] #) ds+

+% fé (%b‘ z z’) ds — fg(Pz, 2')ds + f(f(h, Z')ds

onde

Pz=cz'+d{£-z+fz, E(t)= |2t + b (t)|APz(t)]*.
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Na demonstragio do Teorema 3.2 usamos o fato que os espacos Hg” n H*,
H{? e WH(0, T L?) sdo densos em Ha?, L* e L!(0,T; L?).

Agora consideremos o seguinte problema:

Rz=W em Q
ST R 02)
Z(D) = ZO, Z’(O) = zl em (1

Observagao 3.2: No Problema (3.2) se h' € L!(0,T; L?) entéo a solugio fraca z
estd na classe (i) do Teorema 3.2.

Obtemos o seguinte resultado

Teorema 3.3. Se h € L*(0,T; Hg”) e b’ € L*(0,T; L?) com h(0) = 0; entdo toda

solugdo fraca z do Problema (3.2) satisfaz:
T
[#(t) = hO)] + 1472(1) < e [ 1aPh(e)] de (33)

para todo t € (0,7, onde ¢ é uma constante independente de z e h.
Observagdo 3.3. O Problema (3.1) também tem solugéo se substituirmos ¢ = 0
por ¢ = T nos dados iniciais.
4. Desigualdade Direta e Inversa

Nesta parte nosso objetivo é obter estimativas para APz, sendo z a solugdo
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fruca do problema:

'%3=.>-=%¥%Z=O sobre X (4.1)

onde o aperador L* é definido na se¢ao 1. Observemos que os coeficientes do
operador L* verificam as condigbes que caracterizam os coeficientes do operador
R. Nesse caso todos os resultados obtidos no item 3 sao vélidos para o Problema
(4.1).

Denotemos
K1) I ™ K (t
o = [—-(—2] yiu,, b= [——} , b= ——-2—_u Yi -
Logo, depois de fazer alguns cilculos, obtemos que

, 1 il -
L'z = 2" +bA"2+ D,(a,, Dy2) + 5 D,(b.7') + 3 Dilbiz) + D,

ey 2
o (5) | o

A energia do sistema (4.1) é definido:

E(t) = 5170 + Sh0la7()P (4.3)
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logo, se t = 0 cm (4 3), obtemos
=y I b2 1 ) 02
E(] = F,(U) = 5[2 1 + :3()(()”&;: | ; (‘1.4)

Teorema 4.1. Se 2 é uma solugao fraca do Problema (4.1), entdo

(1) seh =0em (4.1), obtemos
Epe ™ < E(t) < Ege para todo t € [0, +00|

(ii) seh # 0em (4.1), obtemos

]

E(t) < {EU t U:‘jh(t)ldt] }ec' para todo ¢ € [0, T

onde a constante ¢* é definido por

e = {dpky' + nMcorks? + negM2 kP 4+ 6nkg! + n(n + 1)TMky? +
tn(n + DegMkP™2 4+ n(n + 1)1')\3[2.%2 +n(n + I)T/\gﬂk?”_Q}Ll +

+{neoMks' + ncoMK{™" +n) kg " +nNg k) Ly

Lembramos algumas notagoes:

0 < ko = inf{k(t)it 2 0}, ky = sup{k(t)lt > 0}, T = sup{K'(1):t > 0}
Ly = [ K ()| dt, Ly = [ |k"(t)|dt, M = sup{liz||;z € Q)
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A seguir enunciamos um lema, que é fundamental para a desigualdade direta
e inversa.
Lema 4.2. Seja ¢ = (q,) € [C*(f)]" um campo vetorial. Entdo toda solu¢ao

fraca z = z(z,t) do problema (4.1) verifica:

i b(t)aen | AP22dE = (2 + 3Du(b,2),qeDez) |, +
+ [o b()AP2(APge Dez + Cp, Di(AP~'q) Di(Dez) +
+Cp Dige DJAP7Y(Dg2)]) = § Ja b(t) Degel AP2|* +
+1 [f Dege(2? — a,; Doz Dy2) + (n+ 1) ff (%) y.qc Doz Dz +
+ [f ayD,2 Dige Dez + 3 [f Dib Dezge ' + } [] Deb, Dez ge 2 +
+3 [[ 2 Db Deqe 2 + § [ b, Diz Dege 2' — § [f biz' Dige Dez —

-3 [ n? ( ) Deqe 2® — [[ hqe Dez.

Observagao 4.1. Na prova do lema, usamos o multiplicador ¢,D¢2 na equacgao
(4.1),, tendo em conta as condigoes de fronteira o termo (b(t)A%2z,qeDez) estima-

se como segue:
(b() A%z, q:Diz) = (b(t)A%z, AP(geDyz)) j APz [A”’l(q,ngz}}dE.
Da propriedade: v,[AP"(geD¢z)] = qmeAPz em I, tem-se

= (b(t)APz, AP(qeDyz)) — [E gene| APz|? d..
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Pela regra de Leibniz para derivadas, resulta que

AP(g.Dez) = APqq Doz + CpD,(APq¢) Di(Dyz) + ...

G C_,,D.'Qe D,[AP—I(DgZ)] + qe AP(Dl.Z)

onde Cy é uia constante que depende de p.

Portanto,

(b(t)A%z,q,Dyz) = (b(t)APz, {APq, Dyz2 +
"{-CPD,(AF'_lqg)D,‘(Dg.Z) + ...+ CPDPD“” Di[./_\p_l(DgZ)] + qr &p(DQZ)}) -

~ J b(t)genel APz |2 d5.

Observagao 4.2. Temos que g;A?(D;z) é o iltimo termo do desenvolvimento de

AP(g¢Dyz), estimamos a expressao (b(t)APz, g AP(D,z)) como segue:

(b(t)APz, e AP(Dez)) = Jo b(t)APz ge Do(AP2) =
= Job(t)ge3 DelAPz|* = —3 fo b(t) Dege| APz|* +

+3 Ja b(t)gene| Az|?.
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Usamos isto na \ltima igualdade da Obser_vaqﬁé 1, tem-se:

(b(t) A%z, qeDez) = (b(t)APz, { APqeDyz +
+CpDi(AP" g0 Di(Dez) + ... + CypDige Dil AP~} (Dgz))} —

=3 Jn b(t)DeQe| A%2|* — § [ b(t)genel APz [? dE.

Observagao 4.3. Denotamos por S a soma séguinte:

S = (b(t)A”z, APqy Dyz + CPD,'(AP"IQHD,-(DEZ) + ...

.4 CpDige DI AP (Dez2))).

Observamos que o termo com derivada de maior ordem para 2 é 2p, dado que

zZE HQF'(ﬂ'}-, q¢ € C*(Q), teremos que
18| < Clp, Dllz||m2emy

C(p,q) uma constante que depende do campo g e p.
Observagao 4.4. Se consideramos g, = m¢, dado que Di(ge) = 1, se i = £ e zero
para i ¥ £, poftant.o as derivadas de ordem maior ou igual a 2 valem zero, a soma

S reduz-se a0 termo:

(b(t) APz, CyDige Di[AP (Dgz)]) = Cy(b(t) APz, APz) = C,b(t) APz
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Teorema 4.2. Seja ¢ = (q) € C*(0) e {2°2',h} € HP(Q) x L}N) x

L'(0,T; L*(R)), entéo a solugéo fraca do problema (4.1) satisfaz a desigualdade:

j;mpzlz df < c [E0+ (jormut)a]

onde ¢ independe de z e Ey.
Observagao 4.5. Na prova fazemos as estimativas standard, usando estimativas
da energia e Observacdo 4.3.
Teorema 4.3. Para T' > Ty(p), a solugao fraca do problema (4.1) com h = 0,
satisfaz:

R(y°)

7y /z |AP2|2 T > ¢(T - To) Eo

onde

To(p) = {nMLy + [(C, - §) + 2L4 (RG°? X5? + 23 05?) | +

+E3IG(n + Vgt + 2R(°) (gt + Agt) +co + ¢ +ca + cs}e .
4. Regularidade de Solugao Ultrafraca

Nesta secao consideramos o operador L‘Jdeﬁnido por:

Lw = w" + b(t)A%w + 2 {

Jw b ' dw
Ay, iR

R R
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Estamos interessados no estudo do problema ndao homogéneo

Lw=0 em Q

Zw ~0 sobre X, i=01,.,2p~1) ;
(5.1)
%%%':ur. =g sobre X

w(0) =", w'(0)=uw' em N

onde os dados iniciais w” e w' ndo sio regulares. Introduzimos o conceito de

solugdo ultrafraca ou definida por transposicao, motivados pela seguinte andlise

Procedemos formalmente, multiplicamos (5.1); pela fun¢ao z = z(y,t). y € Q,

t €]0, T|e integrando sobre @, resulta:

[ Lwz= [[w'z+ [fo()A%wz + [[ £ {a QE}H

' By,

fffb!ay Z4 e 13:'

Usando a formula de Green e integrando adequadamente, obtemos:

f/ Lz —/ﬂw’(O)z(O)dy+/ﬂw(0)z’({))dy~— (5.2)

/b a 9 0)z ndwfgbum d2+/[mh
i’
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onde z é solugao do problema:

L2=h em @
gt =0, sobre T,i=0,1,...,2p~1 (5.3)

2(T) =0, 2(T) =0 em £

Sabe-se que se h € L'(0,T, L*(?)), 2 é uma solugdo fraca de (5.2) tal que z €
C([0,T); HJ*(2)) N CH([0, T}; L3(R)). Motivados pela igualdade (5.2), introduzi-
mos a seguinte definigao.

Definigao 5.1. Dados w® € L*), w! € H ?(Q), g € L*X), dizemos que
w € L=(0,T;L*(f)) é uma solugao ultrafraca ou definida por transposigéo do

problema (5.1), se verifica a ignaldade

J§ (w, k) dt =< w*, 2(0) > ~(w®, 2(0))~ < R 2(0) > ~

— fy g b(t)APz dT

para todo z = 2(z,t) solugao fraca do sistema (5.3).

Teorema 5.1. O sistema (5.1) tem uma iinica solugdo ultrafraca w, para todo

{w®, w!, g} € LAQ) x H-%(Q) x L*(L), tal que:

w e C([0,T); LAQ) n C'([0, T); H-(@)).
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Além disso

“w“L““{U.T,L"(HH + ||w‘”l.°-°{0,'r.u*'h'm)) < C(iwol + ”w'HH-'*v'(n) + |9|L1:E}-
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