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RESUMEN

Sea A el operador definido por la terna {H,V;((,)}donde H, ¥ son espacios de Hilbert, la

inmersion de ¥ en H es densa y compacta. Consideramos el problema:

" () M

|

[A“u(f)(z]ffﬂu(r)?f(r)

u(0)=ug,u'(0)=uy.

Se prueba la existencia de solucidn local para la ecuacién tipo Kirchhoff (*), para todo

a, f numeros reales tales que a >0y £>0.

INTRODUCCION

Sea Q un abierto de R” con frontera regular; 0 el cilindro Qx[0,7] 0<T <0, con frontera

lateral 2. La siguiente ecuacién diferencial parcial no-lineal,

]uti‘ —M(L)!V“(x,f):z dx )Au:f en Q
!u=0 en %
u(x,0)=ug (x). (x,0)=u(x) en Q

es conocida como la ecuacién casi lineal de Kirchhoff, que tiene su motivacion fisica en el
estudio de las vibraciones de pequefia amplitud de una cuerda fija en sus extremos y

cuando la dependencia de la tension no puede dejarse de lado en el modelo.



El caso M (s)=s, fué propuesto por Lions [9]. Resultados sobre el problema de Kirchhoff

para diferentes condiciones para la funcion M, el abierto €,la dimension n y los datos
iniciales, pueden encontrarse por ejemplo, en las referencias [3], [4], [12], [11], [9]. En
particular, en la referencia [9], J.L. Lions estudia el problema de Kirchhoff en un contexto

mas amplio y abstracto, planteando la ecuacion:

wr e m (4772 0 @O))au @)= 7 G) (**)

donde A representa un operador auto-adjunto, positivo de un espacio de Hilbert H y A" ?

representa su raiz cuadrada.

Para el caso de la ecuacion (**), se tienen las referencias [1], [9], [5], [13]. En

particular en [11], L.A. Medeiros-M.Milla Miranda demuestran que si
upe D (A 3/4 )“J eD (A 1/4 )y fel? (O,T,- D (A 1/4 ), entonces existe una solucion local

débil al problema de Cauchy asociado a (*¥*).

En el presente trabajo estudiamos una clase de ecuaciones de tipo Kirchhoff de la

forma :

2
u"(t)+M{Aa u(t) JA‘B u(6)= 1)
que incluye como caso particular el problema estudiado en [9] (a=1/2 y g=1).

PRELIMINARES
Sean (7,((,)); (H.(,) espacios de Hilbert, la inmersion de V en H densa y compacta. Sea
también A el operador definido por la terna {7, 17; (()))}.

Entonces, D(4) es un subespacio denso en H, 4 es un operador no-acotado auto-

adjunto y positivo de H, con espectro discreto;

Aw,=A, w,, 4,>0,Yv; yA,—>o0 cuando UL-—>©
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{Wu}es un sistema ortonormal completo de A de modo que:

D(4)= {ue H i A2, w, ) < oo}

ju=1
Au = Z A, w,w,)w,, Yue D(4)
v=1
Asimismo para todo @ >0, el operador 4 * esta bien definido

|
|

D( a)z ueH Y 2% |(u,w,)" <0
v=1
Aau-zilﬁ(u,wu)wu, VueD(4%)
v=l1
Haciendo:
[l =ju’ + 4% u 2

?L) es un espacio de Hilbert y que la dimensién de D( “) en Hes

1

se tiene que (D( “), |

compacta.

Si p>a>0,entonces la inmersién de D(A’”)enD( “) es también compacta.

Ademas se tiene que los operadores 4™ son compactos con D(A"" ):H y definidos por:
A u=3 2% (u,w, )w, VYueH.
En todo el trabajo, la funcién M, verifica las siguientes condiciones:
M, MECI([O,OO[)

M, :  M(s)zs,>0, Vs>0.
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Usamos la notacion

M (s)= Ig M(r)dr

TEOREMA DE EXISTENCIA 1

Sea a>f/2,up e (D(A”))u, e (D(A‘f)),f e i (O,T,-D(A”))

donde:

n=Max{4a+p)/4,612} y e=(4a-pB)/4,

entonces existe un 7, tal que 0<7,<7y una funcién vectorial  : [O,T]_> D(A”

satisfaciendo las siguientes condiciones:
ue L® (O,T;D(A”) (1

u e L® (O,T,-D(A'f)) (2)
;(u'(t),u}M[iAa u(zf] (487206420 )= (7 (1)) ©
en el sentido de D' (0,7, ), para todo v eD(A" )

Demostracion:
Sea {Wu} el sistema ortonormal completo de H formado por los vectores propios del

operador A4.
u, (I): z h, (t)w,, eV,
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tal que:

(e, (t),u)+M[Aaum(t)f}(Aﬂum(;),u)=(f(:),u), 5 el 4
u,,(0)=ug,, >uy en D(A ") (5)
uy, (0)=usy, —>u; en D(Ag (6)

ESTIMATIVA 1. Haciendo v=24"U () donde y=2a-p,en el problema

aproximado, obtenemos:

;{ !AV/z u'm (t)lz + M(iAa um(tf]} = B (A}’/Z f(t),Ay/z u:,,, (t) (7

29 ' 2
<l a7 p@) +|ar 2w, (:j :

Integrando de O at.

[

2 « 2 2 y .
A"/Zum(t)‘ +M(A“ ty (¢) }SEAJ’/Z F+ Ay’zum(t)2+

. 2 2
4772 4y | +M{Aau0m ]sc.
Entonces, utilizando el lema de Gronwall y las convergencias en (5) y (6), obtenemos que:

WP B 2
gAT/zum(z)| +M(;Aaum(t) ]sc.
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Donde C ahora y en lo que sigue representa constantes que son independientes de m y .

Luego por la condicidon M, se tiene que:

U,, estdacotadaen [* (0, T: D( @ )) (8)

ESTIMATIVA 2. Haciendo v=24°¢ u;n (t) en el problema aproximado, obtenemos:

;i{AE win@ +M(Aa " (t)ZJEA(ﬂJrZS)m i (r)fz}=(A“ 1045w )+

._ZM'(;AO-' t, (‘)gzj(Aau;n(f))A(ﬁ”g)m B (r)zs.Agf(zf +‘A5u;n(t)f2+

Clasu! (1) B+22, ().

Sea:

@(t)ng(‘ata—ﬁ)ﬁ ”;n (If A(4a+,6)/4 - (If

Integrando de 0 a ¢ teniendo en cuenta (5), (6) y la estimativa (8), obtenemos una

desigualdad de la forma:
p(t)sc+ec _Lr p(s)ds +c '[: o (s)ds.

Luego, existe T, >0, tal que :

o()<c  Vvielo,1,].

Por tanto:

(um) esta acotada en L” (0, IyD ( A\da+p)/4 ) )

(u " ) estd acotadaen L~ (0, T,; D (A(‘m +p)4 ) (10)
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ESTIMATIVA 3. Haciendo v= Zu;n (t) en el problema aproximado obtenemos:

Ol @ (a0 )20, O} = (0w, 0
e[, O )7, ) 4, O (O <1 £

+u, (tX2 +c|d*u, (.r]2 ‘
donde hemos tenido en cuenta que:

(Aa uy (), A% u, (tjgiA(""“‘ﬁ)/" un, (t)<c.

Sea:
01 =l @) +1a82u, ().

Entonces, integrando de 0 a f, teniendo en cuenta (5), (6) y las estimativas (9) y (10),

obtenemos una desigualdad de la forma:

o, ()<c+ec ﬂgpl (s)ds .

Por el lema de Gronwall, obtenemos:

01 (€)= (tf +|4P 12, (rf <c  Vielo,1,]

Luego

(u,) estdacotada en L""(O,TO;D(AMZ) (11)

(um ) estd acotadaen L (0,7,;H) (12)

Con las estimativas obtenidas y procediendo como en la referencia [11], se deduce

que existe una funciéon u que verifica las condiciones del teorema 1.
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TEOREMA DE EXISTENCIA 2

Sea (0<a< ﬁ/f‘»t,ug eD (A(2“+ﬂ)/2 ) uj eD(A“) fel? (O,T,-D(Aa))_ Entonces
existe un 7, tal que 0<T, <T y una funcién vectorial y : [0,7]—> D (Aa satisfaciendo las

siguientes condiciones:

ue (o7, p{aa+A)? J (13)
u' €L (O,T,-D(A“ )) (14)

; 2 j
L (o o (5/;“ « (1) J(Aﬁ"‘? o ) (F ()w)
en el sentido de D' (0,7, ), para todo veD(4%).

Demostracion :

Como en el teorema 1, sea {w,} el sistema ortonormal completo de H, formado por los

vectores propios del operador 4.

U, (t)z Zh; (t)wi €V,
tal que:

(@) M (a7 u, @))A? u, @)= ()o), ver, 15
0=ty >ug en D[4Ca+A)? (16

u'm(O):ujm—>u] en D(Aa) 17)
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ESTIMATIVA 1. Haciendo v=24" u,,(t) donde y=2a - g en el problema aproximado,

obtenemos:

2 ) |2l 00700

2 .
<A’ £ + 147, ()

Integrando de 0 a ¢

;Ay/z Uy (tf +M[‘;Aa Wi (tf J.s E A2 £+ J; A2 (1)

412 u,m} +M[:Aa Uom| JlA“ Uoge| 2o

Por el lema de Gronwall y las convergencias (16), (17) obtenemos que:

(um) estd acotada en [* (0, To. D (A“ ) (18)

ESTIMATIVA 2. Haciendo p=2A4°% u;n (t), en el problema aproximado, obtenemos:

Z{Aau;,,(:):iM[Aa 0] 402Dy )7 A2 ) 2}“2(A“f(fwu;<r))+

-M [!Aaum (tf)(Aa Uy (1), A% Uy (t)]A(ZﬁJrﬂ)/? ", (,)12 <\4* f(t}2 +Agu’m(t)2+

el % 1y, (0] APV 2,

Sea p ()= 4% up, @) +[4C2+ A2, ().

Integrando de 0 a t, teniendo en cuenta las convergencias (16), (17) y la estimativa

(18), obtenemos una desigualdad de la forma:

p@)sc+c| p(s)ds +c | p?(s)ds .
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Luego, existe 7, >0, tal que:

plt)=c Vte[O,TO].

Por tanto:

(,,) estdacotadaen * (0,7,;D(42*5") (19)
(um ) estd acotada en (0, TO;D( “)) (20)

Con las estimativas obtenidas y procediendo como por ejemplo en la referencia [11],

se deduce que existe una funcion u que verifica las condiciones del teorema 2.

10.
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