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Resumen : En el presente trabajo estudiamos detalladamente el proceso de estratificacion

de un conjunto semi-algebraico.

1. Notaciones Sea a € R , por definicion = 1 si a>0
sign (a) = 0 si a=0
-1 s1 a<(

Sean fj,...,f; una sucesion finita de polinomiosde R[x], y

sean x; < ... <xy lasraicesen R de los polinomios f; no nulos ;

hagamos xp =-0 y  Xng) =+

Si Iy = <xy,Xge1~ , sign fj(x) esconstantepara x e I y

denotamos con sign f; (Iy) a dicha constante.

Denotamos también :

. _sign fi (lo) signfy (x) signfy(ly)...signfy (xn) signfy (h:1
sign fy (Io) signf (x)) signfa(l))...signfh (xn) sign f (In
SIGN(f},...,f)=

| sign f; (lo) signfs(x;) signfi (D). ..signf;(xn) signf; (Iy)

T

Sim=sup {gradof; / i=1,...s} , tenemos .! < s.m (el nimero de raices es
menor 6 igual al nimero de polinomios por el mayor de s grados de los fj).

Denotemos :

W m = reunion disjunta de los conjuntos de matrices de orden

(*) El presente trabajo se desarrollé como parte del proyecto de investigacién 1996 titulado “Aproximacién

local de conjuntos analiticos”, habiendo recibido apoyo econémico de la ex - OGI - UN.M.S.M.



s X (2¢6+1) para £ =0,1,...,sm; cuyoselementos pertenecena  {-1,0,+1} .

sh(2€+ 1)
Ws.m s U{wl,O,l} '

I=0

2. Lema Sea e:{l,...,s} = {-1,0,1} una aplicacién.
Entonces existe W (e ) ¢ W, tal que para toda sucesion fy,...,fg en R[x]con
grado fi < m | elsistema  signf) (x) = e(1)

sign f (x) = €(2)

sign fg (x) = £(s)
tiene una solucidén x € R si y sélo si SIGN(fy,...,f) € W(g)
Prueba :
W (g) estd formado por las matrices donde una de las columnas coincide con la
sucesion £(1),e(2),...,€(8)
0
El siguiente resultado tiene dos presentaciones equivalentes, usaremos la presentacion

dada en el lema 3 , daremos la prueba de su equivalente el lema 4 .

3. Lema Existe una aplicacion ¢ : Wog,, = Wy tal que para toda sucesion fy , . .., fg
de polinomios de R [ x ] con grado < m , con fj no constante y ninguno de los
polinomios f;, ..., fy, idénticamente nulo , se tiene :

SIGN(fy,...,fs) = @(SIGN(fy, ..., fo1 f, .8, ...,8))
donde f, es la derivadade f; y g, ,...,g son los residuos de las divisiones
euclideanas de f; por f),...,f;,.f, respectivamente.

4. Lema Supongamos que f; es exactamente de grado m > 0 y que ninguno de los
polinomios f},...,f;, esidénticamente nulo.

Sig,...,gsson los residuos obtenidos cuando f; se divide por fy, ..., f, f,

entonces la ecuacion SIGN (fy, ..., fo1,.f,,g1,....8)=0

determina SIGN (f;, ..., f).
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Prueba :
Sean x; <...<xy los puntos de R donde algin f, ..., fo;, f‘, V81, ..., 85 €S cCero
sin ser idénticamente nulo.
Conociendo @ podemos seleccionar los ceros x;<...<xj, de f;,.7 ., fi, . f.
Como fy (x) es iguala g) (x) 6...6 gy (x) cuando f; (X)=0 &...6f (x)=0.
podemos determinar sign f; (x; ;) (bastara observar el signo de g, (x;;) en la matriz @ ).
El signo del coeficiente lider de fg es sign f‘s (In).
En los intervalos abiertos limitados por -e0 |, xj,, . . ., Xjk, Toc el polinomio f; es
mondtono ( pues f; no cambia de signo en estos intervalos) , asi pues f; tiene un cero en
uno de estos intervalos s1 y s6lo si f; tiene signos opuestos en los extremos (el signo en
los extremos + o es dado por el signo del coeficiente lider). Esto quiere decir que
podemos saber cuales son los intervalos que contienen un cero de f;. Estos ceros junto

1
con los ceros X, ..., Xjk que no sean ceros de f_ nos dan todos los cc.osde fj, ...

. f, y tenemos toda la informacidn requerida para conocer SIGN (f)

5. Cilculo de la funcién @

Siguiendo lu, notaciones del lema 3 , ¢@: Wi, — W, donde s = nimero de

polinomios en cuestién, m = max {grado f; (x,y) } con x € R" fijo,
I=1__ s

fix,y),....0xy) e R[x,y) , x e€R" y eR.

Dada v=SIGN(f,...,fo1.f,,81....,8), queremos calcular @ (v), es decir, ®
=@(v) =SIGN (f;,...,f5).
Es necesario calcular las raices de f; .
Haremos el célculo para el caso s =2, m arbitiar

v=SIGN (f,, f,,g1,2) y Qqueremos =% 0GN(f},f).
Para x € R" fijo, sean y,,<...< yylos puntos ue R donde f, f'2 .81, 2
(alguno de ellos) es nulo.

. . 7 !
Conociendo v podemos seleccionar las raices de f; , f,: yii<...< yix
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como f200y) = £ (%) ( )+ g (xy)
y Ly = iy . ( )+ ga(xy)
entonces 5 (x, vip= 0+ gr(xyip
o By = 0+ ga(x,yij)
luego sign £ (X, yij) = signgy (x,yij) 6 sign g3 (X, ij)
( para determinar si es uno u otro basta saber si y;; esraizde fj (x.") 6 de f'z (x.").y
para esto basta observar la columna de v que corresponde a la raiz y;;, debe aparecer 0

enla fila | - en este caso sera raiz de fy (x, ") - ¢ aparece 0 en la fila 2 en este caso serd

raizde f5(x, ) ).

Existen las tres posibilidades sign f (x,y;j)) = 0,1 6 -1.
Casol  signfh(x,y;j)=0
Entonces v, es raiz de 3 (x, )
i, Qué debe suceder para llegar al caso 17
Como sign fr = signg; O signgy entonces signgy (X,y;;) =0
6 signga(x,yi;)=0
{ Quiénes y;; 7 esunaraizdef; ¢ f‘2 , entonces :

sign fj (X, y,)=0 6 sign f'2 (x,¥ij) =0 Portanto v podria ser una

matriz del tipo
. sign fj (x, vi ). ]
v=|...signf, (x,yij) .-

-sign gy (X, ¥ij)- -

sign g2 (%, ¥ij). - |

58



y quedaria en la forma :

........ 0. ... e 3 ol eaney Tess
. osign ) (R %i3) i s = o=@V) = e | T
/
........ 0 oo s columna y;;
Csign gs (N yig) : 3]

& de lo contrario en la forma :

-sign fj (X ¥i5). . ] coesign £y (xoygg) LT
........ ... .. = o=@() = RYRVIRERNE 0 Jp——
.. sign g1 (X, ¥ij). . . columna v, ,

...... U_.

Caso 2 signfr (x,vij)) =1
Subcaso a  sign f (x, yj j+1) =

Entonces I; no cambia de signo en 1jj=<yjj,y -1 > y por tanto no posee

raizen I, mas aun , sign f3(l;;) =1
i Qué debe suceder para llegar al caso 2 a ?
yij esraizde f; 6 f, entonces signf)(x,y,) 6 signf(x,y;5=0

y signg (%, yi)=1 o« signgy(x,y;)=1
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Yot €8 raizde fi 6 f; entonces sign fi (X, yi ;1) =0 6 signf(x. i) =0

y sign g1 (X, Yige) =1 6 sign g (X, yijn) =1
Asi pues :
Cosign Gy sign £y (X, Yijer) - - - .. y
V.E | sign £, (X, yi}) . ... ... sign £ (%, ¥ijetd -« oot
........ Sign g1 (X, ¥ij) .. ......signg (x, ¥i #1000 an
L winonirid g SHER. @5 (R P sowonn sign gy (X, ¥i j1) - ... .

....... 0w oo s Qi s 5 .0 signfy (o, ..
..... signf, ...signf,.. .| = w=¢()= 11 1
..... Vi s o L s o

..... SIgN @y . ...8igngy. . ...

NN

columnay;; columna y; j«

..... O.... .signf.. ] ...0 signf, (Iij)signf, ...
s BEEES L 0..... = o=¢(v) = 1 1 1

..... 1. ... sign £,

s SIPOTBT 20 v v 1.
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csign L osign £y L cosign ) sign £ (1) sign £

----- Qivsvin v vim O v s = w=g@(v) = 1 1 1

s s e 1 1 o
[ signf, ... 0..... ] .. signfy sign £, (1) 0. ..
0 signf‘z.. = o=¢() = 1 1 1

« o ISIEIEEY L s v d i s

i v s X smmen 1w sign gy . .|

Subcaso b sign fr(x, yi j+1) = -1

Entonces f; cambia de signo en I;; y por tanto posee una rair lij.sea y;;

dicha raiz , tenemos :

Yij Yij Yi,j+1
. IU lij
l;j

Tenemos :
sign f5 (yij) =1 sign £ (i ip=1
sign 2 (vi)=0  signfy (1;;)=-1

¢, Qué debe suceder para llegar al caso 2 b ?

yij es raiz de f} & f'2 entonces signfy (X,y;)=0 & signfh(x,y;j)=0

y signg; (X,y;)) =1 0 signgy(x,yij)=1
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. ~ N A ]
Yijares raiz de f; 6 f, entonces

y

Portanto, v puede tener una

¢ L 0.
cosignf, L Losignf, L | =
s b3 i i i 1.

LLosigngy..osignogy .
N N
columna y;; columnay; .

0L sign f) . ..
cosignf,. 0. o=l
1 R signg) ...
s SSIBNIE G & wom] 2 b s
g BN s 0% & 5o
.0....signf,. =S o=
cosigngy ...l
oo signga L
. signfl...signfl..._
o o G G v s 5 = o= 1
Ssigng) ... signg;. ..
I S R

sign i (X, y, j+1)=0 6 signfy(x, Vi) =0

sign gy (X. i, j+1) = -1 6 sign ga (X, yj j+1) = -1

de las formas siguientes :

.. 0 sign f) (i ij) sign f) {3\/“) sign £y (1) 0.

u=/l /l

colyjj col I

0

/

col Sr'i‘i

/.1 /-1

col 15; coly .

0 sign f, (i i) sign f ()‘/U) sign f1(15) sign £y (vij+1)

1 0 -1 -1

sign £y (yi ) sign £ ( I ij)sign f) (\ i) sign ) (1,5 0.}

1 1 0 -1 =]

.. signfy(y; )signfy (1 j)signfy(y i psignfi( ] i_,)signf](y,_y 1)

1 0 -1 -1
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Subcaso ¢ sign f (x, y; j+1) =0
Entonces f; (x,") no cambia de signoen Ijj y por tanto no tiene raices en I;;, mds
aun , sign f3 (1) = 1
¢ Qué debe suceder para llegar al caso 2 ¢ ?
yij esraizde f; o f', entonces sign [ (x.y;;)=0 & sign l' (xyip)=0
y signg (X, yi))=1 0 signga(x,yij)=1
yi j+1 €s raiz de f} o f; entonces sign fj (x, yi j+1) =0 ¢ sign fl2 (X, yi j+1)=0

y osigng (X yij+1) =0 6 signgr(X,yijs)=0

Asi , v debe ser de la forma:

T R 0..... B R i 0 signfi(liy) 0...... .
...signfy...signf,.. | = 0= 1o 0

..... P T

L_;..signgg...signgg.._._

Caso 3 signfh (x,yi))=0
Entonces y;; es raiz de f;
Debe ser signfy (%, yi)=0 o sign f'1 (xyi))=0

y signgy (x,yi))=0 ¢ sign gz (%, yi)) =0

entonces v debe ser:

o oncsn 0....... R A 1Y g 5l b,
...signf;(yij)... = o=@(v) = |........ 0........

. .osign £y (yij) .. - wnen SIRD By (HYY. 5

It

........ ! PR = w=¢(v) SR | TR
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Caso general :
v=SIGN(f;..... f,, f‘, CBls - B, queremos o = SIGN (f,, ..., ]

s)
Para x € R" fijo, sean y; < y; <...< yy raices de
.ﬂ [ FTE, (x.').f" (X))o 2s(x,)
conociendo v podemos seleccionar las raices de f) ... ., fits f: :
Yit <... < ¥k

Como s y) =1 (x, 9. ( )+ gi(x,y)

f5 (. y) =1, (x, %) ( )+ g (X.Y)
entonces sign 5 (X, ¥i;) = sign g, (X, y;;) paraalgin £ ( para determinar ¢ basta observar

la columna correspondiente a y;i; y dentrodeellaalafilaenquees0).
Existen las siguientes posibilidades sign f;(x, yi;) = 1, -1 6 0.
Caso 1 sign f (x, yij) = 0
Entonces yij es raiz de f5(x,")
Para llegar al caso 1 debemos tener :
yij es raiz de fi,..., ) O f: , luego :
signfy (x,¥ij)=0 6 signf(x,y;))=0 6 ... 06 signf, (x¥ij) =0
y signgy (%, y;)=0 6 signga(x,yi;)=0 6 ... 6 signgi(x,y;;)=0

Por tanto v puede ser de la forma :

I m— o | ]
----- signfh.....| 2 c.o...signfy (vi5) . .
..... signfs.....|s = o= ¢((V)= coeesignfoy (yig)
....... Quci s e | 871 RN | L
..... signgy.....|s+2
..... signgg.....l 2s
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[ sign £y (v, ) 11 ~.osign £y (yig) 1
....... 0.......|s =0 = @((v)= o-signfog (yi) .. s- )
sign gy (yij) - .| s+1 RRRRRREE L | s
e 0 v s | 2s
Caso 2 sign fs (x, yij) = 1

Sigue el andlisis andlogo al caso cuando s=2 .

. Proposicién
Sea fi(x,y)=hini () x™ e hio(y) , i=1,...,s, unasucesion de
polinomios en n+ 1 variables (x,y) , y=(y;,...,yn) . concoeficientesen Z, ysea m
=sup{mi/1=1,2,...,8}.
Sea W'c W.,, . Entonces existe una combinacién booleana § (y) de ecuaciones e
inecuaciones polinomiales en las variables y con coeficientes en Z tal que para todo y e
R" se tiene :
SIGN (f; (%, y), ..., fs(x,y)) e W'

st y sdlo si B (y) es verdadero.

Prueba :
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ninguno de los polinomios f; , . .., fyes
idénticamente nulo [ si uno de ellos es nulo, entonces la fila en SIGN (f} , . . ., f)) que

corresponde a dicho polinomio es toda nula y puede ser suprimida disminuyendo el orden de
la matriz o simplemente no se lleva en cuenta. ] y que h; i (y) no es idénticamente nulo
para i=1,2,...,s.

A la sucesion fy , . ... f; le asociamos la sucesion de sus gradosen x : (m, , . . ., mg).

Comparamos sucesiones finitas de naturales usando el orden siguiente :



o=(m, ,....m,) <t=(m,....my

siexiste p € N tal que paratodo q > p, el nimero de ocurrencias de q en o es igual al
numero de ocurrencias de q en t , y el nimero de ocurrencias de p en o es estrictamente
menor al nimero de ocurrencias de p en t.
Ejemplo ¢=(2.,2,3,8,5,7)<1t=(3.3.4.8.5.7)
si p=5,q=7>p=5 y ocurreunavezpara ¢ y T
8§>5 y ocurreunavezpara ¢ y T
5 no ocurre menos veces en ¢ que en t
si p=4, 4 ocurre una vez en T y ninguna en o
5>4 ocurre una vez en T Yy una vez en o
7>4 ocurre una vez en T Yy una vez en o
8>4 ocurre una vez en T y una vez en ©
Obscrvaciones :
(a) El nimero p es unico.

(b) Si consideramos el conjunto de todas las sucesiones finitas crecientes de numeros naturales entonces es un

conjunto totalmente ordenado : siempre existe la menor de todas las sucesiones segin < .
(c) Para escoger p:
=(my,...,my), t=(my,...,my)

Considere p=max {m;,...,mg,m;....,my}

si existe el mismo nimero de p's en o y Tt , pasar al siguiente mayor hasia

encontrarlo.
Este orden permite hallar una cadena infinita o) > o3> . ..
Podemos por tanto hacer un raciocinio por recurrencia sobre el orden > .
Denotamos : m=sup{m;,...,mg}
Si m=0, fixy)=ho®),...,fx y)=hso(y)(son polinomios de grado 0 en x),
y SIGN(fi(x,y),...,fi(x,y)) es la lista de signos de los términos “constantes” h ¢ (y)
,--.»hso(y),entonces :

SIGN(h10(¥),---.hso(¥)) = [t

(tij €{-1,0,1})
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<> h]'u ()’) >0 sl L= 1
=0 si th =0

<0 sty =-1

Supongamos  m = 1 y mg =m.
Denotamos :  W" < Wy, alaimageninversade W'c W,
. L . -1
bajo la aplicacion ¢ : Wag oy > Wg i . esdecir | "= (W').

Porel lema 3 . paratodo y € R" tal que himi()=0,1=1.2, ... s, lapropicdad
SIGN(fj (x5, ¥) ... ., fi(x,y)) e W
es equivalente a
(*) SIGN (f; (x,¥) .. ... for (¥ FL (Y g1 (L Y) oo g (X)) € W
I.a sucesion de grados de ), ..., f's oo s 81, ..., 8 esmenor que (my, ..., my) respecto
al orden < | en efecto:
c=(my,....mg;,msl,gradog,,...,gradog) <(m;,...,mg) =1
p= mg . hay 0 ocurrenciasde m; en o <1 ocurrencia de mgen 1
q>m; ; 0 ocurrenciasde q en o =0 ocurrencias de q ent.
Esto nos lleva a una sucesion de polinomios donde la sucesion de grados en x es menor que
(my....,m) respecto al orden <.
Dado que tenemos una sucesion < (m,; , ..., mg) , podemos aplicar la hipotesis de

recurrencia a la nueva sucesion y como tenemos la equivalencia (*) , la prueba esta acabada.

. Proposicién

n

Sean f; (x,y),....f(x,y) polinomiosde n+ 1 variables, x e R* , y e R , con

coeficientes en R ; y sea q el mayor de los grados de los f en y.
Sea ® e W q . Entonces existe una combinacion booleana Bu(x) de ecuaciones e
inecuaciones polinomiales en las variables x con coeficientes en R tales quz para todo x e

R" setiene SIGN (fi (x,¥),...,fi(x,y)) =0 < By(x) es verdadero.
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Pruchba :
Sea a € R ¢l vector formado por los coeficientes de los f; .
Tenemos entonces f (x, v) = G, (a. x. y) . donde G, es un polinomio de p + n + | variables con coeficientes
en Z Entonces. por la proposicion 6, existe una combinacion booleana 3,(T.x) de ecuaciones ¢ inecuaciones

polinomiales en las variables (T, x) , con coeficientes en Z. tales que para todo (1. x) € R™" tenemos :
SIGN (G (L, x,¥),...,.G, (L. x.¥)) = < B, x) es verdadero.

Es suficiente considerar B, (x) = B ;‘,(a. xX).

3. o Quiénes By(x)?

Tenemos los polinomios :
fy)=himi )Y+ +h o) i=1,2,....s, xeR" ., yeR.

Siog=max{m;/i=1....,s8} esnulo, q=0 . tenemos:
fLx.¥)=hy o(xX)..... Fo(x¥)=hso(x).

Dado w € W,y = conjunto de matrices del tipo | t);

L)

tij € {-1,0,1},setiene SIGN (fi(x,y),.... i (x,¥))=0

e  SIGN(hyo®).....hso () t
21
Lsi
< Bux) ho(x)=>0 siot; =1
=) si 1, = 1=1,2,...,s

<0 Si In= -1
Supongamos q = 1.
Asumimos inicialmente que grado f,(x, )=1 y gradof,(x,")=0, i=1,...,s-1, esdecir, la sucesion de

gradoses (0,0,....0,1).
Dado w e W,, =conjunto de las matrices de orden s x (2f +1),
donde ¢ =0,1,....s conelementosen {-1,0 1},

Tenemos :
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SING (fy ... .. f)=w < SIGN(f)..... BBl g)= ve ! (w)

Sabemos calcular la funcién ¢ y por tanto podemos calcular (p'l (W)
¢ Wy = Wy,

V= (p'l (W) € Wi, = conjunto de las matrices de orden 2s x (2 A+ 1),
A=0,1,...,2s.

Observar que el orden de v aumenta con relacion al orden de @ , sin embargo,

v o BIGNTH oo B o Fuli 5 vl I

aqui sabemos que fy, ..., fi,,f,,g1....,g sontodos polinomios de grado cero

y sabemos calcular B3, (x) eneste caso (casoq=0).

Si fuese grado f.y (x, )=gradofs (x, )=1 y gradofy=...=gradof,, =0,
lenemos :
SIGN(f;,....f)= o < SIGN(,..., for.fs 810 ...8) = veg! (0

en este caso la sucesion de gradoses (0,...,0, 1| 0.\0\ ({
fi  f2 fa fi g1 g
Efectuando una permutacion P de filas en la matriz v llevamos el 1 para el ultimo

lugar y tenemos: (0,0,...,0,1) , en la

/ A\
2s-1 2s
practica tenemos :
SIGN (f;, ..., fe2.f..81.....8.f1)=P v € P ¢ (@)
SSIGN(f, ... f2, f, 81, 8. fiyaQia-onGs) € @' Po (W)
donde @)1 Wy — Wy eslaaplicacion dellema6 y q;,...,q 2 sonlos
residuos resultantes de dividir f;; por f;,...,g.

Ahora todos tienen grado 0 y estamos en el caso g = y podemos construir [,(x)

Lo mismo sucede en el caso general.

9. Descomposicion de conjuntos semi-algebraicos
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La descomposicion de un conjunto semi-algebraico Ac R" es hecha por la

recurrencia sobre n . La herramienta para el paso de n a n + 1 es el teorema

siguiente. Denotamos X = (x1.,....X, ).
10. Teorema Sean ) (x, y) .. ... fi(x, y) polinomios en n + | variables con

P - h e bde n A _— .
coeficientes en R . Existe una particion de R™ en un niimero finito de conjuntos
semi-algebraicos A}, .. .. An Yy para 1=1 .., m ., el numero finito
(eventualimente nulo) de funciones semi-algebraicas continuas.

A Se oS Aikis M A > R, talesque:

MY xe A o {2 (), .0, A i ()} es el conjunto de las raices de los
polinomios no identicamente nulos entre ) (X, y) .. .. f5(x.y) .

(Vv x e A .lossignosde fi (x.y) , k=1,... .5, nodependen sino de los
signosde y-A;(x), j=1,..., ki

En particular, el grafico de cada %, estd contenido en los ceros de un f| | k

i

dependiendo de i y j.

Prueba :

Definicién Una familia F de polinomios es estable por derivacion en relacion a la

. . 7
variable y si paratodo € F tenemos — =0 & — el
y Oy
Volviendo al teorema, nos podemos restringir al caso cuando la familia f; . . . ., f. es

estable por derivacion en relacién a la variable y, bastara juntar las derivadas
correspondientes v al final retirar las funciones 7;; que no son raices de polinomios
de la familia original.

Segun la proposicion 7 , a cada w € W4 corresponde un conjunto semi-algebraico
Au={x € R"/ B,(x) es verdadero } .

‘Sean Aj,...,An los A, no vacios (son un nimero finito pues Wy q es finito) .
Estos conjuntos forman una particion de R" 'y SIGN (fj (x,y),...f (x.y)) es

constante sobre cada A; .
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Paracada X € Aj ., A, (xX)<...< X 41 (X) . (A £ sq). son todas las raices de

los polinomios no nulos f; (x,¥),...,fi(x,¥) v para todo k=1.,....s los
sSignos :

signfi (x L, A5(0))  j=1..... Ay

sign fi (X, < A5 (). Aga (x) =) i=0,...., A

son independientes de x € A; (por convencion A o(X)=-0 v A, ,, . (X)=+ o ¥
El grificode A es:
Graf (Ajj)={(xAj(x))/xe A}

={(x,y) € Aj x R/y=};;(x) =raiz de algin f }

={(x,y)e A, x R/EI(yl,.H,_\')Li)eR}"‘l s

Thy)=. =Ry, )=0,

Yioooa¥ai Y Y =Y}

entonces A;; es semi-algebraico (su grafico lo es).

Resta probar que 2, es continua.

Sea x'e A, fijo arbitrario. Entonces y; = A;; (x') es raiz simple de por lo menos
uno de los fi (x', y) (debido a que la familia es estable), supongamos es raiz simple
de fi (x',¥y).

Para £ € R suficientemente pequefio tenemos :

fi(x",yj-e) fi(x".y;+e) <0 Vxeu
Asi f) (x,") posee una raiz entre y;-¢ y y;+ e . Como esto puede hacerse
simultaneamente para todas las j , la raiz de f) (x,") que estd entre entre yj-€ y
yj+ € es Ajj(x);esto prueba que A;; escont”
0
11. Definicién Sean f} (x,y),..., fi(x,y) polinomios de n+ | variables con

coeficientes en R . La familia (A; (hj); j=1...., Ai,i=1,...,m) que
verifica las condiciones (1) e (ii) del teorema 10 se llama cortadurade f, ..., f;.
Silos A;,..., Ay, sondados por combinaciones booleanas de condiciones de signo

sobre los polinomios g,, ...,g cortanalos f;,..., fe.
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12. Proposicién Sean f, (x.y),....fy(x.y) polinomiosen R[x.y] ¥
(A j=1...., A;,i=1,... .,m) unacortadurade f)...., [
Entonces paratodo i.1 £ i £ m , y todo j, 0<j< A; | elcorte
<dijihign > ={(xy)e R™ /x e Ai A () <y<Ajj+1 (X))} essemi-
algebraico y semi- algebraicamente homeomorfoa A x <0,1>.
Prucba:

Cada corte es semi- algebraico pues A; y las funciones A;; son semi-algebraicas.
El homeomorfismo semi-algebraico es :
h: <kijikin = = A x<0,1>
Para j=1,..., Ai-1, h(x,y) = (X (y-Aig())/ g (x) - X5 (x))
Para j =0 tenemos Ajg=- y hacemos (si A;=0)
hx.y) = (x (14 Ay (x)-y)")
Para j= A,#0 , tenemos Aj , ) = +® y hacemos
h(x,y) = (%, (¥ - hi () + 1))

Para A;=0 , Ap=-0 y Aj=+w , hacemos

h(x,y) = (x5 (y +14y? )/ 241437 )
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