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SUCESIONES ESPECTRALES Y CURVATURA
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PRELIMINARES

INTRODUCCION

En [2] se construye la secuencia espectral (E,., Vv ,.). El objetivo de este trabajo es de

obtener algunas relaciones entre las diferenciales de esta secuencia espectral, la curvatura y

la curvatura seccional.

Nosotros primero construiremos el término (E,, V,) y el término general. Después
expresaremos el borde en funcion de la curvatura, y luego aplicaremos los resultados para
algunas variedades. Nosotros seguiremos [2], incluido las notaciones. Lo nuevo de este

trabajo sera la expresion del borde en funcion de la forma de curvatura y luego su relacion

con la curvatura seccional.

1. SUCESIONES ESPECTRALES

Sea (E, &) un dlgebra diferencial bigraduada. Sean.

Z(E) los Cociclos de E
B(E) los Cobordes de E

AP el conjunto de elementos de filtracién = p y grado total p + g "
Sean
Py o6 7, 4 r S
ZP“JC A q P.yq - AP po A9 ,BP"IC AF I._.
Ap+l.q-—l ? Ap+l,q-l 2 E Ap+l.q—| r Ap+|,t[—|

(r 20 entero) tales que

4P
ZP"?={er_—l/3}’EX/)’EZ(E)}



P.q

P.q
Zf,q2{xg_-_%/ﬂyex/ﬁlté'y>19+”}

Ap>q
B ={ X € /3 yex/yes el coborde de un elemento de filt > p —r}

Se tiene

p.q
et el L. P eif9s AT (1)
¥ r-1 1 0 A‘D-Fl’q_l
U= B = B2 =.. c Bf7e .. 2
N zr 9 =2¢P1 (3)
r
U BP9 = BP9 (4)
La sucesion espectral es
gra_ 22" ppa_ 257 ()
2 - pP.q 2 3 - Bp:q T
B 3

Definicion de la diferencial or. Sea ;¢ gray sea y' e P 9un representante de x.

Por definicién de Z/9 si x"ex' filt § x" > B e

p+r,g—r+1
Sea x'e srrilecr la clase que contiene o x". Como dx" siendo un coborde es un
AETIERET
pt+r,g—r+1
: - : . ' Zp+.v',q— r+l
cociclo, la clase x' pertenece a los cociclos de qprrilger es decir, X' € y
| — prr.g-r+l Zf+">q—"+1
] p+f‘,q—f"+ 1 “r .. 1 . .
de (3) x'eZ; . Sea x EB1J+r,q—r+l la clase de x'en Rptra-re] Por
¥ s

definicion § f’ 9 x = x' Esto da las diferenciales de la secuencia espectral.
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2. LA SUCESION ESPECTRAL (E,,V,)

Sea (E,i,6, R, §) una operacion con conexion algebraica x y curvatura ;. Si se considera

% como una aplicacién lineal homogénea de grado cero.
B+ 2
X == Ri =0

R;_, siendo anticonmutativa se tiene

2G)A 2 ()= (D)2 (YA 2 (x)= 2 () A 2 (x)

y y se puede extender a un homomorfismo de algebras graduadas

X, VE*—> R,_,

Larestriccién de y, a las algebras invariantes da un homomorfismo

(XV)9=0 : (VE *)azo = Ri_¢,0=0.

Este homomorfismo verifica

50(1’\:)9:0:0 (6)

En efecto, V,_, siendo una antiderivacion, de la identidad de Bianchi V x =0 se tiene
Voig 2v(0v ¥)=Vizg (2 (v )= Vizg (2 () A 2(¥)) =

Vf:OZx/\Zy+(_l)2 XxAVioxy=0

Pero como la restricciéon de Vv, , a R,.,,.,coincide con &, la restriccion de

V. ox, a (VE*)9=0 verifica
=0

4

s O(Zv)a=0 =0
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Sea 7:P—>(E*)y una transgresion en w(E) »—o- Definimos una aplicacién
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lineal homogénea de grado 1.

TRiP > Ri_90-0

por el diagrama

(VE*),

/\&r

r 0,6=0
TR:(Zv )9:0 T
Te=(%)ac0’? (7)
Como 5°(Zv)9=0 —
5%5=0 (8)

y se obtiene la (p,5)- algebra (RE:O S fR) que se llama la (p s)- algebra

asociada a la operacion por medio de la conexion y y la transgresion 7. El
complejo de Koszul de ésta algebra €s

(Ri_g.9-0 ® AP,V)conV=8®i+Vr, donde V, es la “diferencial de
transgresion” definida por

V. (@®1)=0

2%-1 )
Vr(a®xl f\'“f\xzk—l)= D7 T ) antp(x)®x A Af A Ay
aeRlog0,%€P

V siendo una diferencial se tiene el algebra de cohomologia H(R,_o g0 ®AP, V) de la

(p,5)- algebra (R;=0_9=0 AP, S rR).



Sisedaa g, ® A P labigraduacion

=0,80=0
(RI=0.9=O ®"\P)P'q R0 6-0 ®(AP) (10)

V es la suma de dos diferenciales: § ® i de bigrado (1,0) y v de bigrado [2.-1). La

filtracion por el grado base

F? (R1=0.9=0 ®/\P)= Z iz0,60 AP (1)

uzp
de la sucesion espectral (£, v,) del algebra diferencial bigraduada

(Riio,f}:o ® (A P)q,V) .

3. LA SUCESION ESPECTRAL (E,,V,)

El objetivo de este capitulo es estudiar algunas relaciones entre las diferenciales de

la sucesion espectral (£,,V,) y la curvatura.

EL TERMINO (E,,V,)
Nosotros utilizamos las notaciones de 1.1.

E=Ri 090 ®rP , 6=V
AP = krﬂo,a:o ®(Ap) +REG o ®(Ap) ™+ + RETY (@1

) Aplq
zZPa, BPa zPt BP9(r20) contenidos en Pr— tales que

p.q AT ( )
VASRE xeAPH’q_I/Hyex/yeZ Risgg=0@AP

Aplq

Ap+],q—l

Bp‘q:{xe /ByEX/yEB(Rf:O‘B:()@AP)}

AP"]
zZp :{xeApH.q—i /Ellyex/ﬁlz Vy 2 p+r}
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p.q
BP9 :{x € Afﬂql/a yex/yes el coborde de un elmento de filtracion > p —r}

Teorema

i) EPY =Hp(Rx=o,e=o)®(”\ p)

ii) Vv, =V

) 2 Pl

Demostracion

. Z P,q =

i) Nosotros tenemos g r.q _ “2 . Vamos a construir 2P oy BEO.
2 B2

Por definicion tenemos

si x € Z1? un representante de X se puede escribir como un elemento

x'=af ®x A Axg R ® (n p)
aPERiio,B:D> xif\"‘/\ka_le(/\p)q, ]+‘+2k"1:q

tal que la filtracion de Vx' es igual o mayor que p+ 2.

El coborde de x'es

Vx':V(ap ®x1/\-~-/\x2k_1):(5®1'+ VT)(ap ®x; A---sz,{_l):

(5 ®i) (ap®xl /\"'/\x2k—1)+ V. (ap ® x A---/\ka_l):

241 .
Sa’® ®x1/\---/\x2k_;+(—l)p 2. (—l)Hap/\rR (x,)® %) A A B AXg =
i—

5ap®xl/\/\ka_l+(—l)p (ap/\z‘R (x1)®x3/\.“/\x2k—}+”'

+aP ATR (X2k_1)® X1 A"‘/\sz_3)
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Como la filtracion de Vx' es mayor o igual a p+2 y la filtracion de
0aP® x; A A Xy, €Siguala p+

GaP@® x A Axy1 =0

Esto implica

daf =0

es decir a” esun cociclo de R”

Fo.0=0 Y s€ puede escribir

=z @xy A AXy

2P ez’ (R:=0.0=0)s X A Axgy €(Ap)
donde Z7 (R,.:O'Q:O) representa los p-cociclos de R,_y _0-

Esto da

zy1=2% (R.'=0, 0=o)® (A P)!

De una manera analoga

gy o A Rlog-0® (APY + REY Ly ®(AP) ! il
’ Arthatt Rrp;()!a:o ® (nP) '+ R;’iB?a:o (P %+ .

SixeB ZP 4, un representante de x es un elemento

X'=a” @x, A Ay €REy o ®(AP)

que es un coborde de un elemento de filtracion p-1. Pero como el bigrado de 6 ®

es (1,0) y el bigrado de V, es (2, -1), la unica posibilidad es que x' sea de la forma

x'=(® i)(c"'l @ x, At A xlk—l):
=8P @ x; A A Xy

p-1 - p-1 4
P @ x A A Xy €RCG go0 ® (r P)
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ya que con V_no existe ninguna posibilidad de obtener x' a partir de un elemento

de filtracion p-1. Esto da ¢” =5 ¢ eB” (R,.:G' 9:0) donde 5~ (r representa

i:0,6‘=0)

los p- cobordes de Ri ¢ 6-0 y se puede escribir

xX'=b ®x; A AXy,, BP €B? (R,.=0‘9:0), y asi BP9 = BP (Ri:o,e:o)® (rnp)?

Finalmente se obtiene
EYT=H" (Ri=0. 9=0)® (/\ P)q

ii) Sea x ¢ 7. Como 27 = Z” (R;:o,a:o)@’ (A p)’ un representante x' de x se
puede escribir
=z ® x; Ao A Xy
7P e.Z® (Rf:0,9=0)= X A AXg €(Ap)!

el coborde de x' es

Vx'=8zp®@xjnnxgy +(1P 22 Aty (x))® x5 Ao A Xqp

+-- + 2P ATh (ka_])® X{ A A Xgp_3

el término & z” ® x; A--A x,,_; =0 porque z” es un cociclo de R,_, ,_, Sea x' la

p+2,q-1 "
clasede Vx' en 4”77 es decir [V x]= [z‘” AT () ®x; A AXy +]
Ap+3.q—2

Como Vx' siendo un coborde es un cociclo la clase x' pertenece a Z?*> 7" y de

(1.1.3)a z£*2 971 27 A 7, (x,) pertenece a Z#* (R_g 9.0 ) POTquE 7 (x;) siendo

un cociclo de R, 4_,. también lo es z” A7, (xl),que es un cociclo de R[‘ZB’Z@:O

porque deg 7, (x,)=2. Haciendo el cociente de x' se obtiene

X e H?*? (Ry g0 J® (~P)"". Se obtiene as

V,x=x'=2z" nt, (x,)® (A P)*!



donde z” Aty (x,) representa la clase de cohomologia de z” Aty (x,) en
HP*? (R 8,00 ) De la expresion se tiene:

V, eslarestriccionde V a A, V,=V| .

4. EL TERMINO GENERAL

Se razonaré por recurrencia. En £, tenemos el diagrama que explicita el borde

ENT=Hg (Rr'=0,.9=o)® (~P)?

Va2

Vi =V

'Pai-y

p+2l,g-21+1 _ rppe2l ( ) g-21+1
£y —Hvz,_2 Ric0,6-0 ®(aP)

donde Hy, (R:'=0, 9=0) es la cohomologia de R, ,., con respecto al borde
“multiplicacion exterior de cociclos por v,,_, (xy_5)= 7, g0 (7 (¥2123)) =7 (¥215)”-

i . q - 1 , i ,
Se va determinar g9 como la V- cohomologia de ERY. Si xeELY, un

representante x' de x es un elemento

3

x'=2zP @ xy A Axg €281

tal que, si se define V, (x')=82z" @ x, A+ A xy, (VO (z"):é‘z”), x" verifica
Vo (x)==9,,_,(x)=0

condicion que es equivalente a

Vo l2? )= =V (7)=0

Entonces

x'€Z8 (Rig 90 ® AP) & Vo)==V (x)=0
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condicion que es equivalente a
Vo )= (27)=0

Lo mismo, sea y un elemento de B;? y »' un representante de y.

Entonces

P=Wy (Zp_y ®xy A szkfl)

__p-a2l
=z ATR(x2l—1)®xlA"'AxZI-lA"'Aka—l’

xl /\"‘/\x2k_1 = (/\P)q+2[_l

Haciendo el cociente se obtiene 1§ (R,:O, 90 )® (A P)?, donde Hy (REO’Q:O )
representa la V,, — cohomologia de R, , ,_,, es decir, la cohomologia de
R; o g-0 con respecto al borde “multiplicacién exterior de cociclos por

sz (x2[f1 ) = Zv, 0=0 (T (.X2!71 )) =Tp (‘x?.f—l ) ”, bOI‘de cn R[-=0, 6=0 > 1ndu0id0 por el borde \% a7

de £, (R g0 ® A P).
Que esta multiplicacion es un borde se verifica como en el caso de v, .

El borde V,,.— Sea e E 24 Un representante x' de x es un elemento

fie P-4 que verifica
X=2P®x; A-AXyy € Z275 4

condicion que es equivalente a

vo(zf’)z.--:vz, (z7)=0



El coborde de x' es

V(x)=62P ®@x; A Axppg +(=1)F 2”7 Az, (%))® %3 A--- A Xgpq + -
+(=1)P 2P Atg (x01m)® Xy Av ARy o Ay +
+(=1)7 2P AR (x20) @ xp A ARgpg A ARy + o
+(=1)7 2P Atp (%21 )® Xy Ao A Xy
=(=1)7 2P AR (x211) ® xp A A Ry A A Xy +
+(=1)7 2P ATp (X2143)® x) A ARy A AXgp g+

+(=1)7 2P Atg (%041 )® xp Ae A x93

Sea x' la clase de Vx' en AP*2+247271 ) qpt2li3,4202 feg decir, x'=[Vx'].Vx'
siendo un coborde es un cociclo y la clase x' pertenece a Z7*2*2472I71 y qe
(1.1.3)  pertenece a  ZZP2e M gp ngp(x,,,)  pertenece a
ZEr (R 10,60 ) Haciendo el cociente se obtiene
H g;zm (Ri=0, 6=0 )® (P,

Se obtiene asi

Teorema
) ERf=Hy, . (Rico, 0-0)® (A P’
II) VZk = Vi sz-i

iii) V,, induce el borde en R, ,_, “multiplicacion exterior de cociclos por

e - 2
Vo (¥241)= Zv,6=0 (7 (x20-1))=7x (x26)".
Observacion.- Un elemento z? ®@x; A---AXxy, e un V,,, —cociclo
(V,,,, — coborde) si'y solamente si z” esun V,,,, cociclo (V,,,, —coborde).

4. EXPRESION DEL BORDE EN FUNCION DE LA CURVATURA

Se ha establecido que los bordes V,,.en E(R,.zo, =0 ®AP)que son las restricciones de

V alas componentes P,, ; de P inducen los bordes “multiplicacién exterior de cociclos
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por V,, (x,,,) en R;_ g-¢”» borde que continuamos denotando por V,,. Vamos a

probar que V,, en R, 4_, se puede expresar en funcion de la forma de curvatura.

Se tiene el diagrama que da el borde V

(v +E *)9=0

(%2 )-0

P » Ri_g,6-0

Tg = (Z)v, 0=0 °T

Sea x,,-+-, x,,_, una base del espacio primitivo y sea
. *
:P—(VE*),_,

una transgresién en W (E),_, Nosotros tenemos:

Teorema A (P.K. Rashevskii [10]). Las imagenes por transgresion r(x,) de la base

(x,).i=1,---,2k —1de P generan libremente (VE *)9=0.

Teorema B (P.K. Rashevskii [10]). Todo elemento homogéneo diferente de cero

ue(VE*)f,:o de grado m (m = 2, 4, ...) es la imagen trangresiva de un elemento

primitivo x de grado m- 1.

Lema.- Todo elemento ue(V E*),_, =E,_, esdelaforma u=A7 (x;),AeR.

Demostracion.- En efecto del teorema A, (r(xi))i=1,---,2k—1 es una base de
(VE *)5=0 .Si ueE,_, es evidente que en la expresion de u no existen elementos de

grado diferente de 2, es decir u=17 (x1 ), AeR.

2.3.3. Teorema. V, =QA---AQ (r veces) en R_q g0 salvo factores constantes,

donde Q es la forma de curvatura.

Demostracion.- Nosotros tenemos el diagrama siguiente que explica el borde
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T
(VE¥)p = WE%, + (E¥ ¥ Sl +  (VE¥E,
Av,6=0
£ 2 4
Rig=0 = Rico9=0 * Riz0,6=0 + .o R R

Si ue(VE*)f,io , como (VE*)9=0 siendo E reductiva es generado por

* *
Ego,u=y;Vv--vy,, y;€Eysy. En vista del lema anterior
U=y, vevy =4 z'(xl)v---vﬂ.r Z‘(xl). Por ¢l teorema B se puede
suponer que u es la imagen por transgresion de x,,_,€/P,,_ ;. Se tiene

Vi (xzr—1)=Zv,9=o (T (xzr—l)):lv,azo (u)‘—'"ﬂ A, Z(T(xl))A"'Al(f(xl))-

Si se identifica z (7 (x,))=Q la forma de curvatura, se puede escribir
Vo =Q A AQ (r veces)

salvo factores constantes.

LA CURVATURA SECCIONAL Y LAS DIFERENCIALES DE LA SECUENCIA
ESPECTRAL ASOCIADA A LA CONEXION RIEMANNIANA

1. VARIEDADES RIEMANIANAS

3.1.1. [1] Sea M una variedad riemaniana de dimensién n y sea P el fibrado principal de

las referencias ortonormales tangentes de grupo estructural el grupo ortogonal O(n).
Sea W la conexién riemaniana y Q la curvatura de /. Sea (E;’ ) la base canonica

de E algebra de Lie de O(n). Nosotros tenemos
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3.1.2,

w=YW E/ ,Q=3Q\ E/, y si (),i=1,-n e la base natural de

i j iJ
R" 0= Zgl’ ¢. donde @ es la forma canonica sur 2
2 ]
i
Sean B,,---,B, los campos vectoriales horizontales correspondientes a la base
(E;' ) de E. Entonces (B,. A} *) y {9’ ,W| estan en dualidad.
Proposicién [1]. Las n*+n formas 6',W, i, j)k=1,---,n definen un
paralelismo sobre el fibrado principal de las referencias sobre M.
Si se toma la restriccion de los g7 5 7/ a P la forma de curvatura Q se puede
expresar en términos de la » 1- formas o'

Nosotros ponemos Q) => 1R}, 6" A6’ ( ki =—RJ",.,.,() donde R, es el
kol

tensor de curvatura de la conexion riemaniana.

Para un arbitrario punto wueP g;,;=6;; y R,-jk,=2g” R}, donde

gi; ¥ R, sonel tensor métrico y el tensor riemaniano de curvatura.

3.1.3. Utilizando la definicidon de la curvatura seccional se tiene

i i k ! i i i i k
QL =3L1R},, 0"A0' =R}, 0'A07+ T LRI, 0%A06'=
o e 1)e )

. ; 1 pi k I _ i pi i I pi k :
R ;8 ~n8’l + s Rj10° n0 _K}a‘/\94’+§“)§(u)2R}k,9 Bl
k=1)

ijij Z
" (1))
k1)
donde kj. = k(ei, e j) es la curvatura seccional correspondiente al plano de base

e;,e; enel espacio tangente T, M , x(u)=x, dondelabasees (¢;) ;... .

3.1.4. Ademas, de la definicién del borde V,, =(gv‘9=0 "r] p, > r=1--, como
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(Z‘, )9=0 induce el homomorfismo de Weil, se ve que las imagenes pertenecen al

dlgebra caracteristica de la fibracion por definicién, que en el caso del fibrado

principal tangente es generado por las clases de Pontrjagin.



3.2. VARIEDADES CON CURVATURA CONSTANTE

3.2.1. Como las clases de Pontrjagin son nulas para las variedades con curvatura

constante, el dlgebra caracteristica sera nula también y entonces V,, =0, r=1,---, y

la secuencia espectral se detiene en el segundo término E,.

3. VARIEDADES CON CURVATURA YARIABLE

3.3.1. Teorema

1)

Los productos de las curvaturas seccionales j i k j 2 k i 2% anulan las
¥ e ) J2k

diferenciales de la secuencia espectral.

La parte no nula proviene de los productos de la curvatura seccional por el
tensor de curvatura donde se ha quitado la parte correspondiente a la
curvatura seccional, o del tensor de curvatura por si mismo quitando la
curvatura seccional.

Demostracion. Tenemos la expresion de las clases de Pontrjagin en funcién

de la curvatura

g2k (2)= e Z‘.]]'"Jz"é‘ oY AN 1L

& (zﬁ)ﬂc (2k)f if oo igg Jj1 J2k

donde se toma la suma sobre todos los subconjuntos ordenados (i;,-++,iy; )
de 2k elementos de (1,-:-,n) y toda las permutaciones (j,, -, j,;) de
Gy, oovig) v 5;":;" es el signo de la permutacién. Se tiene también la
expresion (3.1.3.)

QL=ki0' A0/ +L SR, 0% A0
EkJ)*(i,J')
k#1)

que da las componentes de la forma de curvatura. Haciendo el producto

exterior se obtiene el resultado. El factor

k;.‘ k;zz k;f @M AB A AB A B
1 5
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10.
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es nulo porque en el conjunto (i, j,, --.i,. j,) existen elementos repetidos

que anulan el producto exterior y se puede decir que los productos

i i i : : ‘
k jll k Ji XR¥ 4 Jf‘ anulan las diferenciales de la secuencia espectral.
"
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