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RESUMEN

Condiciones suficientes son dadas de modo que soluciones del problema de valor inicial en la

frontera para un sistema acoplado de Kirchhoff no existan para todo ¢ > 0.

Palabra Claves: Ecuaciones hiperbdlicas, soluciones locales débiles, “blow-up” de soluciones.

INTRODUCION

En éste trabajo estamos interesados en estudiar las propiedades de “Blowing-up” de las

soluciones del sistema acoplado siguiente :

u, - M (||u(t)||2)Au=;f [ fE b P s ey 0
L),,—M(”u(.f)”2 )Av=y[uip+2|ulpu en Q

u(0)=u0 ,u,(0)= u, en €
0(0)=uo ,v,(0)=v, en Q

*)

Aqui Q es el cilindro Qx]o,7[ para T>0 un numero real que ha sido escogido
arbitrariamente y luego se ha fijado. El conjunto Q es un abierto acotado de ®" (n=1,2,3), ¥

los nimeros y yp son reales con restricciones especificadas posteriormente.

La funcién M es una funcién de clase ¢! ([o, + «f), dada por

M(s)=a +(p +2) B 57
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Es importante notar que cuando v coincide con %, entonces (*) se reduce a la ecuacion.

u”—MGIuHZ)Au:yuB (1)

la cual ha sido estudiada como un caso general del problema de Klein-Gordon. El sistema (*)

ha sido estudiado por Milla Miranda-Medeiros [6] para el caso M=lcon el parametro

p > -lpatan=12Y 1< pe2t. S HE3.
n-2

En dicho trabajo ellos obtienen solucién global débil usando el método del Pozo de Potencial
introducido por Sattinger [8] y Lions [5]. En el caso en que M=1y p=0 se tiene el modelo
matematico de la interaccién de dos particulas con cargas electromagnéticas; claramente el
modelo especifico es con el término a¢?» y a’v sumados en el primer miembro.

Inspirados en el método del Pozo de Potencial, Ikehata-Okazawa [3] han ideado un método
que consiste en colocar los datos iniciales en un conjunto llamado de Inestabilidad, para de ese
modo obtener soluciones del sistema (*) las cuales desarrollen una singularidad en tiempo
finito. Esta singularidad es obtenida en el sentido de la norma. En algunas oportunidades se

obtiene la singularidad de la misma solucioén, pero las técnicas empleadas son bien elaboradas.
Como una observacion adicional es interesante notar que cuando v =u, el sistema (*) se

reduce a la ecuacidn.
wg = M (Ju@f Jau ="
6 en forma equivalente a :

we - M@ )au= (w2 )" @

Cuando M =1, la ecuacidn (2) es un caso particular de la ecuacién

u“-Au+a2uEFﬁui2)u 3)

la cual tiene aplicacidn en el area de Optica no lineal, Fisica del plasma, Mecénica de Fluidos,

etc.
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la cual tiene aplicacion en el drea de 6ptica no lineal, Fisica del plasma, Mecénica de
Fluidos, etc.

La generalizacion natural de (*) es el sistema

uy - M (\;u(r)\lzjﬁu= (!ulz,iuz)u

F
vy - M (||u(t)\i2J Av =G (iu'z,iu‘zju
para F y G funciones “adecuadas™.

EXISTENCIA LOCAL

Haciendo uso del método de Galerkin y de estimativas ingeniosas inspiradas en Tartar [9]

se obtiene la existencia de la solucién local [u, u] del sistema (*).

2.1 TEOREMA (EXISTENCIA LOCAL)
SeaM e ¢! ([0, + =[), M(s)z a >o0para sefo,+«f y>0para n=1, 2y p=gparan = 3. Si
ug, 0 € H2 (Q)NHY(Q) Y uy,0; H) (@), entonces existe 7, eR,0<Ty <T ¥ funciones

u,v:2x[0,T)] > % tales que:

uvel” (0, Ty, H: (Q)nH) (Q))
u v er” 0.7,; H) (@)

u o e 12 0,7y 12 (@)

¥ [u, v] es solucién débil del problema (*) en Q x [0, T, ]

DEMOSTRACION

Sea {Wv} una base Hilbertiana de H(l) @)~ H? (@) formada por las

funciones propias del operador — A; es decir los W, satisfacen

-Awy, =4, wy, en Q
w, =0 enl’
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Sea 7, =[w1 ,....,wm] el subespacio generado por los primeros m vectores

Wi s Wy, de  {w, . Consideremos
m m
wn O)= 2 g Ow 00 )= 2 1y Ow,
Jj= Jj=1

soluciones aproximadas en y, del problema (*). Las funciones g P (t) v h jm (t);

J=1,2, .., m son determinadas por el siguiente problema de EDO paraj = /, 2,

(s @, Y M O ) e @) w, )= [0 07 01 1, ()

o O, )+ 3o, O Ja o v, =7 (i @77 0, 7 0, @)
(P.A) u,, (0)=u,, —>uy fuerte en H) (Q)nH? (Q)

:u;n (O):ulm —u, fuerte en H; (Q)

Bie (O)=Uom — v, fuerte en Hy (Q)NH?* (Q)

U,In (0):0,,, — v, fuerte en H{l, (@)

Haciendo uso del Teorema de Caratheodory se garantiza la existencia de una solucion

del problema aproximado en el intervalo [0, t m] donde ¢, 0y t, <T.
Con algunas estimativas extenderemos la solucién [y, v] a un intervalo [0, 7,]< [0, 7],

con T, independiente de m.

lera. Estimativa a-priori

Multiplicando las dos primeras ecuaciones del problema aproximado (P.A) por g;m (¢)
Y h,(r) respectivamente y sumando j desde / hasta m y luego sumando miembro a

miembro se obtiene :
;{ Uy (t)z + vy (t]z + M [:-um (t)12)+ M ( O m (t)ZJ]:

27 [lon )72 1w )7 w0 Ovtely @)+ (0 O 100 ©)F 0 O 0l @)

donde M (s)= EM(g)dg (4)
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Denotando por z,, (¢) al segundo miembro de (4) y aplicando luego las desigualdades
de Cauchy-Schwartz, Holder

Hom (t)< 2}/ [ m (t}ﬁz-erz) um(t)gzp],+1) u;n (f)

+n 02 Om OG0 0 €

donde ! + 1 _ /.
P q /2

Haciendo uso de las inmersiones de Sobolev y de las inmersiones de los espacios

L' (@) y L1 (@) en Hy (@)

Se obtiene

i <€ [0, O iy O 00, ) % 0 @) 00 07 03 0 |

(5)
C > () (constante)

Sea ¢, () definida por
0w =y O+ O+ 7 (a1 ©7)4 57 (0, )
(6)

de aqui obtenemos

W, @) sel20) L ol ()sel0)
b <750

3

", (t) & ¢’m2()

Usando ¢stas desigualdades tenemos

Pm()<Cy [ e (t)] Cy>0 Constante

de donde

()< C; []+ ¢;P+1( )] , C3>0 Constante
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integrando de 0 a t obtenemos :

0, ()<, 0)+ C3|:T + i[(p,f”(s)ds} M

Como la funcion f7(S) es continua en [0,;0] y por las condiciones iniciales del

problema  aproximado (P.A) se tiene que ¢, (O) converge  a

A= u;2+ 1)12 + M (J”OQTZJ'FM(:UOZ)

Luego para &, >0 se tiene

@, (0)< e +4 (8)

de (7) y (8) se tiene que

0, (O)<K + foir (s)ds
0

donde K > 0 es una constante que depende de los datos iniciales; luego por Gronwall

se tiene que existe 7, >0 y K,

i @ + 0 @ +[um OF +lom O <k; O
para te[O,TI].

2da. Estimativa a priori: Multiplicando en las dos primeras ecuaciones del problema
aproximado (P.A) por g’ (r)4/y h,, (t)/j respectivamente, luego sumando segun j de

1 hasta m, y adicionando miembro a miembro se obtiene

d

d [u;n O + @+ M (Ju @F ) v, @)2}
22y [0 (o €)% ey €7 w0 @) Vil )
w5 (un O 00 O 00 @) V0, O

w2 [t (e OO @ Cup @)ty ©)Au, @)
M (o OF alon O 0, ©O)av,@)?) (10)



Hacemos

mO=um O +Jom O + M (luw OF )+ 1aun ¥ 4 (Jom @F) QD

|40,y (t]z

Con lo cual de (10) se obtiene después de acotar adecuadamente los sumandos del

2do. miembro;

0n @<k, Llewet? @) 12)

Por argumento similares a los usados en la primera estimativa se llega a verificar que

existe T, >0 y K, >0 tal que:

m (¢ ? + o, (¢ 2+iAum t)+ |[Av, (t) <K3; para telo,T,| (13)
i O + o OF +

i
\
(OBS: T, depende de los datos iniciales)

3era. Estimativa A-priori:

Multiplicando ahora en el (P.A) por gjm )y k., (¢) en la primera y segunda ecuacién

respectivamente se obtiene que 3K, >0, 7; >0 tal que

y (tj2 +|Om (t}'2 <K, Para  telo,Ts] (14)

(T3 =min {T;,T,})

Con éstas estimaciones se obtiene el pasaje al limite de forma estandar probandose la

existencia de solucién local débil.

SINGULARIDAD EN TIEMPO FINITO

Siguiendo el método empleado en IKEHATA-OKAZAWA [3] combinado con las
ideas de ONO [7] basadas en Levine [4] obtenemos “Blow-up” para la solucion [u, U].

Esta singularidad en tiempo finito es en el sentido de la norma.
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3.1 Energia Asociada al Sistema (*) :

Denotaremos por p! =g} (Q)x H)(Q), V2> =H> (Q)x H>(Q) Y H=L* (Q)x L*(Q)con las

normas dadas por

f[u,u] 2= + o] (Para V')
¥
2 2 2
3[H,U]I =u +U (Para H)
Procediendo formalmente, multiplicamos (*1), y (*2) por u"y
respectivamente, luego integramos sobre ( suponiendo que u = (), = (en 8Q,

luego sumamos miembro a miembro y obtenemos.

; {; oo o e (@2 ) s u(t)?2j} 15)

- T e }=o

P2 (0)

donde M (S)= [ M (&)d&

Definimos la energia del sistema (*) por

E(f)=§ [u'(z),u'(r)]z @ ; [M { u(r)lw2j+ M [ u(t)z)]

- L [u @)v ()

p+2

p+2

) (16)

donde 7 € [0, [

La energia total E(t) estd dada en términos de la energia cinética K([u(t),v(r)])

y potencial J ([u(t), U(t)]) dados por :

K[@@o@D= ) w0 O] an
J([u(r),u(t)]): ; (M ( u(f).2 )+ M (u(t)'iz ))

4 u(t)u(t je+2  (18)
+ 2

_p ",‘p+2



Haciendo uso del resultado de inmer‘sién
Hy(@Q)— 172 (Q)

Se tiene que el funcional de energia potencial:

J:Hy(Q)xHy(Q) — % dadopor [u,v] — J(u,v])definido por (18)es “bien
definido”.

Es en ésta parte de nuestro estudio en que comenzamos a usar ideas del método de
Pozo de Potencial el cual es usado para tratar de obtener soluciones globales.

Usaremos la idea del Pozo de Potencial para construir un conjunto de Inestabilidad.

En palabras graficas el método para obtener singularidad consistird en no ubicar los

datos dentro del Pozo pero si en algun espacio en las cercanias del Pozo.

3.2 Definiciéon.- Al nimero d se le define por:

d=Inf. up.J(/l [u,ul[u,u]eV‘;[u,u];éO) (19)
AeR

no olvidemos que estamos trabajando con una funcion
M(S)=a+(p+2) fS*",a>0,520; esto es por detalles técnicos a causa del

método seguido. Pero es posible trabajar con una funcién M(s) mas general con

hipotesis apropiadas de homogeneidad.

3.3 Lema.- Supongamos que se cumple la relacion

r{C @ +2)QF) > (p+2)8,
entonces d > 0. (20)

(donde C(2(p+2),Q)es la constante de inmersién de A} (Q)— L3+ (Q))
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Demostracion

La demostracidn sigue el mismo esquema de Carrillo [2].

SINGULARIDAD DE LA SOLUCION

Sea:

P, ={[u,v]€ vid(u,v])<d, (p+2)B [‘lu Upi2) o .:w.z(p*z)]— 2y :\uu‘ﬁii <0 (21

Definimos

[u,u]‘iz +(p+2)ﬁ ﬁ[w 2(p+2) T ”UH 2(p+2) ]< ZJ/WU‘fﬁ:z (22)

v’ =ﬁu,u]eV1;J([u,u])<d,a ; )

3.4 Teorema.- Supongamos que (20) se cumpla. Si [u(¢),0(¢)] es una solucién del

problema (*) en [0,7,,,.[ con datos iniciales [u,,v,]eV? AV"Y [u;,0,]e V!
satisfaciendo

E(0)<d (23)

entonces f,,, <+ 0.

Antes de dar un esquema de la demostracion observamos que éste teorema nos da
una condicién de no existencia global tanto para energia inicial £(0) no positiva

como para el caso positivo.

Resultados de singularidad en tiempo finito son mas frecuentes cuando la energia
inicial es negativa ¢ cero, pero cuando E(0) > 0 los resultados de blow-up son poco

frecuentes.

Daremos algunos lemas que se usan en la demostracion del teorema.

3.5 Lema.- Si [u(¢),v(t)]es una solucién en las condiciones del teorema en 3.4.,

entonces [u(t),v(t)]e ¥ " sobre (0,20 [

3.6 Lema.- Si [u(z), v(t)] esté en la condiciones del teorema en 3.4.

Entonces (p+1)e [u(t). o(t)]* >2(p+2)d en [0,¢,4.[



Las demostraciones de los lemas de 3.5 y 3.6 siguen mutatis mutandis a Carrillo

(2].

Demostracion del Teorema (3.4) Se procede por contradiccion

Supongamos que ¢, =+,

Multiplicando en (*,) y (*,) por u(f) y o) e integrando sobre Q,

luego sumando miembro a miembro obtenemos :

1d*
2 dr?

@) 0] = (o +3)[lu () o O] + (o + D [l 0 (] ~2(p +2) £(0)

Usando Lema 3.6 se tiene

& OO >2(+ ) Q0O + ¢, @4
donde Cy=4(p+2)(d-E(0))>0

Haciendo P (t )= | [u(t ): v (t )] ?

obtenemos

Pr(e)=2{ ()u@)+ @ ¢) o))}

y de (24) se tiene
P'(t)>Cy (25)

integrando esta desigualdad de 0 a  tenemos

P'(t)z2{(us.up)+ (v;vg)}+Cot

lo cual implica que existe ¢, >0 tal que

P'(t)>0 en Jo,+oof (26)

67



De (25) y (26) vemos que P(t) #0 en ]r0,+ o0 [

Ahora multiplicamos (24) por P (?) y sumamos ~ (_P L 3)( pr(r))2 obteniendo
2

POP@- C 67> 200 + )0 () @O0 OF - (' O0'0) @ o O e, 6)

>C, P(t) en Jt,,+ | (27)

En (27) hemos empleados la desigualdad de Cauchy-Schwartz

A continuacion hacemos F (t):\'[u(t), o(t)] " para >1,.
Es decir

F(t)=P"(¢), asi derivando obtenemos

F(r)= ;p—m () P')

De (27) resulta que
P'OPE)-5 P02 P O)PE)- (P;.?.)p ()50 en Jy,+ oo

(recordar que p = 0).

Por tanto
F*(¢)<0en Jt,,+ <

F‘(t)<0 en ]to,+ oo[

F(1) es entonces decreciente y concava hacia abajo en J,,+[ entonces existe ¢, tal
que:
F(t)—>0 cuando t — T,

Es decir

[u(t)o(t)] >+ cuando t— Ty
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Es decir desarrolla una singularidad en tiempo finito en el sentido de la norma, lo

cual contradice la suposicion inicial de que 7, =+, probandose asi el

max

teorema.
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