PESQUIMAT, Revista de la F.CM. de la
Universidad Nacional Mayor de San Marcos
Vol. | - N°2 Pgs. 71-82 Lima — Per( Dic. 1998

ANALISIS DISCRIMINANTE DE MEDIDAS
- REPETIDAS

Emma Cambillo Moyano
Universidad Nacional Mayor de San Marcos

RESUMEN

El anélisis discriminante y el anélisis de medidas repetidas han sido estudiados

desde muchos afios atras. Este trabajo trata del estudio de las reglas de clasificacion de

maéaxima verosimilitud suponiendo distribucién multinormal con matrices de covarianza

iguales dentro de los grupos y en medidas repetidas.

La reglas de clasificacion son derivadas para el caso de ‘g’ grupos y

particularizadas para dos grupos en los datos originales y en transformaciones a

coeficientes polinomiales.

Los resultados obtenidos ayudan a un mejor entendimiento del analisis

discriminante en este contexto.

L

INTRODUCCION

El analisis discriminante es una técnica dedicada a investigar que tanto es
posible distinguir entre individuos de varios grupos, con observaciones hechas sobre
ellos. En la fase de clasificacién nos lleva a reglas bien definidas las cuales son

utilizadas para clasificacioén de nuevos individuos que proceden de uno de los grupos.

El interés prinicpal de este trabajo es la fase de clasificacion investigando las
reglas de maxima verosimilitud en medidas repetidas sobre hipdtesis de
multinormalidad y matrices de covarianza comtn dentro de los grupos, esto porque
cuando los datos tienen estructura de medidas repetidas las reglas de clasificacion

pueden revelar donde esta el poder de separacion de los grupos.

Una estructura de medidas repetidas se refiere a datos constituidos de valores de

una misma variable aleatoria, observadas sobre el mismo individuo en ocasiones

(1)} [IPh ]

distintas. Estos individuos provienen de “g” grupos o fueron colocados en los “g



grupos segun el caracter experimental u observacional del problema; en estos casos los

objetivos y las interpretaciones son diferentes sin embargo para el desarrollo de la

metodologia no seran distinguidos.

En el caso general de vectores multivariantes las interrelaciones entre las
variables componentes del vector son tratadas a través de su correspondiente matriz
de covarianza, en este caso especifico en que los datos provienen de medidas
repetidas, tenemos una clase también especifica de vector multivariante, lo que nos
sugiere estructuras para la matriz de covarianza y dentro de ellas son investigadas las

estructuras de la matriz uniforme y seriada.

II. REGLAS DE CLASIFICACION EN LOS DATOS ORIGINALES
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En el andlisis multivariante de perfiles para “g” grupos, Singer y Andrade (1986),
tenemos:

E(X) = AE (1I-1)

X, = Matriz de los p discriminadores en los n individuos colocados en los g grupos.
A, = Matriz de disefio.

E, = matriz de pardmetros.

ja2ss X,4,) €l vector fila de X que corresponde a los

discriminadores del @ -ésimo individuo en el j-ésimo grupo, segin el modelo de

medias de Bock (1975), puede ser modelados por:

Xy SE+Oy+8,, J=12, go=12,.n (11-2)

g

1, vector de medias a lo largo de las ocasiones.

0 j = vector de efecto del j-ésimo grupo del cual proviene el individuo



€jo = vector de los errores y por hipétesis

&a~N,(0,X) (11-3)

‘uj::f-i-g.

J

es el vector de medias el j-ésimo grupo y L es la media general.

La regla de clasificacion de maxima verosimilitud, Mardia et al (1979), para dos
grupos:

Asignar x (nueva observacion) al primer grupo si

d' T7(x-u)o (11-4)
d=6 -0,

_ Mt H,
i 2

y asigna x al segundo grupo en caso contrario.

dependieﬁdo por un lado de la magnitud de la diferencia de los efectos de grupo y por
otro lado de las desviaciones con relacion a la media general de los grupos a través de

la matriz de covarianza.

Debido a la existencia de algunas estructuras frecuentes para la matriz de covarianza
en este contexto entre ellas la uniforme e.g. Geisser (1963) y la de correlacién serial,

e.g. Cole y Grizzle (1963) la regla de clasificacion sera estudiada en estos dos casos

MATRIZ UNIFORME

Y=cI+c11' (II-5)

O, , es la variacion dentro del individuo a lo largo de las ocasiones
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O, es la variacidn entre individuos dentro de cada ocasion.

a) Cuando las diferencias de los efectos de los grupos varian de ocasion a ocasion

es decir los perfiles no son paralelos, la regla de clasificacion (11.4) es dada por,

Asigna x al primer grupo si,

p 2
paa 7
o’ Z d - S'Z:I-paz d [xk _ﬂk] >0 (11-6)
k=1 -

y asigna x al segundo grupo en caso contrario.

donde Ll es la media general en la k-ésima ocasion. En este caso la regla de

clasificacion es el producto escalar usual del vector de desviaciones de la observacion
con relacion a la media general, por el vector de desviaciones de la diferencia de

medias con relacion a su vector medio corregido por el factor

donde la relacion

y cuando el coeficiente de correlaciéon p tiende a uno. Consideremos dos situaciones,
. 2 .. 2 . ; 2
primero O fijo y segundo O, fijo. Notamos que en el primer caso O, tiende a

B =
explotar y en segundo O~ tiende a valores pequefios.

2 -y .
En el primer caso (O fijo) la variacion dentro grupo es grande relativamente a la

variacion entre y dificulta la clasificacion , en el segundo caso (O, fijo) la variacion

entre es pequefia relativamente a la variacion dentro y facilita la clasificacion.



13
b) Cuando las diferencias de los efectos de los grupos permanecen constantes de

ocasion a ocasion, es decir cuando hay paralelismo, la reglas de clasificacion es:

Asigna x al primer grupo si,

d i(xk — 1, ))0 (11-7)

2 2
(o) +p0'a k=l

y asigna x al segundo grupo en caso contrario.

en este caso la regla de clasificacién se reduce al producto escalar del vector de
diferencias medias (d) por el de desviaciones de la nueva observacion con relacion a la
media general, el papel de la magnitud de las diferencias estd implicito en la media
general mediante las componentes del vector de desviaciones de la nueva observacién

en relacion a la media general.

Consideremos dos situaciones de las fuentes de variacién entre y dentro fijas, el poder
de separacion entre los grupos es menor cuando es fijado la variacion entre pues la
variacion dentro aumenta y es mayor cuando la variacion dentro es fijada pues la

variacion entre disminuye.

MATRIZ SERIADA
1 p p* p
2 —2
o 1 g
Zzl . Vo P P A <Loy >#0 (1.g)
pP_I pp_z 1

s r . 3 2 . .y
donde p es la correlacion entre dos ocasiones sucesivas, O, es la variacion entre

individuos corregida por los factores que envuelven la estructura de correlacion dentro

del individuo.
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a) Cuando los perfiles no son paralelos, la regla de clasificacion es dada por,

Asigna x al primer grupo si,

J:%{(Pzdk _p(dk—l “pdk +dic+1 )J(xk _ﬂk)+(d1 “pdz)(x| 7#!)((1]; “Pd,,_l)(xp ”ﬂ,,)i\)o (H—9)

y asigna x al segundo grupo en caso contrario.

en este caso el producto escalar tiene el vector de desviaciones de las diferencias

vecinas corregidas por el factor p y en el centro con relacion a la expresion,

p(dk—l P T dk+i )

b)  Cuando los perfiles son paralelos, la regla de clasificacion es,

Asigna x al primer grupo si,

Uf{(l — P)zi (x, =)+ (- p)(x;, — )X, —ﬂp)})o (I1-10)

y asigna x al segundo grupo en caso contrario.

Para valores altos de p disminuye el peso relativo del vector de desviaciones de

la nueva observacion a la media general, ademas es de notar, la mayor magnitud del

factor de ponderaciones en las componentes extremas del vector de desviaciones.

REGLAS DE CLASIFICACION EN LOS COEFICIENTES POLINOMIALES

Las reglas de clasificacion son investigadas después de realizado el ajuste de
curvas polinomiales esto es por medio de transformaciones de variables en modelos

saturados o sea que el grado del polinomio ajustado es el maximo.



En el anélisis de curvas de crecirriliento, en el caso de “g” grupos Potthoff y Roy

(1964), introducen el siguiente modelo,

E(X) = AE (I1I-1)

Xy A definidos como la seccidn anterior

E,,, , matriz de los coeficientes asociados a los polinomios naturales
T, > matriz de las potencias de los tiempos.
Ahora
X, =1¢; +&, (I11-2)
y

_ 0 1 p-l
X = §j.atk +§jktk +.t é‘j(p_])tk &

& ; » vector p-variado de los coeficientes naturales del j-€simo grupo

€, » vector p-variado de los errores y por hipétesis
& ~M0,2) (I11-3)
Xy~ N(LE 20 (I11-4)
Sea,
T =PS

la descomposicién de Gramm Schmidt para la matriz de los potencias de los tiempos
donde P es la matriz de los polinomios ortogonales Fisher-Yates (1963), dados en la
tabla de Bock (1975) y S es la matriz triangular superior que establece las relaciones

entre coeficientes naturales y ortogonales.
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La reparametrizacion polinomial es dada por,

E(x;,)=PS& =8,; B;=S5; (III-5)

donde f; es el vector de los coeficientes asociados a los polinomios ortonormalizados

al j-esimo grupo.

Consideremos,
. 1
Y« =P'Xx, (I11-6)

donde Y 4 es el vector de los coeficientes ortonormalizados asociados a las curvas

ajustadas al a-esimo individuos en el j-esimo grupo.

De (II1.5) tenemos,

Y,.~N(B,,P'2P) (IT1-7)

la regla de clasificacion para dos grupos es dada por,

Asignay ( coeficientes de la curva ajustada al nuevo individuo al primer grupo si,

_B+p5
2

B~ B)PEP)Y (y-N0, B (I11-8)

en caso contrario al segundo grupo.

dependiendo por un lado de la magnitud de la diferencia de los coeficientes
ortonormales de los grupos y por el otro lado de las desviaciones de los coeficientes
de la curva ajustada al nuevo individuo con relacién a la media de los coeficientes

ortonormales a través de la matriz de covarianza de las variables transformadas.

En los coeficientes naturales la interpretacion de los términos de mayor grado'y

la estructura de las interrelaciones entre los coeficientes naturales son complicados,



los coeficientes ortonormales ademas de que las relaciones con los naturales pueden
establecerse (II1.5), puede haber una gran simplificacion de las estructuras de
interrelaciones entre los coeficientes ortonormales y las reglas de clasificacion como

la representacion grafica de los coeficientes ganan en simplicidad.

En el caso uniforme los coeficientes ortonormales son no correlacionados y en
el caso seriado los coeficientes de orden par son no correlacionados con los de orden

impar.

MATRIZ UNIFORME

a) Cuando los perfiles no son paralelos la reglas de clasificacion.

Asigna y (coeficientes de la curva ajustada al nuevo individuo) al primer grupo si,

(ﬁr’k — P )(Y;c = ﬁ; )>0 (111-9)

1 e 1S
— e [ﬂw —ﬂzo](YU “ﬁo)'i' 2 £

c o’

en caso contrario al segundo grupo .

B jk €s €l coeficiente de los polinomios ortonormales del k-ésimo grado en

el j-6ésimo grupo y 3 es el vector de medias de los coeficientes,

B =B B

La regla de clasificacion en este caso es el producto escalar comun de dos
vectores, el de diferencias entre los coeficientes del mismo grado y corregidas por los
factores multiplicativos correspondientes y el de las desviaciones entre los
coeficientes del nuevo individuo en relacion a la media de los coeficientes
(mantenida la correspondencia de los grados), los factores de las diferencias entre los
coeficientes del mismo grado son los inversos de las varianzas correspondientes a

cada uno de ellos.

Si los perfiles no son paralelos la ponderacion de la componente relativa al
coeficiente del menor grado es menor que las componentes relativas a los

coeficientes de mayor grado; comparada esta regla con la obtenida en los datos
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originales (II1.6) destacamos la posibilidad de un mejor diagndstico de la separacion
entre grupos. La reglas de clasificacion revela los coeficientes responsables por la
clasificacion, por tanto hay ganancia en cuanto a interpretacion pues a los términos

de cada grado pueden corresponder significados diferentes.

b) Cuando los perfiles son paralelos, la regla de clasificacion para el caso de

dos grupos,

Asigna y al primer grupo si,

b _ g3 I1-10
O_2+o_j(ﬂm+ﬁzo)[yu /30}’0 ( )

en caso contrario al segundo grupo .

El poder de separacion de los grupos depende del signo de la diferencia en los

coeficientes de grado cero e implicitamente de la varianza del término constante que

. i ®
aparece en la variacion de y, alrededor de £,

MATRIZ SERIADA

a) Cuando los perfiles son paralelos la regla de clasificacion es ,

Asigna y al primer grupo si,

[ﬁ \par ﬁzpar]zil ar[y fpar ﬁ :mr] + [ﬁlimpar s ﬁ 2impar] z;i}mpar[y Ampar ﬁ;zparb (II-11)

en caso contrario al segundo grupo.

La regla de clasificacion es la suma de los productos escalares a través de las
correspondientes inversas de las matrices de covarianzas y un examen de (II[.11)
muestra la dificultad de interpretacidon, pero casos especificos de polinomios de

grado reducido pueden ser investigados.
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b) Cuando los perfiles son paralelos, la reglas de clasificacion es,

Asigna y al primer grupo si,

1B = B o, [y 0~ ﬁ5]> 0 (II1-12)

y al segundo grupo en caso contrario, donde,

u

1 p p-l p-l
an :O'2 Zﬂ)z(tk)_ZPZRJ(tk)R)(tm)"'pZZPoz(tk)
k=1 k=1 k=2

La diferencia de los grupos estard evidentemente en el coeficiente de grado cero

(término constante) pero es obvio que la correlacion con los demas coeficientes pares

aparece en la medida que la matriz Z Bpar . Se aleja del patrén original o sea en la

medida en que p aumenta.

IV.

CONCLUSIONES

La ventaja de utilizar los coeficientes en lugar de los datos originales en la
clasificacion es la reduccion de dimension, pues al ajustar curvas polinomiales lo que
se trata es de explicar la variacion de los perfiles en funciéon de un menor nimero de
parametros, esto es llevar en consideracion lo que estd sucediendo en todas las
ocasiones con menor nimero de parametros, permitiendo establecer diferencias entre

grupos, tanto como cuando son utilizados los datos originales.

Permite una mayor interpretacién de los coeficientes que tiene el poder de
separacion, por ejemplo si los grupos se diferencian por el coeficiente lineal es que
tasa de crecimiento medio en los dos grupos son diferentes; si la diferencia esta en el
coeficiente del término cuadratico la tasa de cambio de la tasa de crecimiento en los

dos grupos son diferentes y asi sucesivamente.

Una potente aplicacion de los resultados en cuanto a la clasificacién de un

nuevo individuo, puede ser en estudios prospectivos en los cuales los individuos son
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agrupados por la ocurrencia o no de un determinado evento al final de periodo de

observacion.
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