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INTRODUCCION

En los estudios de los tiempos de sobrevivencia, ademas del problema de

censuramiento de dichos tiempos, un problema que puede surgir es comparar dos

poblaciones X y Y con distribuciones F, F} respectivamente. Esto puede ser el caso de

comparar el tiempo de sobrevivencia de pacientes con dos tipos de tratamiento, por

ejemplo, uno nuevo y el vigente (tratamiento vs. Control), grupos raciales, etc.

En el presente trabajo, estudiaremos las pruebas no paramétricas para el caso de dos

muestras, como son la de Wicoxon, de Gehan y de Mantel-Haenszel.

Sean la muestras tomadas de la poblacion X y Y, respectivamente, donde

X,,X,,...., X, esunamuestraiid de F

Y,,Y,,.. Y, esunamuestraiiddeF, (0.01)

de modo que la muestra combinada de los X'se Y's es

Xy Xpso X, Y Y5 ¥ (0.02)

m?

que las podemos denotar por

Z,, Zsy s &

m?

B its Doy weos Borescn (0.03)

m+12



cuya estadistica de orden es

ZoySZog S S, (0.04)
luego, el rango de Z( k)es K.

1. LA ESTADISTICA DE WILCOXON
La estadistica de Wilcoxon, es la estadistica mas conocida en el analisis no
paramétrico de datos estadisticos, en situaciones, por ejemplo, donde deseamos
comparar dos tipos de tratamientos: uno nuevo vs. otro comun. En este caso, la

hipétesis en consideracién es de la forma:

H,.F,=F,vs. H,:F, esestocastic amente mayor que F,

(Fy a Fy) (1.01)

Bajo la ¥s f 0+ la estadistica de test de Wilcoxon es definido por

m+n

w= ZiRK

K=m+1
donde :

R = El rango de Y, en la muestra combinada.

Una estadistica equivalente a la Wilcoxon (1.02) es la de Mann-Whitney, que es

definida por

4

U= #{(x,Y):

= z”:yj (1.03)

donde

84



Para hallar la equivalente entre (1.03)' y (1.02), observemos el siguiente argumento:

Sea S, <, <...<S, numeros enteros tal que S; es el Rango de ¥ en la muestra

combinada. Luego,

=S,

de modo que (1.03) puede ser escrita en la forma

U*iUf = >0, -))=Y5, - ”(”2+ 1)

J=1

pero de (1.02) tenemos que

U=W - ”(”2”) (1.04)

Luego, la regla de decision, bajo la £, es comparar U vs. U,, donde U, es el valor

tabular para m, n <8 y m <n.Si n,m > 8, lo podemos usar la aproximacién

normal.

1.1. LA MEDIDA Y VARIANZA DE U:

De las definiciones (1.03) y (1.04), podemos observar que la estadistica U
de Mann — Whitney es una variable aleatoria, que depende exclusivamente del
orden de los elementos de la muestra combinada. La esperanza y varianza, puede

ser circulada a partir de los siguientes argumentos:

Sea La funcién indicadora 4, ; , donde

)

1 Si X;<Y;
h{j = {0 Otro caso (105)
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que es una variable aleatoria (ensayo) de Bernoulli, con

=p-p =p(l- pf (1.06)

donde 8=(F,,F,). indica que en el calculo de la esperanza, la probabilidad

P(X < Yi) es calculado utilizando las distribuciones de X e Y.

La estadistica U la podemos expresar en términos de la funcién 4 ; dado

que
U, =#{X,: X, <V i=1,.., m}=;h,,”
luego
U= iihﬁ (1.07)
i=1 =1
por tanto,

H m m h

DI IED I N

J=1 izk izk  jel
- > (Erf)"'i i Ee(hf;‘hﬁ)
i=l =1 i=l =l
+i i Eﬁ(hfihkj)+z Z Ee(hg'jhk.')
J=1 =k ik j#l

pero

E, (huz): £, (hff): p(Xi <Y_;) “ p



E,(nn, )= p(X,.<Y‘f.,X,<Y,.)=p(X,<Mz’n(Yj,Y,) “ g

it

tr,,(i't,.jh,g)— p(X,. =YX <YJ.)= p(Max(Xj,Xj)< Yj) 4

E&(htjhk{)= Eé(hg‘f )Ee(hu ): Pz

de modo que

m N m n

E,[U?)= p+Z Ya+d Yred Ypt

i= i=l  j= J=1i#k izk  jwl

=mnp+m'(n—l)q+mr(m—l)r+mn(rrm—m—n+l)p2 (1.09)

de modo que

Var(U)= EU)-(E,U)f
= mnp+ mn(n —1)g +nm{m =1 + m{mn—m—n+ I)p2 > (mp)2
:mnp(l—p)+mn(n—1Xq—p2)+nm(m—lX —-pz) (1.10)

el problema que tenemos es que no conocemos los valores de las probabilidades p,

q y r. Pero, bajo la hipdtesis nula, podemos evaluar dichas probabilidades. Esto

€5/

si H,:F,=F =F

y asumiendo que F es continua, tenemos:

p=P(x,<7,)=P((x,.7,)e B))

donde

El = {(xsy):x< y}
Luego

p=PX,<¥,)= [ fu (x, )y = T m[f,w (x,  )dyax

B - X

- 16 1 O o= o= Pl -

g=P(x,<min(r,v,))=px, <vgs Y(z))
= p((Xx,.Y)e B,)
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donde

B, :{(x,}’,Z)IX<y<zvx<z<y}

Luego,

q= P(Xt < Mln(YJ’Yl )): ijYz (xa y,Z)ddedZ

B,

T sl T T oo

-0 X z

2] 1y oy Wiz =

r=P(MalX,X,)<¥,)=Plx, <X, <¥)

donde

B3:{(x,y,z):x<y<zvx<z<y

como B , esequivalentea B, , entonces g =7 .

Esto es

1
g=P(Max(x,Xx,)<7,)= ;
Luego, bajo la hipdtesis nula, tenemos que:

Ee(U)= rmp = Inz_n

Varé,(U)=nmuj+ n[;—i]+mn(n ~1)(; - i]

_mn(m+n+1)
B 12
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1.2. DISTRIBUCION ASINT()TICA’ DEU

De la ecuacion (1.07), podemos observar que la estadistica U es una variable

aleatoria definida como la suma de /7 variables indicadoras /, constituyen

ensayos independientes de Bernoulli. Luego, bajo la hipétesis nula H, : F, = F,

y asumiendo que F, y F, son continuascon 0 < P(X <Y )<1, porel

teorema Central del limite, tenemos

U-(mn/2) —4 5 NQ.1) si Min(m,n)—> o
J_ mn(m+n+1)
12

1.3. PARAMETROS DE LA ESTADISTICA W DE WICOXON

La ecuacion (1.04), define una forma equivalente a (1.02). Esto es,

W= Z R, _y )

k=m-+1

por (1.08), (1.10) y (1.11), tenemos

B, )= £,@)+ "0V
_mn +n(n+1)=n(m+n+1)
2 2 2
B _mn(m+n+1)
Var, (W)= Var, (U)= 5

y la distribucidn asintdtica de W es

W — n(m_ +n+ 1_)/2

(1.12)

(1.13)

(1.14)

il il g N(0,1) si Min (m,n)—> o (1.15)

[ mn(m+n+1)
12
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EL TEST DE GEHAN

Este test es una extension del test de Wilcoxon, donde se consideran, en las muestras

X e Y, el problema del censuramiento de los datos.

2.1. NOTACION

Bajo el cesuramiento aleatorio (censuramiento por la derecha), la notacion que

adoptaremos s la siguiente:

MUESTRA - 01:

Sean 7),7,....,T, los tiempos de sobrevivencia de los pacientes en la muestra — 01,

n

que son m variables aleatorias iid con funcion de distribuciéon comun 7.

Sean C,,C,,..., C,, los tiempos de censuramiento de los pacientes de la muestra - 01,

que son m variables aleatorias iid con alguna funcién comin G, . Ademas, asumiremos
que las variables que las variables aleatorias 7'y C son independientes.

Entonces, los datos censurados en la muestra son

(X]’é‘l)’(XZ’é‘Z)’"" (Xm ’5m) (201)

donde
X, =Mn({,,C,) y Or = Ip<c,

MUESTRA - 02:

Sean U,,U,,...U, los tiempos de sobrevivencia de los pacientes en la muestra — 02,

que son n variables aleatorias iid con funcién de distribucién comin F,.

Sean D,,D,,....D,, los tiempos de sobrevivencia de los pacientes en la muestra — 02,

que son n variables aleatorias iid con funcion de distribucion comun G,. Ademas,

asumiremos que las variables aleatorias U y D independientes.

Entonces, los datos censurados en la muestra son

(Yk ’El )’(YZ 782 )""7 Yﬂ,é'” (202)
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donde
X =M1’n(U}c"Dk) Y &y =][U‘s.')k]

2.2. LA ESTADISTICA DE GEHAN

Dadas las muestras observadas de la forma de (2.01) y (2.02), que provienen de las
poblaciones F; 'y F, respectivamente. Entonces, la funcién de sobrevivencia en cada

poblacién, son S,(1)= y S,(¢), donde

8,()=P(T>1)=1-F ()

S,(t)=P(¥ >t)=1-F,(¢) (2.03)

~ Entonces, al comparar las dos muestras, la hipétesis natural que podemos considerar

€s.

H,:S8,()=5,() (2.04)
que, por (2.03), podemos observar que la hipotesis nula (2.04) es equivalente a:

H,:F()=F,() (2.05)
de modo que la hipdtesis alternativas son:

H: F() > FK)
Hy: K@) > F() (2.06)
H,: F() = Fl)
Gehan (1965), como una generalizacion del test de Wicoxon, propone una estadistica
de test para el caso existan observaciones censuradas en las muestras, que viene a ser una

adaptacion del test de Wilcoxon al caso de datos censurados.

Sea la muestra combinada
(Xl ’(Sl )’ (XZ ’52 )""7 (Xm ’é‘m ) (YI ’gi )’ (YZ ’82 )""’ (Yn ,8"
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que los podemos denotar por

(Z]’fl )’ (ZZ ’52 )"“" (Zm+n’§m+n)

donde
Z(l] =Min(X15"'3Xm9},la‘o-,Y)

H

Zpoy =MaxX,,... X, .Y, ... Y,)

m+n

Sea
R,, = Rango (X ,) en la muestra combinada

k=12, ....00%

luego, por (1.02, la estadistica de Wilcoxon para datos censurados es definido por

R =3 R, (2.07)

k=1

que es la estadistica de test de Gehan. La regla de decisiéon del test, bajo la

H,: F,=F,, quees R, espequefio o grande se debe rechazar la hipdtesis nula.

2.2.1 CASO DE DATOS NO CENSURADOS

En el caso donde las observaciones de las dos muestras no estan afectadas por el

censuramiento, la estadistica R, defina en (2.07) es la misma que (1.02), la definida en la

primera parte. Una variacion que propone Gehan (1965) es que la estadistica U de Mann-
Whitney puede ser mejorado si definimos los escores U, de la siguiente forma del

siguiente lema.
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LEMA: La forma de la estadistica de Mann-Whitney del test de Wilcoxon definido por

m " d m "
u=2 2. U, 2 Y, 2 U(styj) (2.08)
i=1 =1 i=1 j=1
donde
def + 1 S? T,>U,
v, — Ulx,r,)=40 si T,=U, (2.09)

-1 Si T,<U,

Podemos observar que la expresion (2.08) es la misma que (1.03) y (2.10) es la equivalente
a(1.02) y (1.04).

En la demostracion del lema, debemos observar los siguientes argumentos:

Sea X,,X,,....X,, lamuestra observada en la Muestra — 01, donde

X,=T, y 6,=1 ; k=L2,...m

Sea ¥,,Y,,...,Y, la muestra observada en la Muestra — 02, donde

Y, =U, y g=1; k=1,2,.,n

la muestra combinada de las dos muestras es

X,,X,,.. X,.,Y,.Y,,.., Y,
o lo que es lo mismo
X, X,,.. X,.Y.Y,,.,7Y,
Z|’ZZ""’ZHJ’ZMI+|.’Z Z

m+2? """ “msn

luego, la estadistica de orden de la muestra combinada es

Z(‘) s Z(l) S S Z(ur+n)
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En la muestra combinada podemos definir los rangos de X', o de X|;) donde
R ,=Rango de X, en la muestra combinada

R, =Rango de X,, en la muestra combinada

de modo que la expresion (2.07), que en este caso es la estadistica de Wilcoxon, puede ser

escrita como

R =R, = YR, (2.11)
k=1

k=1

y por (2.09), la estadistica de Mann-Whitney como
u =>. U, = Wy —-Wy (2.12)

donde
Wy m#{Pares(Xi,Yj): X;>Y,

Wy =#{Pares (X,,Y,): X, <Y,

istj

tal que
Wy + Wiy =mn (2.13)

Entonces, observando que:

X(l) :R:] = Rango de X[l)

En la muestra {Y, vary X g X (gyeeses existen R,, —1 pares (X(l}, Y) tal que X >7Y.
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X(z) % ‘R;Z = RangO de X(Z)

En la muestra {Y, S 4 X(1)= y,..Y, X(z), ... existen sz —1 observaciones

menores que X ,), de los cuales hay R, -2 pares (X(z), Y), tal que X, >7.

X ) R;m =Rango de X{m}
En la muestra {K...,K)ql), y,...Y,)(Em),..} existen R;m —1 observaciones menores que
X de los cuales hay R’ —m pares (X () Y), tal que X, >7.

Tenemos

1 k=1 k=1 (214)

de modo que

por tanto, resolviendo la ecuacién para R, obtenemos el resultado (2.10) del lema. Esto
es;
i N m(m +n+ 1)

Rl
2 2
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Este resultado muestra que existe una forma alternativa para expresar la estadistica de

Wilcoxon. Asimismo, a partir de este resultado, bajo la hipdtesis nula /7, : E(t)= E (),

podemos obtener la media y varianza de U y luegode R, .

=, (P(x >Y)-P(X>Y))=0

Var (U) = E,(U?)= EO[Z 3 U,.]T

i=1 j=1

i n m n

Z Z EO(UE)-‘-Z 2 EU(U!}'UJ'")

=l j=1 =1 j=l

m m H

+Y Y B0y Y B

J=l =k ik j#1
ot mn(n—l) . mn(m—l) 40
3 3
_ mn(m;—nJrl) (2.15)

de modo que las expresiones (1.13) y (1.14) estan por

1 +n+l1) mm+n+l
B r)=1 5 ) mtl)_mmint)
Var(R ):lVar (U):—mn(m+n+l)
Vog 12

2.2.2. CASO DE DATOS CENSURADOS

En el caso donde el censuramiento esta presente en algunas de las observaciones de las
dos muestras, Gehan (1965)propone una generalizacion del test de Wilcoxon que esta

condicionado por el censuramiento observado en cada una de las muestras. Esto implica
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una modificacién de la estadistica R, definida en (2.07=, donde la estadistica U de Mann-

Whitney, de la forma.
U= UL UxT) (2.16)

es modificado, definiendo los escores U ; de manera similar a lo que se definio en (2.09),

esto es

+1 8i 7,>U,

def ~ T .
u, — Ulx,v)={0 si 1=U, 2.17)

-1 Si T,<U

Donde, en este caso, debemos fijar un criterio para determinar la condicion de

>

! y <en cada par (’]j,Tf.). Esto es,
r>vlel>1, 6 =1vx =1, =0 =]
>0 o, <1, 6 =1)v][x, =78 =16, =0)
[T1 =U, ] <> en otros casos (2.18)

De modo que la estadistica de Mann-Whitney (2.16), para el caso de datos censurados,
puede ser expresado en la forma de (2.12), donde se contabilizan los pares que satisfacen

cada una de las condiciones (2.18), de acuerdo a (2.17). Esto es

U= U,
i=1 =1
= #pares(X,,V): X, >7V,s, =1}
+#{Pares(Xi,Yj): X, =Y,6,=0,¢;=1
—~#{Pares(X,.Y): X, <75 =1} (2.19)

- #{ParesX,.Y)): X, = ¥,,5, = 1,¢, = 0}

A
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‘ El test de la hipétesis nula H, : F(t)= F,(t), esta se rechazara si U 0 |U \ es

grande. La distribucién asintética de la estadistica U es la normal., para calcular los
parametros de esta distribucién requerimos conocer la media y varianza de U, esto es, los

momentos de primer y segundo orden de U .
Para el célculo de la media y varianza de U, Gehan (1965) hace uso de la teoria de las

permutaciones bajo una hipdtesis nula mas restrictiva. Esto es

F)=E@) vy G)=6,) (2.20)

Una forma alternativa para expresar la estadistica de Gehan, es la resultante a partir de

la muestra combinada, denotada por

(Xl’al)’ E ] ( 11195:.-1)’ (Ylﬂgl)’ ttt (Yn’gn)

o lo que es lo mismo

(Z ’fl)’ s ’(‘Zm’gm )’ (Zm+l ’éﬂHl )’ " "(ZIH'HI" é:mﬂr)

Luego, el problema equivalente, consiste en obtener una muestra de tamafio /77 , sin
reemplazo, de una urna que contiene m+n bolas distinguibles denotadas por

z.£)...(2,.,.¢,., - Lamuestra obtenida los denotaremos por (X,,6,), ..., (X,,.5,) v

las observaciones no muestreadas las denotaremos por (¥,s,),...,(¥,.s,). Entonces,

Mantel (1967) propuso una forma alternativa de la estadistica U , denotada por U ; es

definido como

. def .
i —U [(Zi"fi)!(zj"fj)]
+1 8iZ,>2Z,,6,=1,Z,+2,,£,=0,¢, =1
0 Otro Caso (2:21)
-1 8iZ,<Z,¢(=1,2,=2,,§;=1¢,=0

U

de modo que
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J=1
J#=i

y la estadistica de Gehan es de la forma

U gaiisin, = JZl U (2.22)

donde / | €s un conjunto de enteros que indica la muestra 1. Esto es,
1, = Subconjunto tamaiio {1, 2,...,m +n}

Para observar este resultado, primeramente podemos estudiar el siguiente caso

particular. Sea la muestra combinada

(ZI 3 §l )’ ""(Zur’ i )’ (me—l ’éml )’ it ’Z;m-n’ émm

(‘XYI’ gl)’ ""(‘Xm’ gm)’ (K’ gl)’ ""(}/:r’gu)

donde 7, = {,2, ..., m . Luego, tenemos que

(2.23)

pero observemos el siguiente argumento particular
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*

U,+U, +U;+..+U . L.
* * . * - * *
Uy + U F Ut ot Uy #U e #ii 4+l

2m+n
Uy +U;, +Up +..+U

+U,

1w

+

lm-1

RIS 5y

Im 3m+n

v, +U. , +U., +.+U,  +U. .+.+U,

ml m2 nin— mmetr o mim+n
en el lado izquierdo del arreglo anterior, podemos observar que:
" =U". demod U, +U; =0
Uy.=Uj, emodoque Uy +U ;; =

de modo que,

donde

+1 SiZ,>Z;,&,=1,Z,=2,,& =0, =1

*

Upmej =7 0 Otrocaso

-1 SiZi<Zj,§i=1;zj=zj>§j=1:§j=0

Este resultado particular puede ser generalizado mediante el siguiente argumento:

- Sea I;= Subconjunto de tamafio m de {1, 2, m+ n}

- Si k,,k, €1,, entonces

De modo que

,  mino n . n 2
Up=2 Up=2, Uyt 2, Uy
t=1 t:itel) f:te]f
t#k 12k Gl

100
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Luego, la forma alternativa de la expresion (2.22) es,

m+n

UGehan = Z U:I[iell]
k=1

m+n

n n
= Z Z Ui:: * Z U/:r [{iefl]

k=1 | tteq ftel€
t#k . kl
m+n n "
=2 | 2 Uk {en] (2.26)
k=1 t:re]lc

t#1

En esta ultima expresion podemos observar que, bajo la hipdtesis nula de la forma de
(2.20), tenemos que las observaciones (Z " ),k =12,...,m+n son idénticamente

distribuidos, mas no son independientes, dado que por la definicion de los Z's se pierde la

. 5 a0 2%, : 5 * * %S4 .
independencia. Esta condicion implica que los escores U, y U, son idénticamente

distribuidos.

Luego, pensando en el problema de dos muestras, dado los m +n escores

U/,U,,..,U, ., ocurren con probabilidad 1/m + n, bajo la hipétesis nula

*

H, :Fl(t):Fz(t) y G](t):Gz(f)

Podemos calcular la esperanza y varianza de U . De (2.23),

m+n
dado que z U;':O
i=1
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Dado que los son idénticamente distribuidos, pero no independientes, tenemos que

Var.(U")=Var. (Z U]

=mVar, (U: )+m(m 1) Cov.. (U.’, U;)

i

donde

* 1 * +2 1 min 2
var . ([U;)= .(U,Z +...+U,,,+,,): [Z U ]

m+n

Para el calculo de la covarianza, podemos hacer uso de los resultados conocidos del
muestreo en poblaciones finitas. Para esto usaremos el siguiente argumento de las urnas:
Dado que existen valores, deseamos efectuar retiros sin reemplazo, a fin de conocer la

distribucion de la suma de dichos valores. Esto es,

m+n

U= Z Ui* I[!el]]
k=1

Sea N=m+n. Sin=0,N =m, entonces

m+n
Var(U)=0U=) U;

k=1

De modo que

0=Var(U)=(m+n)Var (U} )+ (n +n)m+n-1)Cov . ([U}.U;)

1 man %2 * *
=(m+n)— z U, +(m+n)(m+n—1)C0vH*(Uk,U,)

i=1

1 m+n

)
(m+n)(m+n~l)§ Yi

CovH* (U,:,U:)=
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por tanto
Var,.. (U*)z m Var, . (U:)+ m(m-1) Cov,. (U,.',U:.)

‘E‘:’U m(rn 1) “i‘ U,,z

" m+n i m+n)(m+n l)

mn m+n 2

- (m+n)(m+n-1) = %

por la equivalencia entre la Ugy,, v la U bajo la hipdtesis nula (2.20) de los

Mantel ’

resultados anteriores, tenemos que

E _.(U)=0 (2.27)

m+n

Var .(U)= ) Z U’ (2.28)

(m+n)(m+ n

De acuerdo al teorema central del limite, para el caso de poblaciones finitas, la

distribucion asintotica de U es aproximadamente normal. Esto es,

Uvaf ((5)) ~ N(0,1) (2.29)
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